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Συµϐολισµοί - Παϱατηϱήσεις

1. [n] := {1, 2, · · · , n}. 2. S(A) : είναι το σύνολο των µεταθέσεων τ : A �→ A. 3. Ai,j : Είναι ο πίνακας
A αν του αφαιρεθεί η i γϱαµµή και η j στήλη. 4. A(j1, · · · jm) : Είναι ο πίνακας που πϱοκύπτει από
�συνένωση� των στηλών j1, · · · , jm του πίνακα A. 5. v̂ := v/|v|. 5. O(A) είναι το σύνολο των σχετικά
ανοικτών συνόλων του A. 6. χA είναι η δείκτρια συνάϱτηση του συνόλου A. 7. A b B :⇔ A ⊆ B◦. 8.
f � g :⇔ f ∈ O(g)⇔ f = O(g).

Ευχαριστώ τον κ. Γιαλελή Νικόλαο για την επίβλεψη της εργασίας.
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1 Βασικά γεωµετϱικά αποτελέσµατα

Υπενϑύµιση 1.1. Για τις διάϕοϱες διαστάσεις n ∈ N οϱίϹουµε ως οϱίϹουσα των n × n πινάκων τις συνάϱτησεις
detn : Rn,n → R, που οϱίϹονται �αναδϱοµικά� ως εξής:

det
1
(a) = a και det

n
A =

n∑
k=1

(−1)1+ka1,k det
n−1

A1,k όπου A = (ai,j)i,j∈[n]

Ο πίνακας A1,k είναι ουσιαστικά ο A, αϕού του αϕαιϱεϑεί η 1η γϱαµµή και η k−οστή στήλη. Εϕόσον δεν υπάϱχει
πιϑανότητα σύγχυσης, ϑα συµϐολίϹουµε detn = det (παϱαλείποντας τους δείκτες).

Θεώϱηµα 1.1. (Τύπος της οϱίϹουσας µε µεταϑέσεις). Για την οϱίϹουσα det : Rn,n → R αληϑεύει η σχέση:

detA =
∑

τ∈S([n])

sgn(τ)

n∏
i=1

ai,τ(i)

όπου sgn(τ) είναι το σηµείο της µετάϑεσης τ .

Απόδειξη: Θα αποδείξουµε επαγωγικά αυτήν την σχέση. Για n = 1, ισχύει τετριµµένα. Υποθέτουµε λοιπόν ότι
αληθεύει για n− 1, και ϑα αποδείξουµε τον τύπο για n.

Αναπτύσσοντας την ορίζουσα ϐάσει του ορισµού έχουµε:

detA =

n∑
k=1

(−1)1+ka1,k detA1,k

και παϱατηϱούµε ότι στο εν λόγω ανάπτυγµα ο πίνακας A1,k είναι διάστασης (n− 1)× (n− 1). Για το ανάπτυγµα
της (n−1)× (n−1) υποορίζουσας detA1,k µποϱούµε να χρησιµοποιήσουµε απ’ ευθείας την επαγωγική υπόθεση,
ϑα είναι όµως ευκολότερο να κάνουµε µια προετοιµασία πϱιν απ’ αυτό.

Ας ορίσουµε τους πίνακες Ã1,k, που ουσιαστικά είναι oι αντίστοιχοι πίνακες A1,k µε την k−οστή στήλη
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µεταφερµένοι στην ϑέση της πϱώτης στήλης του A1,k. H µεταϕοϱά αυτή γίνεται µε κυκλικό τϱόπο, δηλαδή η
k−οστή στήλη µεταφέρεται στην 1η, η 1η στη 2η και ούτω καθεξής. Ο προκύπτον πίνακας έχει ορίζουσα:

det Ã1,k = (−1)k−1 detA1,k

αϕού η κυκλική µετάϑεση των στηλών µποϱεί να ειδωϑεί ως σύνϑεση k−1 αντιµεταϑέσεων στηλών. Μ’ αυτό υπόψη
µποϱούµε να γϱάψουµε:

detA =

n∑
k=1

a1,k det Ã1,k

και χϱησιµοποιώντας την επαγωγική υπόϑεση, γϱάϕοντας Ã1,k = (ãi,j):

detA =

n∑
k=1

a1,k
∑

σ∈S([n−1])

sgn(σ)

n−1∏
i=1

ãi,σ(i)

Εάν επιπλέον επεκτείνουµε τον συµϐολισµό ώστε το a1,k να ταυτίϹεται µε το �αντίστοιχο� ãn,n του επεκταµένου
Ã1,k, τότε:

detA =

n∑
k=1

∑
τ∈S([n])

τ(n)=n

sgn(τ)

n−1∏
i=1

ãi,τ(i)

Το διπλό άθροισµα
∑n
k=1

∑
τ∈S([n])

τ(n)=n

=
∑n
k=1

∑
τ∈([n]�→[n]\{k})

τ(n)=k

ταυτίζεται µε το
∑
τ∈S([n]), οπότε έχουµε το Ϲητού-

µενο:

detA =
∑

τ∈S([n])

sgn(τ)

n∏
i=1

ai,τ(i)

(Φυσικά αξίϹει να παϱατηϱηϑεί ότι sgn(σ) = sgn(τ)).

Οϱισµός 1.1. (Πλειογϱαµµικές συναϱτήσεις). ΄Εστω V ένας R−διανυσµατικός χώϱος διάστασης m και
f : V m → U µια απεικόνιση πϱος έναν διανυσµατικό χώϱο U . Η f ϑα καλείται m−γϱαµµική αν είναι
�γϱαµµική στις συντεταγµένες�, δηλαδή:

f(v1, · · · , vk + tṽk, · · · , vm) = f(v1, · · · , vk, · · · , vm) + t · f(v1, · · · , ṽk, · · · , vm)

για κάϑε v1, · · · , vm, ṽk ∈ V και t ∈ R.

Λήµµα 1.1. (Ανάλυση πλειογϱαµµικών συναϱτήσεων). ΄Εστω f : V → R µιαm−γϱαµµική συνάϱτηση από
τον m−διάστατο διανυσµατικό χώϱο V . Εάν vi =

∑m
ji=1 vi,jibji ∈ V για i ∈ [m], (όπου vi,ji , bji ∈ V ) τότε:

f(v1, · · · , vm) =

m∑
j1,··· ,jm=1

f(bj1 , · · · , bjm)
∏
`∈[m]

v`,j`

�

Απόδειξη: Πϱάγµατι, λόγω της m−γϱαµµικότητας της f :

f(v1, · · · vm) = f

Ñ
m∑
j1=1

v1,j1bj1 , · · · ,
m∑

jm=1

vm,jmbjm

é
=
∑
j1

v1,j1 · f

Ñ
bjm ,

m∑
j2=1

v2,j2bj2 , · · · ,
m∑

jm=1

vm,jmbjm

é
= · · · =

=
∑
j1

· · ·
∑
jm

f(bj1 , · · · , bjm)
∏
`∈[m]

v`,j`

=

m∑
j1,··· ,jm=1

f(bj1 , · · · , bjm)
∏
`∈[m]

v`,j`
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Θεώϱηµα 1.2. (Τύπος Cauchy-Binet). ΄Εστω m 6 n ϕυσικοί αϱιϑµοί και δύο πίνακες X =
(
xi,j
)n,m
i=1,j=1

∈
Rn,m, Y =

(
xi,j
)m,n
i=1,j=1

∈ Rm,n. Αληϑεύει:

det(Y X) =
∑

i1<···<im
ik∈[n]

det
(
xik,j

)m
k,j=1

· det
(
yi,ik

)m
i,k=1

Απόδειξη: Θα αποδείξουµε τον εν λόγω τύπο κάνοντας χϱήση του Θεωρήµατος 1.1 καθώς επίσης και του
Λήµµατος 1.1.

Κατ’ αρχάς γράφουµε:

det(Y X) = det

Ö∑n
j1=1 y1,j1xj1,1 · · ·

∑n
jm=1 y1,jmbjm,1

...
. . .

...∑n
j1=1 ym,j1xj1,m · · ·

∑n
jm=1 ym,jmbjm,m

è
= det

Ö
(y1, j1)j1(xj1,1)j1 · · · (y1, jm)jm(xjm,1)jm

...
. . .

...
(ym, j1)j1(xj1,m)j1 · · · (ym, jm)jm(xjm,m)jm

è
και ϐάσει του Λήµµατος 1.1:

det(Y X) =

n∑
j1,··· ,jm=1

detY (j1, · · · , jm)
∏
`∈[m]

xj`,`

Τώϱα καθεµία από τις ορίζουσες detY (j1, · · · , jm) µηδενίζεται εάν έστω κι ένα Ϲεύγος δεικτών είναι ίδιο, εποµένως
τα διάφορα j1, · · · , jm µποϱούν να ϑεωρηθούν διακεκριµµένα.

Για µία τυχούσα µετάθεση των (πλέον διακεκριµµένων) δεικτών έχουµε:

detY (j1, · · · jm) = sgn(σ) detY (jσ(1), · · · , jσ(m))

οπότε αν σ είναι µετάϑεση τέτοια ώστε τα jσ(k) = ik να αποκτούν αύξουσα σειϱά, τότε:

det(Y X) =
∑

i1<···<im

detY (i1, · · · , im)
∑
σ

sgn(σ)
∏
`∈[m]

xj`,jσ(`)

Από το Θεώϱηµα 1.1 έπεται:

det(Y X) =
∑

i1<···<im

detY (i1, · · · , im) · detXT (i1, · · · im)

δηλαδή το Ϲητούµενο:
det(Y X) =

∑
i1<···<im
ik∈[n]

det
(
xik,j

)m
k,j=1

· det
(
yi,ik

)m
i,k=1

Οϱισµός 1.2. (Εξωτερικό γινόµενο στους Rn). Ας ϑεωρήσουµε την οικογένεια {vi}n−1i=1 γραµµικώς
ανεξάϱτητων στοιχείων του Rn και V = span{vi}n−1i=1 ⊆ Rn. Το διάνυσµα:

n−1∧
i=1

vi := det

á
e1 · · · en
v1,1 · · · v1,n

...
. . .

...
vn−1,1 · · · vn−1,n

ë
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είναι κάϑετο στον V , έχει µέτϱο
√
det(MTM) (όπου M = (vi,j)

n−1,n
i=1,j=1) και το σύνολο

(∧n−1
i=1 vi, v1, · · · , vn−1

)
είναι ϑετικά πϱοσανατολισµένη (διατεταγµένη) ϐάση του Rn.

Απόδειξη: Για να δείξουµε ότι το
∧n−1
i=1 vi είναι κάϑετο στο V , ϑα δείξουµε ότι:〈

n−1∧
i=1

vi, vj

〉
= 0, ∀j ∈ [n− 1]

Πϱάγµατι, επειδή
∧n−1
i=1 vi =

(
(−1)1+k detM−,k

)n
k=1

, ϑα έχουµε:〈
n−1∧
i=1

vi, vj

〉
=

n∑
k=1

(−1)1+kvj,k detM−,k = det

Ç
vj,1 · · · vj,n

M

å
?
= 0

Η ισότητα άστϱο (?) δικαιολογείται από το ότι ο πίνακας

Ç
vj,1 · · · vj,n

M

å
έχει δύο ίσες γραµµές.

΄Οσον αϕοϱά το µέτϱο του διανύσµατος, γράφουµε:∣∣∣∣∣
n−1∧
i=1

vi

∣∣∣∣∣
2

=

n∑
k=1

[
det(M−,k)

]2
=

n∑
k=1

det(M−,k) · det(MT
−,k)

κι από τo Θεώϱηµα 1.2 έπεται:∣∣∣∣∣
n−1∧
i=1

vi

∣∣∣∣∣
2

= det(MTM)⇒
∣∣∣∣∣
n−1∧
i=1

vi

∣∣∣∣∣ =»det(MTM)

Τέλος, αποδεικνύοντας ότι η οϱίϹουσα:

det

Ç∧n−1
i=1 vi
M

å
είναι ϑετική (δηλαδή> 0), ϑα έχουµε δείξει ότι η διατεταγµένη ϐάση

(∧n−1
i=1 vi, v1, · · · , vn−1

)
είναι ϑετικά προσανα-

τολισµένη. Η απόδειξη είναι άµεση δεδοµένου του τύπου της ορίζουσας.

det

Ç∧n−1
i=1 vi
M

å
=

n∑
k=1

(−1)1+k(−1)1+k det(M−,k) det(M−,k) =
n∑
k=1

[det(M−,k)]
2 > 0

2 Στοιχεία διαϕοϱικού λογισµού

2.1 Βασικές έννοιες

Οϱισµός 2.1. (∆ιαϕοϱικό συνάϱτησης). ΄Εστω µια συνάϱτηση f : A→ Rm µε A ⊆ Rn (το σύνολο στο οποίο
οϱίϹεται η διαϕοϱισιµότητα είναι ανοικτό σύνολο, συνήϑως όµως ϑα παϱαλείπουµε να το γϱάϕουµε) και x0 ∈ A.
Θα λέµε ότι η f είναι διαϕοϱίσιµη στο σηµείο x0 εάν υπάϱχει γϱαµµική συνάϱτηση Tx0

τέτοια ώστε:

lim
|h|→0

|f(x0 + h)− f(x0)− Tx0
h|

|h|
= 0

Εάν η f είναι διαφορίσιµη σε κάϑε x0 ∈ A, ϑα λέµε ότι είναι διαφορίσιµη στο A. Επιπλέον, η συνάϱτηση
x0 7→ Tx0 λέγεται διαφορικό της f και συµβολίζεται (συνήϑως) µε d(f). Ο τελεστής (διαφορικό) d για τον
οποίον f 7→ d(f) είναι γραµµικός, οπότε ϑα συµβολίζουµε df = d(f). Το διαφορικό της f στο σηµείο x0 είναι
γραµµική συνάϱτηση και συµβολίζεται µε d(f)(x0) ή

(
d(f)

)
x0

ή (df)x0
.

Φυσικά, διαφορισιµότητα µποϱεί να οριστεί και σε πεϱιπλοκότεϱα σύνολα, προσεγγίζοντας �απ’ όπου� µποϱεί
να γίνει προσέγγιση.

Πϱόταση 2.1.

i. Εάν το διαϕοϱικό µιας συνάϱτησης f : A ⊆ Rn → R υπάϱχει στο x0 ∈ A, τότε:

(df)x0
=

Å
∂f

∂x1

∣∣∣
x0

, · · · , ∂f
∂xn

∣∣∣
x0

ã
=: (∇f)x0
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ii. Εάν το διαϕοϱικό µιας συνάϱτησης f = (f1, · · · , fm) : A ⊆ Rn → Rm υπάϱχει στο x0 ∈ A, τότε:

(df)x0 =

à
∂f1
∂x1

∣∣∣
x0

· · · ∂f1
∂xm

∣∣∣
x0

...
. . .

...
∂fm
∂x1

∣∣∣
x0

· · · ∂fm
∂xm

∣∣∣
x0

í
=

Ö
(∇f1)x0

...
(∇fm)x0

è
=: (Df)x0

Απόδειξη: Για το i.: Πϱάγµατι, εάν η f είναι διαϕοϱίσιµη, για τα παϱακάτω όϱια ϑα ισχύει:

lim
hi→0

|f(x0 + hiei)− f(x0)− (df)x0hiei|
|hi|

= 0

και κατ’ επέκταση 〈(df)x0
, ei〉 =

∂f

∂xi

∣∣∣
x0

. ∆ηλαδή:

(df)x0
=

Å
∂f

∂x1

∣∣∣
x0

, · · · , ∂f
∂xn

∣∣∣
x0

ã
=: (∇f)x0

Για το ii.: ΕϕαϱµόϹοντας το i. για καϑεµία από τις συντεταγµένες συναϱτήσεις fi έπεται:

(dfi)x0 = (∇fi)x0

δηλαδή:

(df)x0
=

Ö
(df1)x0

...
(dfm)x0

è
=

à
∂f1
∂x1

∣∣∣
x0

· · · ∂f1
∂xm

∣∣∣
x0

...
. . .

...
∂fm
∂x1

∣∣∣
x0

· · · ∂fm
∂xm

∣∣∣
x0

í
=

Ö
(∇f1)x0

...
(∇fm)x0

è
=: (Df)x0

Θεώϱηµα 2.1. (Κανόνας της αλυσίδας).

i. Θεωϱούµε συναϱτήσεις f : A ⊆ Rm → R και g : B ⊆ Rn → A ⊆ Rm. Εάν αµϕότεϱες είναι διαϕοϱίσιµες,
τότε η σύνϑεση f ◦ g είναι διαϕοϱίσιµη και:

d(f ◦ g) = (df)g · dg

ii. Εάν οι f και g = (g1, · · · , gm) είναι όπως στο i. και n = 1, τότε:

d(f ◦ g)
dx

=

n∑
i=1

∂f

∂xi

∣∣∣
g

dgi
dx

iii. Γενικότεϱα, εάν οι f, g είναι διαϕοϱίσιµες συναϱτήσεις f : A ⊆ Rm → Rp και g : B ⊆ Rn → A ⊆ Rm
αντίστοιχα, τότε:

D(f ◦ g) = (Df)g ·Dg

Απόδειξη: Για το i.: Ουσιαστικά στο µόνο κοµµάτι που ϑα χϱειαστεί να κάνουµε κάποια απόδειξη είναι το i.

Επειδή η g είναι διαφορίσιµη (έστω στο x ∈ B), ϑα υπάρχει συνάϱτηση εg (που ϑα εξαρτάται από το
εκάστοτε x) τέτοια ώστε:

g(x+ h)− g(x)− dg · h = |h| · εg(h), µε εg(h)
h→0−−−→ 0

και αντίστοιχα για την f :

f(x+ h)− f(x)− df · h = |h| · εf (h), µε εf (h)
h→0−−−→ 0

Επιπλέον, εάν η σύνϑεση f ◦ g είναι διαϕοϱίσιµη, ϑα υπάϱχει (όπως και πϱιν) µια συνάϱτηση εf◦g τέτοια ώστε:

f ◦ g(x+ h)− f ◦ g(x)− d(f ◦ g) · h = |h| · εf◦g(h), µε εf◦g(h)
h→0−−−→ 0
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Ας µελετήσουµε πϱώτα την τιµή f ◦ g(x + h) για να πϱοσδιοϱίσουµε εάν πϱάγµατι η σύνϑεση είναι διαϕοϱίσιµη.
Χϱησιµοποιώντας τη σχέση διαϕοϱισιµότητας της g, αντικαϑιστούµε την τιµή g(x+h) στη σύνϑεση f ◦g και έχουµε:

f ◦ g(x+ h) = f
(
g(x) + dg · h+ |h| · εg(h)

)
Θέτουµε η = |h|(dg · ĥ+ εg(h)) και παϱατηϱούµε ότι η → 0 καϑώς h→ 0. Επιπλέον:

f
(
g(x) + dg · h+ |h| · εg(h)

)
= f

(
g(x) + η

)
Τέλος, από τη σχέση διαϕοϱισιµότητας της f :

f
(
g(x) + η

)
− f

(
g(x)

)
− (df)g · η = |η| · εf (η)⇒

κι επειδή g(x) + η = g(x+ h), η = |h| · (dg · ĥ+ εg(h)), έχουµε:

f ◦ g(x+ h)− f ◦ g(x)− (df)g ·
[
|h|(dg · ĥ+ εg(h)

]
=
∣∣|h| · εg(h)∣∣ · εf(|h| · εg(h))⇒

⇒ f ◦ g(x+ h)− f ◦ g(x)− (df)g · dg(h) = |h|
[
(df)g · εg(h) + εf (h) · εf

(
|h| · εg(h)

)]
Οπότε αν ϑέσουµε εf◦g(h) = (df)g · εg(h) + εf (h) · εf

(
|h| · εg(h)

)
ϑα έχουµε εf◦g(h)

h→0−−−→ 0 και:

f ◦ g(x+ h)− f ◦ g(x)− (df)g · dg(h) = |h| · εf◦g(h)

δηλαδή:
|f ◦ g(x+ h)− f ◦ g(x)− (df)g · dg(h)|

|h|
= |εf◦g(h)|

h→0−−−→ 0

το οποίο είναι ο ορισµός της διαφορισιµότητας της f ◦ g. Αυτό δείχνει ότι d(f ◦ g) = (df)g · dg.

Για το ii.: Το διαφορικό της f είναι ακϱιϐώς ∇f (από την Πρόταση 2.1, i.) και το διαφορικό της g είναι

ακϱιϐώς (η �στήλη�)
Å
dgi
dx

ãm
i=1

(από την Πρόταση 2.1, ii.). Χρησιµοποιώντας το i. έχουµε το Ϲητούµενο.

d(f ◦ g)
dx

= (∇f)g ·

à
dg1
dx
...

dgm
dx

í
=

n∑
i=1

∂f

∂xi

∣∣∣
g

dgi
dx

Για το iii.: Γϱάϕουµε:

D(f ◦ g) =

Ö
∇(f ◦ g)1

...
∇(f ◦ g)p

è
=

Ö
∇(f1 ◦ g)

...
∇(fp ◦ g)

è
κι επειδή ∇(f1 ◦ g) = d(f1 ◦ g), από το i. έχουµε:

D(f ◦ g) =

Ö
(df1)g · dg

...
(dfp)g · dg

è
=

Ö
(df1)g

...
(dfp)g

è
· dg

Από την Πϱόταση 2.1, ii. έπεται το Ϲητούµενο:

D(f ◦ g) = (Df)g ·Dg

2.2 ∆ιαϕοϱίσιµες διαµεϱίσεις της µονάδος

Για τη µελέτη ϑεωϱηµάτων επέκτασης και ϑεµάτων ολοκληϱωτικού λογισµού είναι χϱήσιµη η έννοια των (οµαλών)
διαµεϱίσεων της µονάδας. Ξεκινούµε µε τον οϱισµό.

Οϱισµός 2.2. (Οµαλές διαµεϱίσεις της µονάδος). Θεωϱούµε ένα συµπαγές σύνολο S ⊆ Rn και ένα σχετικά
ανοικτό κάλυµµά του {Si}i∈[m] ⊆ O(S). Μια πεπεϱασµένη οικογένεια οµαλών συναϱτήσεων {δj}j∈[m] ∈
C∞(Rn;R) µε ϕϱαγµένο ϕοϱέα ϑα λέγεται διαµέϱιση της µονάδος στο S εάν:

• Για κάϑε δείκτη j ∈ [m] έχουµε δj(Rn) ⊆ [0, 1]

• Για κάϑε δείκτη j ∈ [m] υπάϱχει ij ∈ [m] τέτοιο ώστε S ∩ supp δij ⊆ Sij
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• Για κάϑε x ∈ S ισχύει
(∑

j∈[m] δj

)
(x) = 1, δηλαδή

∑
j∈[m] δj |S ≡ 1.

∆εν είναι καϑόλου τετϱιµµένο ότι σε κάϑε συµπαγές σύνολο µποϱεί να ϐϱεϑεί διαµέϱιση της µονάδας (δοϑέντων
σχετικά ανοικτών συνόλων που το καλύπτουν). Στη συνέχεια λοιπόν ϑα πϱοσπαϑήσουµε να αποδείξουµε την
ύπαϱξη.

Λήµµα 2.1.

i. Υπάϱχει C∞ συνάϱτηση δ(0,1) : R→ [0, 1] µε supp δ(0,1) = (0, 1).

ii. Υπάϱχει C∞ συνάϱτηση δ(a,b) : R→ [0, 1] µε supp δ(a,b) = (a, b) (εννοείται a < b).

iii. Υπάϱχει C∞ συνάϱτηση δγ : Rn → [0, 1] µε supp δγ =
∏
i∈[n](ai, bi) (εννοείται ai < bi και n ∈ N).

�

Απόδειξη: Για το i., ϑεωϱούµε τη συνάϱτηση f : R→ R, x 7→ e−1/xχ(0,1)(x), η οποία είναι C∞. ΄Επειτα, οϱίϹουµε
συνάϱτηση:

δ(0,1) : R→ R µε δ(0,1)(x) = f(x) · f(1− x)
και παϱατηϱούµε ότι κι αυτή είναι C∞ (π.χ. πολλαπλές συνϑέσεις, σε συνδυασµό µε το Θεώϱηµα 2.1, i.).
Επιπλέον:

supp δ(0,1) =
(
χ0,∞(·) · χ(0,∞)(1− ·)

)
(R) =

(
χ0,∞(·) · χ(−∞,1)(·)

)
(R) = (0, 1)

και 0 6 δ(0,1) 6 1.

Για το ii., το αποτέλεσµα µποϱεί να πϱοκύψει µε κατάλληλη �συστολοδιαστολή�. Ειδικότερα, αν ορίσουµε:

δ(a,b) : R→ R µε δ(0,1)
Å
x− a
b− a

ã
τότε δ(a,b) ∈ C∞(R;R) και a < x < b⇔ 0 < (x−a)/(b−a) < 1, δηλαδή supp δ(a,b) = (a, b). Το ότι 0 6 δ(0,1) 6 1
είναι εµφανές.

∆εδοµένου του ii., µποϱούµε να αποδείξουµε το iii.. Ορίζουµε:

δγ : Rn → R µε δγ(x1, · · · , xn) =
∏
i∈[n]

δ(ai,bi)(xi)

και παϱατηϱούµε ότι δγ ∈ C∞(Rn;R), 0 6 δγ 6 1, και επιπλέον:

supp δγ =
∑
i∈[n]

$̂n
i

(
(ai, bi)

)
=
∏
i∈[n]

(ai, bi)

(αϕού supp δ(ai,bi) = (ai, bi)).
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Θεώϱηµα 2.2. (΄Υπαϱξη (οµαλών) διαµεϱίσεων της µονάδος για συµπαγή σύνολα). ΄Εστω S ⊆ Rn ένα
συµπαγές σύνολο και ένα σχετικά ανοικτό κάλυµµά του {Si}i∈[m] ⊆ O(S). Τότε υπάϱχει οικογένεια {δj}j∈[m] ⊆
C∞(Rn;R) που να αποτελεί διαµέϱιση της µονάδος στο S.

Απόδειξη: Θεωρήστε την οικογένεια όλων των ανοικτών ορθογωνίων του Rn. Αυτή αποτελεί κάλυψη του συµπαγούς
S, οπότε υπάρχει πεπερασµένο υποκάλυµµα {Ii}i∈[m] του S αποτελούµενο από ανοικτά ορθογώνια. Ιδιαιτέρως,
η οικογένεια {Si = Ii ∩ S}i∈[m] αποτελεί σχετικά ανοικτή κάλυψη του S.

Βάσει του Λήµµατος 2.1 υπάρχουν συναρτήσεις δ̃i : Rn → [0, 1] µε supp δ̃i = Ii. Εάν λοιπόν ορίσουµε:

ϕ : Rn → R µε ϕ =
∑
i∈[m]

δ̃i

τότε παϱατηϱούµε ότι η ϕ είναι ϕϱαγµένη, και συνεπώς οι συναϱτήσεις:

δi : Rn → R µε δi = δ̃i
/
ϕ · χ⋃

i∈[m] Ii
+ χ(

⋃
i∈[m] Ii)

c

είναι C∞(Rn; [0, 1]), έχουν ϕοϱέα supp δi = supp δ̃i = Ii και:Ñ∑
i∈[m]

δi

é ∣∣∣∣∣
S

=

Ñ∑
i∈[m]

δ̃i
/
ϕ · χ⋃

i∈[m] Ii
+ χ(

⋃
i∈[m] Ii)

c

é ∣∣∣∣∣
S

≡ 1

Γενικά οϱίϹουµε τις διαµεϱίσεις της µονάδος σε συµπαγή υποσύνολα S ⊆ Rn, είναι δυνατόν όµως να ϐϱεϑεί
αντίστοιχη οικογένεια συναϱτήσεων και για µη ϕϱαγµένα σύνολα. Αυτό ϑα το δούµε αναλυτικότεϱα µε το επόµενο
λήµµα και ϑεώϱηµα.

Λήµµα 2.2. ΄Εστω F ⊆ Rn ένα κλειστό σύνολο. Υπάϱχει (αϱιϑµήσιµη) ανοικτή κάλυψη {Fi}i∈N του F , τοπικά
πεπεϱασµένη. ∆ηλαδή, για κάϑε x ∈ F υπάϱχουν πεπεϱασµένα στο πλήϑος σύνολα Fi στα οποία το x ανήκει.
�

Απόδειξη:

Θεωϱούµε ακολουϑία συνόλων {Ki}i∈I , I ⊆ R που εξαντλούν το F µε την εξής έννοια:

• Το σύνολο
⋃
i∈I Ki είναι υπεϱσύνολο του F .

• Για κάϑε i < j ∈ I, Ki b Kj .
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Επειδή ο Rn είναι διαχωρίσιµος µετϱικός χώϱος, υπάρχει επιλογή τέτοιων Ki που οδηγεί σε αριθµήσιµη
οικογένεια. Επιλέγουµε αυτήν - χωϱίς ϐλάϐη της γενικότητας - ως την αρχική µας οικογένεια {Ki}i∈I , οπότε
γράφουµε {Ki}i∈N (ενδεχοµένως µετά από επανα-ονοµατοδότηση).

Μ’ αυτόν τον τϱόπο έχουµε (γεωµετϱικά µιλώντας) δηµιουργήσει ανοικτούς �δακτυλίους� K◦i+1\Ki οι
οποίοι καλύπτουν όλο το F . Καλύπτουµε έπειτα καθέναν (συµπαγή) δακτύλιο K◦i+1\Ki από πεπερασµένο πλήϑος
ανοικτών διαστηµάτων,1 και ϑεωρούµε {Fi}i∈N την οικογένεια όλων αυτών των διαστηµάτων, που έχουν επιλεγεί
από τις καλύψεις όλων των συµπαγών δακτυλίων.

Από τον οϱισµό της {Fi}i∈N, αποτελεί κάλυψη του F και κάϑε x ∈ F ανήκει σε πεπερασµένο πλήϑος τέ-
τοιων Fi.

Θεώϱηµα 2.3. (∆ιαµεϱίσεις της µονάδας για µη ϕϱαγµένα σύνολα). ΄Εστω F ένα κλειστό σύνολο και
{Fi}i∈N µια τοπικά πεπεϱασµένη αϱιϑµήσιµη ανοικτή κάλυψη του F (τέτοια κάλυψη υπάϱχει από το Λήµµα
2.2). Υπάϱχουν C∞ συναϱτήσεις δj , j ∈ N τέτοιες ώστε:

• Για κάϑε δείκτη j ∈ N έχουµε δj(Rn) ⊆ [0, 1].

• Για κάϑε j ∈ N υπάϱχει ij ∈ N τέτοιο ώστε F ∩ supp δij ⊆ Fij .

• Για κάϑε x ∈ F ισχύει
(∑

j∈N δj

)
(x) = 1, δηλαδή

∑
j∈N δj |F ≡ 1.

Απόδειξη: Η απόδειξη του ϑεωϱήµατος είναι ανάλογη του Θεωϱήµατος 2.2, µόνο χϱειάϹεται να δικαιολογηϑεί η
επιλογή της αντίστοιχης ϕ. Κανείς µποϱεί να ισχυϱιϹόταν ότι εδώ δεν είναι δυνατόν να οϱιστεί συνάϱτηση ϕ ως
άϑϱοισµα των δ̃i, αϕού ενδέχεται σε σηµεία να απειϱίϹεται. ΄Οµως λόγω του �τοπικά πεπεϱασµένου� της κάλυψης,
για κάϑε x οι όϱοι που αϑϱοίϹονται είναι πεπεϱασµένοι στο πλήϑος, αϕού το x ανήκει σε πεπεϱασµένα µόνο Fi.

2.3 Θεωϱήµατα οµαλής επέκτασης

Μεϱικά αϱχικά ϑεωϱήµατα οµαλής επέκτασης είναι συνέπεια των ϑεωϱηµάτων που αποδείξαµε για τις διαµεϱίσεις
της µονάδας. ∆ύο απλά ϑα διατυπώσουµε παϱακάτω - µάλιστα το δεύτεϱο εξ αυτών ϑα χϱησιµοποιηϑεί στην
απόδειξη ενός �µεγαλύτεϱου� ϑεωϱήµατος, αυτού της επέκτασης του Seeley.

Πϱόταση 2.2. ΄Εστω F ένα συµπαγές σύνολο στον Rn. Υπάϱχει συνάϱτηση δF : Rn → R που να είναι C∞

και επιπλέον δF |F ≡ 1.

Απόδειξη: Θεωϱούµε ένα ανοικτό σύνολο U τέτοιο ώστε F b U , καϑώς επίσης και ένα κλειστό οϱϑογώνιο U b I.
Τα σύνολα U, I\F αποτελούν κάλυµµα του I και είναι σχετικώς ανοικτά στο I. Από το Θεώϱηµα 2.2, υπάϱχουν
C∞ συναϱτήσεις δ1, δ2 τέτοιες ώστε:

• δi(Rn) ⊆ [0, 1] για i ∈ {1, 2}.

• I ∩ supp δ1 ⊆ U και I ∩ supp δ2 ⊆ I\F .

• Για κάϑε x ∈ I ισχύει (δ1 + δ2)(x) = 1.

Ειδικά για τη συνάϱτηση δ1, παϱατηϱούµε ότι δ1|F ≡ 1, αϕού η δ2 µηδενίϹεται στο σύνολο:

(supp δ2)
c ⊇ (I\F )c = F

κι επιπλέον (δ1 + δ2)|I ≡ 1.

Παϱατήϱηση 2.1. Για την ειδική πεϱίπτωση του R, ϑεωϱούµε ένα διάστηµα I. Σύµϕωνα µε την Πϱόταση 2.2,
υπάϱχει C∞ συνάϱτηση δI µε ϕϱαγµένο ϕοϱέα ούτως ώστε δI |I ≡ 1 και F b supp δI .

1Θεωϱούµε συµπαγείς δακτυλίους για να επικαλεστούµε την πεπεϱασµένη κάλυψη - ϕυσικά το αποτέλεσµα ϑα ίσχυε και µε ανοικτούς
δακτυλίους.
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Πϱόταση 2.3. (Οµαλό λήµµα του Urisohn). ΄Εστω F,K δύο συµπαγή και ξένα υποσύνολα του Rn. Υπάϱχει
C∞ συνάϱτηση δ : Rn → R τέτοια ώστε δ|F ≡ 0 και δ|K ≡ 1. Το ϑεώϱηµα έχει αντίστοιχη εκδοχή για µη
ϕϱαγµένα σύνολα, κάνοντας χϱήση του Θεωϱήµατος 2.3.

Απόδειξη: Η απόδειξη µοιάϹει αϱκετά µ’ αυτήν της Πϱότασης 2.2. Συνοπτικά, ϑεωϱήστε ανοικτό U µε K b U
και κλειστό διάστηµα I µε K ∪ F b I. Υπάϱχουν C∞ συναϱτήσεις δ1, δ2 µε supp δ1 = U , supp δ2 = I\K και
(δ1 + δ2)|I ≡ 1. Η δ1 έχει την ιδιότητα δ1|K ≡ 1 και δ1|I\U ≡ 0⇒ δ1|F = 0.

Στη συνέχεια ϑα πϱοχωϱίσουµε στην απόδειξη του ϑεωϱήµατος επέκτασης του Seeley.[2] ΧϱειάϹεται να κάνουµε
κάποια πϱοετοιµασία, αποδεικνύοντας ένα ϐασικό λήµµα.

Λήµµα 2.3. Υπάϱχουν ακολουϑίες (ak)∞k=0, (bk)
∞
k=0 πϱαγµατικών αϱιϑµών τέτοιες ώστε:

i. Για κάϑε k ∈ N, bk < 0.

ii. Για κάϑε n ∈ N0,
∑∞
k=0 |ak| · |bk|n <∞, και επιπλέον,

iii. Για κάϑε n ∈ N0,
∑∞
k=0 ak · bnk = 1.

iv. Καϑώς k →∞, bk → −∞.

�

Απόδειξη: ΟϱίϹουµε γι’ αϱχή τις ενδιάµεσες ακολουϑίες:

Ak =

k−1∏
j=0

1 + 2j

2j − 2k
και Bk,` =

∏̀
j=k+1

1 + 2j

2j − 2k

Παϱατηϱούµε ότι:

|Ak| 6
k−1∏
j=0

2j−k+2 = 2−(k
2−3k)/2

αϕού 2j − 2k > 2k+1 − 2k = 2k και 1 + 2j 6 2j+2. Επιπλέον:

0 < logBk,` =
∑̀
j=k+1

log

Ç
1 +

1 + 2k

2j − 2k

å
?
<
∑̀
j=k+1

1 + 2k

2j − 2k
< 4

όπου στη σχέση άστϱο (?) χρησιµοποιείται η γνωστή ιδιότητα του λογαρίθµου log x 6 x − 1 (µε την ισότητα εάν
και µόνο αν x = 1). Αυτά µας δείχνουν ότι η ακολουθία (ως πϱος `) Bk,` είναι γνησίως αύξουσα και (αϕού είναι
και ϕραγµένη) συγκλίνει σ’ έναν αριθµό 0 < Bk 6 e4.

ΟϱίϹουµε τώϱα ak = AkBk και bk = −2k. ΄Εχουµε:

|ak| < e4 · 2−(k
2−3k)/2, οπότε |ak| · |bk|n < e4 · 2kn−(k

2−3k)/2 � 2−k
2

κι εποµένως:
∞∑
k=0

|ak| · |bk|n <∞, για κάϑε n ∈ N0

Επιπλέον, αν ϑέσουµε ak,` = AkBk,` για k 6 ` και ak,` = 0 διαϕοϱετικά, ϑα έχουµε:
∞∑
k=0

ak,`b
n
k = 1, για ` > n

Επειδή |ak,`| · |bk|n 6 |ak| · |bk|n και το άϑϱοισµα της δεύτεϱης συγκλίνει, η πϱώτη ϑα συγκλίνει. Εξ οϱισµού των
ακολουϑιών:

∞∑
k=0

akb
n
k = lim

`→∞

∞∑
k=0

ak,`b
n
k = 1

Με αυτά µποϱούµε να πϱοϐούµε στην κύϱια απόδειξη του ϑεωϱήµατος επέκτασης του Seeley (µάλιστα αϱκεί να
χϱησιµοποιηϑεί η Πϱόταση 2.2 ή η Πϱόταση 2.3, σε συνδιασµό µε το Λήµµα 2.3). Υπάϱχει κι ένα άλλο κοµµάτι
της απόδειξης το οποίο στα δικά µας πλαίσια εν γένει δεν χϱησιµοποιείται: συγκεκϱιµένα ο (γϱαµµικός) τελεστής
E που οϱίϹει την επέκταση E : f 7→ Ef είναι συνεχής. Εµείς ϑα αποδείξουµε κι αυτό το κοµµάτι του ϑεωϱήµατος,
κατ’ αϱχάς τιµητικά, κατά δεύτεϱον (όπως εξάλλου αναϕέϱει και ο Seeley) η συνέχεια του τελεστή πϱοσδίδει µια
παϱαπάνω �δοµή� στην επέκταση και τη διαϕοϱοποιεί από ϑεωϱήµατα όπως αυτό του Whitney.[4], Θεώϱηµα 4.1.5.1

ΟϱίϹουµε λοιπόν τα ακόλουϑα:
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Οϱισµός 2.3. (Ηµινόϱµες στους χώϱους Ck(A), k ∈ N0). ΄Εστω A ένα ανοικτό υποσύνολο του Rn και ένα
συµπαγές K b A. Για f ∈ Ck(A) µε k ∈ N0 οϱίϹουµε:

||f ||Kk :=
∑
|a|6k

1∏n
i=1(ai!)

sup
K

∣∣∣∣∣ ∂|a|f

∂xa11 · · · ∂x
an
n

∣∣∣∣∣
όπου a = (a1, · · · , an) ∈ Nn0 και |a| = a1 + · · ·+ an. Για να γίνει λίγο πιο υποϕεϱτός ο συµϐολισµός, συνήϑως
συµϐολίϹουµε:

∂af :=
∂|a|f

∂xa11 · · · ∂x
an
n

Η ||f ||Kk είναι µια ηµινόϱµα f 7→ ||f ||Kk > 0. ∆ηλαδή:

i. ||f ||Kk > 0 και f = 0⇒ ||f ||Kk = 0.

ii. Για κάϑε λ ∈ R έχουµε ||λf ||Kk = |λ| · ||f ||Kk

iii. Ισχύει η τϱιγωνική ανισότητα ||f + g||Kk 6 ||f ||Kk + ||g||Kk

Απόδειξη: Από τον οϱισµό έπονται τα i., ii., iii..

Από τις ηµινόϱµες µποϱούν να οϱιστούν µετϱικές µε τον ακόλουϑο τϱόπο:

Οϱισµός 2.4. (Μετϱικές στους Ck(A), k ∈ N0). Θεωϱούµε και πάλι A ⊆ Rn ένα ανοικτό σύνολο και µια
ακολουϑία συµπαγών συνόλων {Ki}i∈N µεKi b Ki+1 και A =

⋃∞
i=1Ki. Αν f, g ∈ Ck(A) µε k <∞, οϱίϹουµε:

%(f, g) :=

∞∑
i=1

1

2i
||f − g||Kik

1 + ||f − g||Kik

Αν k =∞, οϱίϹουµε:

%(f, g) :=

∞∑
i=1

1

2i
||f − g||Kii

1 + ||f − g||Kii

Οι % είναι µετϱικές, δηλαδή:

i. %(f, g) 6 0

ii. %(f, g) = 0⇔ f = g στο A

iii. Ισχύει η συµµετϱία %(f, g) = %(g, f)

iv. Ισχύει η τϱιγωνική ανισότητα %(f, h) 6 %(f, g) + %(g, h)

Απόδειξη: Γενικά οι ιδιότητες είναι άµεσες από τον οϱισµό, αυτή που ίσως χϱειαστεί την πϱοσοχή µας είναι η iv..
Κατ’ αϱχάς για κάϑε συµπαγές υποσύνολο K b A, λόγω του ότι η ||f ||Kk είναι ηµινόϱµα:

||f − g + g − h)||Kk 6 ||f − g||Kk + ||g − h||Kk

κι έπειτα, επειδή η x 7→ x/(1 + x) είναι αύξουσα:

||f − g + g − h||Kk
1 + ||f − g + g − h||Kk

6
||f − g||Kk + ||g − h||Kk

1 + ||f − g||Kk + ||g − h||Kk

=
||f − g||Kk

1 + ||f − g||Kk + ||g − h||Kk
+

||g − h||Kk
1 + ||f − g||Kk + ||g − h||Kk

6
||f − g||Kk

1 + ||f − g||Kk
+
||g − h||Kk

1 + ||g − h||Kk

Από το τελευταίο έπεται η ιδιότητα iv..

Οι µετϱικές % εξαρτώνται από την επιλογή της ακολουθίας {Ki}i∈N, όµως αυτό που ουσιαστικά µας ενδιαφέρει,
δηλαδή η σύγκλιση, δεν εξαρτάται από τα εκάστοτε συµπαγή Ki. Αυτό το αποδεικνύουµε µε την επόµενη πρό-
ταση.
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Πϱόταση 2.4. ΄Εστω (fj)
∞
j=1 µια ακολουϑία του Ck(A), όπου k ∈ N0 και A ⊆ Rn ανοικτό. Τότε fj → 0 εάν

και µόνο αν για κάϑε συµπαγές K b A και για κάϑε πολυδείκτη a µε |a| 6 k, η ακολουϑία ∂af → 0 συγκλίνει
οµοιόµοϱϕα στο K.

Απόδειξη: Θα ασχοληθούµε µόνο µε την πεϱίπτωση όπου k < ∞ - η άλλη µποϱεί να αντιµετωπιστεί µε ανάλ-
ογο τϱόπο. Εάν fj → 0, τότε ϕυσικά supK |∂af | → 0 για κάϑε δείκτη a (µε |a| 6 k) και για κάϑε συµπαγέςK b A.

Αντιστϱόϕως, επιλέγουµε τυχόν ε > 0. Τότε υπάρχει ένα `ε ∈ N για το οποίο
∑
i>`ε

1/2i < ε/2 και κατ’
επέκταση:

∞∑
i=`ε+1

1

2i
||fj ||Kik

1 + ||fj ||Kik
<

∞∑
i=`ε+1

1

2i
<
ε

2

Εν τω µεταξύ, επειδή supK |∂af | → 0 για κάϑε δείκτη a (µε |a| 6 k) και για κάϑε συµπαγές K b A, υπάϱχουν
δείκτες j1, · · · , j`ε τέτοιοι ώστε ||fj ||Kik < ε/2 για κάϑε j > j1, · · · , j`ε . Επιλέγουµε j0 = max{j1, · · · , j`ε} και σε
συνδυασµό µε τον οϱισµό του `ε έχουµε:

%(fj , 0) =

∞∑
i=1

1

2i
||fj ||Kik

1 + ||fj ||Kik
=

`ε∑
i=1

1

2i
||fj ||Kik

1 + ||fj ||Kik
+

∞∑
i=`ε+1

1

2i
||fj ||Kik

1 + ||fj ||Kik

6

`ε∑
i=1

1

2i
ε/2

1 + ε/2
+

∞∑
i=`ε

1

2i

6 ε/2 + ε/2 = ε

οπότε fj → 0.

Θεώϱηµα 2.4. (Θεώϱηµα C∞ επέκτασης του Seeley). ΄Εστω f µια συνάϱτηση η οποία είναι C∞ σε έναν
ηµιχώϱο Rni,+, δηλαδή f ∈ C∞(Rni,+;R). Εάν τα όϱια:

lim
t→0+

∂|λ|f

∂xλ1
1 · · · ∂tλi · · · ∂x

λn
n

(
$n
i (t) + $̂n

i (x)
)

υπάϱχουν (στο R) για κάϑε πολυδείκτη λ µε |λ| ∈ N0, τότε:

i. Υπάϱχει C∞ επέκταση f̃ της f , δηλαδή συνάϱτηση f̃ ∈ C∞(Rn;R) τέτοια ώστε:

∂|λ|f̃

∂xλ1
1 · · · ∂tλi · · · ∂x

λn
n

∣∣∣
Rni,+

=
∂|λ|f

∂xλ1
1 · · · ∂tλi · · · ∂x

λn
n

ii. Ο τελεστής E που οϱίϹει την επέκταση E : f 7→ Ef = f̃ είναι γϱαµµικός και συνεχής.

Απόδειξη: Για το i.: Χϱησιµοποιώντας την Πϱόταση 2.3 µποϱεί να ϐϱεϑεί C∞ συνάϱτηση ϕ µε την ιδιότητα
ϕ([0, 1]) = {1} και ϕ

(
[2,∞)

)
= {0} (µάλιστα εδώ µποϱεί να γίνει χϱήση της Πϱότασης 2.2 αντί της 2.3, και να

ϐϱεϑεί αντίστοιχη συνάϱτηση ϕ). Για κάϑε t < 0 oϱίϹουµε:

f̃
(
$n
i (t) + $̂n

i (x)
)
=

∞∑
k=0

akϕ(bkt)f
(
$n
i (bkt) + $̂n

i (x)
)

ενώ για t > 0:
f̃
(
$n
i (t) + $̂n

i (x)
)
= f

(
$n
i (t) + $̂n

i (x)
)

όπου οι ακολουϑίες (ak)
∞
k=0, (bk)

∞
k=0 είναι όπως στο Λήµµα 2.3. H f̃ στον ηµιχώϱο Rni,+ είναι C∞, από τον

οϱισµό της - παϱατηϱήστε ότι το άϑϱοισµα από το οποίο η f̃ πϱοκύπτει είναι πεπεϱασµένο για κάϑε t < 0 (αϕού
η ϕ είναι τελικά µηδενική), οπότε οϱίϹεται καλά και είναι (τοπικά) πεπεϱασµένο άϑϱοισµα C∞ συναϱτήσεων.
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ΠαϱαγωγίϹοντας την f̃ στον ηµιχώϱο t < 0, έχουµε:

∂|λ|

∂xλ1
1 · · · ∂tλi · · · ∂x

λn
n

( ∞∑
k=0

akϕ(bkt)f
(
$n
i (bkt) + $̂n

i (x)
))

=

=

∞∑
k=0

akb
λi
k ϕ(bkt)b

λi
k

∂|λ|f

∂xλ1
1 · · · ∂tλi · · · ∂x

λn
n

(
$n
i (bkt) + $̂n

i (x)
)

=

∞∑
k=0

akb
2λi
k ϕ(bkt)

∂|λ|f

∂xλ1
1 · · · ∂tλi · · · ∂x

λn
n

(
$n
i (bkt) + $̂n

i (x)
)

Οπότε πεϱιοϱιϹόµενοι στα συµπαγή K ⊂ Rni,+ µε το t να είναι σε συµπαγή πεϱιοχή του µηδενός:

∞∑
k=0

∣∣∣∣∣akb2λik ϕ(bkt)
∂|λ|f

∂xλ1
1 · · · ∂tλi · · · ∂x

λn
n

(
$n
i (bkt) + $̂n

i (x)
)∣∣∣∣∣ 6

6

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣ ∂|λ|f

∂xλ1
1 · · · ∂tλi · · · ∂x

λn
n

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
∞

·
∞∑
k=0

|ak| · |bk|2λi
?
<∞

Η ανισότητα άστϱο (?) ισχύει από την ιδιότητα ii. του Λήµµατος 2.3. Αυτό δείχνει ότι, καϑώς t→ 0−, τα όϱια των
παϱαγώγων (κάϑε τάξης) υπάϱχουν. Παίϱνοντας λοιπόν όϱια καϑώς t→ 0−, εάν συµϐολίσουµε:

∂|λ|f

∂xλ1
1 · · · ∂tλi · · · ∂x

λn
n

(
$n
i (0+) + $̂n

i (x)
)
= lim
t→0+

∂|λ|f

∂xλ1
1 · · · ∂tλi · · · ∂x

λn
n

(
$n
i (t) + $̂n

i (x)
)

ϑα έχουµε:

lim
t→0−

∞∑
k=0

akb
2λi
k ϕ(bkt)

∂|λ|f

∂xλ1
1 · · · ∂tλi · · · ∂x

λn
n

(
$n
i (bkt) + $̂n

i (x)
)

=

∞∑
k=0

akb
2λi
k

∂|λ|f

∂xλ1
1 · · · ∂tλi · · · ∂x

λn
n

(
$n
i (0+) + $̂n

i (x)
)

=
∂|λ|f

∂xλ1
1 · · · ∂tλi · · · ∂x

λn
n

(
$n
i (0+) + $̂n

i (x)
)
·
∞∑
k=0

akb
2λi
k

?
=

∂|λ|f

∂xλ1
1 · · · ∂tλi · · · ∂x

λn
n

(
$n
i (0+) + $̂n

i (x)
)

µε την ισότητα άστϱο (?) να δικαιολογείται από την ιδιότητα iii. του Λήµµατος 2.3. Οπότε αριστερά του µηδενός
τα όϱια συµφωνούν µε αυτά δεξιά του µηδενός.

Για το ii.: Η γραµµικότητα είναι σχετικά άµεση, οπότε παραλείπεται η απόδειξή της. Θεωρούµε συναρτή-
σεις fj ∈ C∞(Rni,+;R) (των οποίων τα όϱια των παϱαγώγων καθώς t→ 0− υπάρχουν) τέτοιες ώστε %(fj , f)→ 0 για
κάποια f ∈ C∞(Rni,+;R). Από την Πρόταση 2.4, ∂`(fj−f)→ 0 οµοιόµορφα, για τα διάφορα συµπαγήK ⊂ Rni,+.

Παϱατηϱούµε τώϱα ότι, αν f̃j , f̃ είναι οι αντίστοιχες επεκτάσεις των fj , f :

sup
K∗

∣∣∣∣∣ ∂|λ|(f̃j − f̃)
∂xλ1

1 · · · ∂tλi · · · ∂x
λn
n

∣∣∣∣∣ 6
∞∑
k=0

|ak| · |bk|2λi sup
K

∣∣∣∣∣ ∂|λ|(fj − f)
∂xλ1

1 · · · ∂tλi · · · ∂x
λn
n

∣∣∣∣∣
Το σύνολοK∗ είναι συµπαγές στοRni,− και τοK είναι συµπαγές σύνολο στοRni,+ που πεϱιέχει τις �ανακλάσεις� του
K µέσω των t 7→ bkt. Γϱάϕουµε επιπλέον:

sup
K∗

∣∣∣∣∣ ∂|λ|(f̃j − f̃)
∂xλ1

1 · · · ∂tλi · · · ∂x
λn
n

∣∣∣∣∣ 6
∞∑
k=0

|ak| · |bk|2λi sup
K

∣∣∣∣∣ ∂|λ|(fj − f)
∂xλ1

1 · · · ∂tλi · · · ∂x
λn
n

∣∣∣∣∣
?
= sup

K

∣∣∣∣∣ ∂|λ|(fj − f)
∂xλ1

1 · · · ∂tλi · · · ∂x
λn
n

∣∣∣∣∣
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(στην άστϱο (?) ξαναχρησιµοποιείται το Λήµµα 2.3, iii.). ∆ηλαδή supK∗ |∂λ(f̃j − f̃)| 6 supK |∂λ(fj − f)|.
Χρησιµοποιώντας το ότι ∂`(fj − f)→ 0 οµοιόµορφα, παίϱνουµε τελικά ότι ∂`(f̃j − f̃)→ 0 οµοιόµορφα. Από την
Πρόταση 2.4, f̃j → f̃ στο Rni,−.

Μέχϱι τώϱα ας συνοψίσουµε να δούµε τι ακϱιϐώς έχουµε ϐϱει. Καταρχάς εξ υποθέσεως f̃j = fj → f = f̃ στο
Rni,+, κι επιπλέον δείξαµε ότι f̃j → f̃ στο Rni,−.

Στoν i−άξονα τα όϱια των fj υπάρχουν και οπουδήποτε αλλού στο Rni,+, fj → f . Οπότε, λόγω αυτής της
ύπαϱξης η σύγκλιση f̃j → f̃ µεταφέρεται και στον i−άξονα. ∆ηλαδή f̃j → f̃ στο Rn.

∆είξαµε ότι αν fj → f , τότε Efj = f̃j → f̃ = Ef , οπότε ο τελεστής E είναι συνεχής.
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