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Θέμα 1ον  

1Α. Για ποιούς αριθμούς  ,, , έχουμε 0
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Υπολογίζοντας, βρίσκουμε  
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Άρα )2log1(4)1,2( xf , 2log8)1,2( yf , και, αφού 4)1,2( f , έχουμε  
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απ’ όπου διαβάζουμε: )2log1(4  , 2log8  και 2log164  . 

Σημειωτέον ότι αυτά τα  ,,  είναι μοναδικά, από την μοναδικότητα του διαφορικού της f  στο σημείο )1,2( . 

 
1Β. Υπολογίστε το εμβαδόν του χωρίου στο xy επίπεδο που περικλείεται από την καμπύλη  

2222 yxxyx  . 

Απάντηση Γράφοντας την εξίσωση της καμπύλης σε πολικές συντεταγμένες, δηλαδή θέτοντας cosrx   και 

sinry  , βρίσκουμε: rrr  cos2 , ισοδύναμα cos1r . Άρα πρόκειται για ένα καρδιοειδές και το 
εμβαδόν του χωρίου   που περικλείει είναι ίσο με   
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Θέμα 2ον  

2Α. Μελετήστε το όριο 
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Απάντηση Θέτοντας yxu  2 , βρίσκουμε  
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και η μελέτη του εν λόγω ορίου ανάγεται στην μελέτη του ορίου: 
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όπου κάναμε χρήση του κανόνα του L' Hôpital.  
 

2Β. Θεωρήστε το διανυσματικό πεδίο kzj
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 ορισμένο για ),,( zyx  όπου 

}:),0,0{(3  zz . Εξετάστε αν υπάρχει συνάρτηση )(1 Cf  τέτοια ώστε Ff


  (στα σημεία του  ). 

Απάντηση Αν υπήρχε )(1 Cf  τέτοια ώστε Ff


 , στα σημεία του  , τότε  
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Αλλά αν θεωρήσουμε την καμπύλη (κύκλο) ]2,0[:  , με )0,sin,(cos)( ttt  , 20  t , τότε  
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Άρα δεν υπάρχει τέτοια f  (παρόλο που 0


Fcurl ). 

Σημείωση. 0


Fcurl  (στο  )    )(1 Cf  με Ff


 (στο  ), με την προϋπόθεση το   να είναι απλά 

συνεκτικό. Το }:),0,0{(3  zz  δεν είναι απλά συνεκτικό, και εν γένει αστρόβιλα διανυσματικά πεδία 
στο   δεν είναι συντηρητικά σ’ αυτό. 
 
Θέμα 3ον  
 

3ΑΥπολογίστε το εμβαδόν του μέρους της επιφάνειας του κώνου }2:),,{( 223 yxzzyx   το οποίο 

ευρίσκεται μέσα στον κύλινδρο }18448:),,{( 223  yyxxzyx . (Η βάση του κυλίνδρου είναι έλλειψη στο 

xy επίπεδο.)   

Απάντηση Θέτοντας 222),( yxyx  , το στοιχείο εμβαδού της επιφάνειας ),( yxz   είναι  
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Άρα το ζητούμενο εμβαδόν είναι ίσο με  
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όπου   είναι το χωρίο που περικλείεται από την έλλειψη στο xy επίπεδο με εξίσωση 
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Άρα  
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όπου χρησιμοποιήσαμε και τον τύπο που δίνει το εμβαδόν που περικλείει μια έλλειψη. 
 
3Β. Για ποιά τιμή του αριθμού  , υπάρχει το όριο  
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και είναι θετικός αριθμός;  
 

Υπόδειξη Θυμηθείτε ότι το ολοκλήρωμα είναι όριο «ενδιάμεσων» αθροισμάτων Riemann. 
 

Απάντηση Για μια συνεχή συνάρτηση ),( yxf , το όριο 





]1,0[]1,0[,1

2
),()/,/(

1
lim dxdyyxfNNkf

N NkN 

 . 

Έτσι, γράφοντας το άθροισμα  
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βρίσκουμε ότι  
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Θέμα 4ον  
 

4Α Θεωρήστε μια 1C  συνάρτηση :f  ορισμένη στο σύνολο }1:),,{( 2223  zyxzyx  τέτοια 
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Αποδείξτε ότι  
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Υπόδειξη Θεωρήστε την συνάρτηση f  περιορισμένη στα σημεία ),,( tztytx , 10  t , του ευθυγράμμου τμήματος 

)],,(),0,0,0[( zyx . Θυμηθείτε επίσης την ανισότητα Cauchy-Schwarz.  
 

Απάντηση Σταθεροποιώντας το ),,( zyx , θεωρούμε την συνάρτηση  
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4Β Γράψτε ένα ολοκλήρωμα για το μήκος της καμπύλης που είναι η τομή  

της σφαίρας }4:),,{( 2223  zyxzyx  και του κυλίνδρου }2:),,{( 223 xyxzyx  . 
 

Απάντηση Παραμετρικοποιώντας τον κύκλο }2:),{( 222 xyxyx   με τις εξισώσεις 

tx cos1 , ty sin , 20  t , 
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βρίσκουμε μια παραμέτρηση της εν λόγω καμπύλης: 
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Άρα το μήκος της είναι ίσο με   
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