
Ασκήσεις ΣΤ

1. Έστω 𝐹1
𝜋1⟶ 𝐹2

𝜋2⟶ 𝐹3 ⋯
𝜋𝑛⟶ 𝐹𝑛+1 ⋯ μια άπειρη ακολουθία πεπερασμένα φεννώ-

μενων ελευθέρων ομάδων και επιμορφισμών. Δείξτε ότι υπάρχει ένας δείκτης 𝑠 έτσι
ώστε για καθε 𝑖 ≥ 𝑠 ο 𝜋𝑖 να είναι ισομορφισμός.

2. Έστω 𝐹 = ⟨ 𝑥, 𝑦 ⟩ η ελεύθερη ομάδα σε δύο γεννήτορες. Έστω 𝑁 η κανονική υποο-
μάδα της 𝐹 η παραγόμενη από τα 𝑥𝑦𝑥−1𝑦 και 𝑦𝑥𝑦−1𝑥. Να υπολογίσετε την ελεύθερη
διάσταση της 𝑁 και να βρήτε ένα σύνολο ελευθέρων γεννήτορων της.

3. Έστω 𝐺 ομάδα. Να αποδείξετε την ισοδυναμία των παρακάτω προτάσεων.
𝑖) ⋂{ 𝐻 ∣ 𝐻 ≤𝑓 𝐺} = 1.
𝑖𝑖) ⋂{ 𝑁 ∣ 𝑁 ◁𝑓 𝐺} = 1.
𝑖𝑖𝑖) Για κάθε 𝑔 ∈ 𝐺 υπάρχει Μ𝑔 πεπερασμένη ομάδα και 𝜑 ∶ 𝐺 ⟶ 𝑀𝑔 ομομορφισμός
έτσι ώστε 𝜑(𝑔) ≠ 1.
𝑖𝑣) Για κάθε 𝑔 ∈ 𝐺 υπάρχει 𝐻𝑔 ≤𝑓 𝐺 έτσι ώστε 𝑔 ∉ 𝐻𝑔.

4. Έστω 𝐹 = ⟨ 𝑎, 𝑏 ⟩ η ελεύθερη ομάδα σε δύο γεννήτορες και 𝑁𝑘 η κανονική υποομάδα
της 𝐹 η παραγόμενη απο τα 𝑎2𝑘 και 𝑏, 𝑘 ≥ 0. Δείξτε ότι κάθε 𝐹/𝑁𝑘 είναι πεπερασμένη
κυκλική.
Έστω 𝑁 = ⋂𝑘 𝑁𝑘. Δείξτε ότι η 𝐹/𝑁 είναι άπειρη κυκλική.

5. Έστω 𝐹 = ⟨ 𝑎, 𝑏 ⟩ η ελεύθερη ομάδα σε δύο γεννήτορες. Δείξτε ότι η απεικόνιση
𝜑 ∶ 𝐹 ⟶ 𝐹 με 𝜑(𝑎) = 𝑎𝑏 και 𝜑(𝑏) = 𝑎−1 ορίζει ένα αυτομορφισμό της 𝐹 . Να
υπολογίσετε τον αντίστροφό του.
Να ορίσετε έναν μονομορφισμό της 𝐹 , ο οποίος δεν είναι αυτομορφισμός.
Μπορείτε να ορίσετε έναν επιμορφισμό της 𝐹 , ο οποίος δεν είναι αυτομορφισμός?

6. Έστω 𝐹 = ⟨ 𝑥, 𝑦 ⟩ η ελεύθερη ομάδα διάστασης 2. Ορίζουμε 𝐻 να είναι το σύνολο
όλων των στοιχείων της 𝐹 με άρτιο (ανηγμένο) μήκος.
Δείξτε ότι το 𝐻 είναι κανονική υποομάδα της 𝐻 δείκτου 2. Μάλιστα δε η 𝐻 είναι
ελεύθερη διάστασης 3. Συγκεκριμμένα δείξτε ότι το σύνολο { 𝑥2, 𝑥𝑦, 𝑥𝑦−1 } αποτελεί
ένα σύνολο ελευθέρων γεννητόρων της 𝐻.

7. 𝑖) Έστω 𝐴𝑢𝑡(ℚ) η ομάδα αυτομορφισμών της προσθετικής ομάδας των ρητών. Δείξτε
ότι η 𝐴𝑢𝑡(ℚ) είναι ισόμορφη με την πολλαπλασιαστική ομάδα (ℚ∗, ⋅ ) των ρητών αριθ-
μών.
𝑖𝑖) Δείξτε ότι η (ℚ∗, ⋅ ) είναι προσεγγιστικά πεπερασμένη.
Συγκρίνετε με το γνωστό θεώρημα ότι η ομάδα αυτομορφισμών μιας πεπεραμένα
γεννώμενης προσσεγγιστικά πεπερασμένης ομάδας είναι προσεγγιστικά πεπερα-
σμένη.

8. Μια ομάδα 𝐺 θα ονομάζεται διαιρετή, αν για κάθε 𝑔 ∈ 𝐺 και κάθε 𝑛 ∈ ℕ η εξίσωση
𝑥𝑛 = 𝑔 έχει λύση στην 𝐺, δηλαδή υπάρχει 𝑟 ∈ 𝐺 έτσι ώστε 𝑟𝑛 = 𝑔.
Δείξτε ότι:
Κάθε πηλίκο μιας διαιρετής ομάδας είναι διαιρετή ομάδα.
Μια διαιρετή ομάδα δεν έχει (γνήσιες) υποομάδες πεπερασμένου δείκτη.
Κάθε ομομορφισμός 𝜑 ∶ 𝐺 ⟶ Φ από μια διαιρετή ομάδα 𝐺 σε μια πεπερασμένη
ομάδα Φ είναι τετριμμένος.
Μια διαιρετή ομάδα 𝐺 δεν είναι προσεγγιστικά πεπερασμένη.
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9. Έστω 𝑝 ένας πρώτος αριθμός και η ομάδα με παράσταση 𝐺 = ⟨ 𝑎1, 𝑎2 … ∣ 𝑎𝑝
𝑖+1 =

𝑎𝑖, 𝑎𝑖𝑎𝑗 = 𝑎𝑗𝑎𝑖 ⟩.
Δείξτε ότι:
Η 𝐺 είναι διαιρετή.
Η 𝐺 δεν είναι πεπερασμενα γεννώμενη.
Η 𝐺 είναι τοπικά κυκλική, δηλαδή κάθε πεπερασμένα γεννώμενη υποομάδα της είναι
κυκλική.
Η 𝐺 δεν είναι προσεγγιστικά πεπερασμένη.

10. Έστω 𝐺 μια ομάδα.
Τα ακόλουθα είναι ισοδύναμα.
𝑖) Η 𝐺 είναι προσεγγιστικά πεπερασμένη.
𝑖𝑖) Υπάρχει μια οικογένεια (𝐾𝑖)𝑖∈𝐼 πεπερασμένων ομάδων όπου η 𝐺 εμφυτεύεται
στο καρτεσιανό γινόμενο ∏𝑖∈𝐼 𝐾𝑖.

11. Έστω 𝐺 μια ομάδα και 𝑆 = { 𝑎1, 𝑎2, … , 𝑎𝑛 } ένα σύνολο γεννητόρων της. Έστω
𝒢(𝐺, 𝑆) το αντίστοιχο γράφημα Cayley. Έστω 𝐻 η υποομάδα της 𝐺 η παραγόμενη
από τα στοιχεία 𝑎2, 𝑎3, … , 𝑎𝑛. Από το γράφημα 𝒢(𝐺, 𝑆) διαγράφουμε όλες τις ακμές
που αντιστοιχούν στον γεννήτορα 𝑎1.
Δείξτε ότι προκύπτει ένα μη συνεκτικό γράφημα, το οποίο αποτελείται από συνεκτικά
υπογραφήματα, όλα ισόμορφα μεταξύ τους. Κάθε ένα από τα οποία έχει ως κορυφές
τα στοιχεία ενός συμπλόκου 𝑔𝐻.
Εφαρμογή: Έστω 𝐺 η διεδρική ομάδα 𝐷2𝑛 = ⟨𝑎, 𝑏 ∣ 𝑎2 = 1, 𝑏𝑛 = 1, 𝑎𝑏𝑎 = 𝑏𝑛−1 ⟩
και ως 𝐻 μια περίπτωση έχουμε 𝐻1 = ⟨𝑎⟩ και μια άλλη 𝐻2 = ⟨𝑏⟩.

12. Έστω Γ ένα γράφημα. Τα ακόλουθα είναι ισοδύναμα.

(αʹ) Το Γ είναι δένδρο.
(βʹ) Για κάθε δύο κορυφές 𝑣, 𝑢 ∈ 𝑉 (Γ) υπάρχει μοναδικό ανηγμένο μονοπάτι με άκρα

τις 𝑣 και 𝑢.
(γʹ) Διαγράφοντας οποιαδήποτε ακμή 𝑒, το γράφημα καθίσταται μη συνεκτικό.
(δʹ) Στην περίπτωση που το Γ είναι πεπερασμένο ίσχύει: ∣ 𝑉 (Γ) ∣ = ∣ 𝐸(Γ) ∣ +1.

13. Έστω 𝐺 μια ομάδα, η οποία δρα χωρίς αντιστροφές επί του δένδρου 𝑇 . Για κάθε
𝑔 ∈ 𝐺 και για κάθε κορυφή 𝑣 ∈ 𝑉 (𝑇 ) ορίζουμε 𝑑(𝑔𝑣, 𝑣) = το μήκος του (μο-
ναδικού)ανηγμένου μονοπατιού που έχει άκρα τις κορυφές 𝑔𝑣 και 𝑣. Έστω 𝑟(𝑔) =
𝑚𝑖𝑛{ 𝑑(𝑔𝑣, 𝑣), 𝑣 ∈ 𝑉 (𝑇 ) } και 𝑇𝑔 {𝑣 ∈ 𝑉 (𝑇 ) ∣ 𝑑(𝑔𝑣, 𝑣) = 𝑟(𝑔)}.
𝑖) Δείξτε ότι το 𝑇𝑔 αποτελεί τις κορυφές ενός υποδένδρου του 𝑇 . Επιπλέον δείξτε
ότι στην περίπτωση, όπου 𝑟(𝑔) ≠ 0, το 𝑇𝑔 είναι ένα διπλά άπειρο μονοπάτι.
𝑖𝑖) Έστω 𝑔, 𝑡 ∈ 𝐺 και 𝑛 ∈ ℤ. Δείξτε ότι 𝑟(𝑔𝑛) =∣ 𝑛 ∣ ⋅𝑟(𝑔) και 𝑟(𝑡−1𝑔𝑡) = 𝑟(𝑔).
Επί πλέον δείξτε ότι το αποτέλεσμα της δράσης της κυκλικής ομάδας ⟨ 𝑡 ⟩ επί του
δένδρου 𝑇𝑔 είναι το δένδρο 𝑇𝑡𝑔𝑡−1 .

14. Έστω ( 𝑇 , ≤ ) ένα μερικά διατεταγμένο σύνολο. Για κάθε 𝑢 ∈ 𝑇 έστω 𝐴𝑢 = {𝑣 ∈
𝑉 (𝑇 ) ∶ 𝑣 ≤ 𝑢}.
Υποθέτουμε ότι ότι το Τ έχει τις εξής ιδιότητες:
𝑖) Υπάρχει ελάχιστο στοιχείο στο 𝑇 . Δηλαδή υπάρχει 𝑢0 ∈ 𝑇 με 𝑢0 ≤ 𝑣 για κάθε
𝑣 ∈ 𝑇 .
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𝑖𝑖) Για κάθε 𝑢 ∈ 𝑇 το σύνολο Α𝑢 είναι γραμμικά διατεταγμένο.
𝑖𝑖𝑖) Για κάθε 𝑢 ∈ 𝑇 το σύνολο 𝑆𝑢 = {𝑤 ∈ 𝑇 ∣ 𝑢 < 𝑤 και δεν υπάρχει 𝑥 ∈ 𝑇 έτσι ώστε
𝑢 < 𝑥 < 𝑤 } είναι πεπερασμένο.
Κατασκευάζουμε το εξής γράφημα X: Ορίζουμε 𝑉 (𝑋) = 𝑇 και σύνολο προσανατολι-
σμένων ακμών 𝐸+(𝑋) = {(𝑢, 𝑣) ∈ 𝑇 × 𝑇 με 𝑣 ∈ 𝑆𝑢 }. Δείξτε ότι το 𝑋 είναι δένδρο.
Έστω 𝐺 μια ομάδα, η οποία δρα επί του 𝑋 με την ιδιότητα να διατηρεί την διάταξη
(αν 𝑢, 𝑣 ∈ 𝑇 με 𝑢 ≤ 𝑣 τότε 𝑔𝑢 ≤ 𝑔𝑣, 𝑔 ∈ 𝐺).
1) Να περιγράψετε την σταθεροποιούσα και την τροχιά μιας κορυφής 𝑢 ∈ 𝑇 .
2) Έστω 𝑢, 𝑣 ∈ 𝑇 με 𝑢 ≤ 𝑣. Δείξτε ότι 𝑆𝑡𝑎𝑏𝐺(𝑢) ≥ 𝑆𝑡𝑎𝑏𝐺(𝑣).
3) Έστω 𝑢0 < 𝑢1 < ⋯ < 𝑢𝑛 < ⋯ μια άπειρη γνησίως αύξουσα κορυφών του 𝑋.
Δείξτε ότι υπάρχει μια ακολουθία υποομάδων της 𝐺 με 𝐺 = 𝐺0 ≥ 𝐺1 ≥ ⋯ ≥ 𝐺𝑖 ≥
𝐺𝑖+1 ≥ ⋯ με [𝐺𝑖 ∶ 𝐺𝑖+1] ≤∣ 𝑆𝑢𝑖+1

∣.
4) Υποθέτουμε ότι υπάρχει κορυφή 𝑢 με 𝑆𝑡𝑎𝑏𝐺(𝑢) = 1. Τι συμπεραίνετε για την
ομάδα 𝐺?

3


