Plongement de l? complexe

PLONGEMENT DE 2 COMPLEXE DANS LES ESPACES DE BANACH

A. PAJOR

Soient (xl,xz,...,xn) n fonctions & valeurs réelles ou complexes, définies sur
un ensemble T et uniformément bornées par 1. On note |x|| = sup{|x(t)|;t ¢ T}, la
norme uniforme de x sur T et |I| le cardinal de 1'ensemble 1.

Soient (Ci)::? des variables de Bernoulli indépendantes prenant les valeurs +1.

On pose : -

M= FE ||} e.x]|.
L i

Pour une partie 1 de {1,2,...,n), |I] = k, la base (xi) est B'l~1somorphe 3
€

la base usuvelle de z:. signifie ici, que pour toute suite (ai) du corps des sca-

iel
laires, on a,

Y ax =8 ] la:].
il V! iel !

11 est clair que si (xi) est B-l-isomorphe & la base z{ll, alors la moyenne
iel

M 2 B|1| (principe de contraction). On s'intéresse plus particuliérement dans cet
exposé au cas extrémal ol la moyenne M > 6n. Dans ce cadre, J. Elton (1] a démontré cans
le cas réel, qu'il existe une partie I de {1,2,...,n}, |I| > cn telle que (x;)
icl
soit B l-isomorphe d la base de llll, ol B et c ne dépendent que de §. On montre ici
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que ce résultat s'étend au cas complexe. Auparavant, on rappelle, dans son principe,
la démonstration‘du théoréme de Milman (2] (cas od xi(t) =+ 1), o0 apparait trés
clairement 1'outil combinatoire, le lemme 1.

1. LE THEOREME DE MILMAN.

Le résultat suivant est da & V.D. Milman (23, i1 a été inspiré par un théoréme
de Pisier [4] sur les ensembles de Sidon.

Théoréme 1. Sofent (xl,xz.....xn) des fonctions sur un ensemble T, ne prenant que les

valeurs +1. Il existe une partie 1 de {1,2,...,n) telle que la base (xi) sott 1so-
jel

2
métrique A la base usuelle de zlll et |I] 2 ¢ i ol C est une constante uni-

verselle. n log(2n/M)

Soft S = {(x,(t)}2% i t ¢ T} < {-1,1)™ Kotons P! 1a projection naturelle de
(~l.l}" sur (-l,l)l. Il est clair que si PIS = {-1.1}1, alors (xi) est isométrique
i

I el
& la base usuelle de 21 |. '

On pose ¢(n,k) = Ci, 0sksn.
Os§<k n

La démonstration du théoréme 1 s'articule sur les deux lemmes suivants. Le pre-
mier est di & Sauver [5), Shelah [6) et Vapnik et Cervonenkis [7] indépendamment.

Lemme 1. Soit S une partie de {-1,1)" telle que |S| > ¢(n,k), 1l existe alors une
partie 1 de {1,2,...,n}, |1] 2 k telle que P's = {-1,1)).

Lemne 2. M < ¢ /n Log|S| ou ¢ est une constante universelle.

n n i
On notera que || § e;%; 1l = sup{] | €;5;1 3 (Si);=? e Sh
i=1 i=1

Le lemme 2 est alors une estimation sous-gaussienne qui résulte de 1'inégalité de
Bernstein

n W2
P(l'zl €] >t M) <2 et /2
1= i
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Démonstration du théoréme 1. Soit k le plus grand cardinal des parties I de
{1,2,....0) telle que PIs = (-1,1)1, (1a densite de S au sens de [5).

D'aprés le lemme 1, on a :
ko
IS| s c
- 120 n

Le théoréme 1, résulte alors du lemme 2 et de 1'estimation suivante :

n

() ] et ke 3 (Inégalité de Chernoff).
O<si<k kk(n~k)n-k

Remarque 1. On déduit du théoréme 1, qu'il existe une constante c = c(8) telle que :
si M > ¢gn, i1 existe une partie I ¢ {1,2,...,n}, 1] 2 cn telle que (xi) soit
ie

isométrique & la base usuelle de Llll.

Remarque 2. Dans le cas de caractéres réels (et donc x;(t) = +1) sur un groupe com-
pact commutatif, Milman note dans [2] qu'on obtient une meilleure estimation du car-

dinal de I, & savoir |I] : ¢ %T’ retrouvant ainsi, dans le cas réel, le résultat de

14), Pisier a récemment démontré que cette dernidre estimation est également vraie

pour des fonctions (xi(t)) (xi(t) =+ 1) sur un ensemble T, améliorant ainsi le
théoréme 1.

2. LE THEOREME DE J. ELTON (cas réel).

Théoréme 2. J. Elton [1). Soit 0 < 6 <1, il existe deur constantes B > 0 et ¢ > 0 ne
dépendant que de 8 ¢t vérifiant la propriété suivante :

Pour toute sutte (xi)::? de fonctions réelles, uniformément bornées par 1 sur un

n
ensaemble T et telle que E|l I Cixi” 2 8n, {1 existe une partie 1de {1,2,...,n},
o=l

1] 2 en, telle que

1
v(as) eR , | ax. |28 § Jal.
Vi (o ier !
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11 ne suffit pas, a présent de pouvoir "choisir les signes", i1 faut en outre
contrdler la perturbation, autrement dit, "écarter" les valeurs.

On construit une base (xi) qui vérifient la propriété suivante :
fel

V(éi). . € {-l.l)l. 3s,t € T tels que vi ¢ I sign[xi(t)-xi(s)] =6y et
Te
xi(t) - xi(s) > B.

Il est clair, alors, que pour toute suite (ai) € R] , ona
el
u f a’xln 2 2 sup |fa (x5(t)-x;(s))] 2(8/2) Z la;l.

tyseT ‘el

Démonstration du théoréme 2.

(2) Soit 0 <¢' <6 et S = {(x; (t»] 1} » t €T}. On montre & 1'aide du lemme 2,
qu'il existe une partie S' < S, IS'] 2 explc(s-6' ) n] telle que

vs,t ¢ S', s £t sup |ti-si| > &',
i=1,2,...n

(b) On construit & présent, pour chaque coordonnée i, dans [-1 »1), une suite
(ll' s ) d'intervalles de longueur inférieure & &' et distants deux & deux de
g et une partie S" ¢ S', |S"] > explan] te\sque :

vs ¢ S" et Vi ¢ {1,2,...,n} s; e \J 1

1sj<N J
Donnons le principe de cette construction. Soit J c [-1,1] un intervalle et
J = \\j Jk une partition de J en M intervalles de longueur égale. Considérons les
1sk<M

bandes B = {s ¢ (-1,11" ; s) ¢ I} et B, = (s ¢ [-1,1)", sped) lsksh
Soit m(k) un entier compris entre 1 et M tel que

SnB = M1n |S n B
1S 08 gayl = Min 15 0 By .
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11 est clair que
(S n B\ (S nByy)) 2 (1-8) 1S n B|

En procédant ainsi sur les intervalles J, de longueur inférieure 3 &6'/2, d'une
partition de [-1,1], on construit les intervalles (li,....l&) en Otant dans chaque
intervalle J, 1'intervalle Jm k) et une partie S1 de S en enlevant dans chaque bande
S n B, 1a bande S n Bm(k)' On a donc lSl| 2 (1-&)|S|. On itére alors le procédé sur

n
les autres coordonnées. On obtient ainsi Sn.lsnl 2 (l-l) |S| et B = J

=6.
f -

(c) Soient s ¢ S" et 1 <1 < n, on note (o(s))i 1'unique entier k tel que
;¢ l;. On définit ainsi une application ¢ : S" - 1,2,...,0"

L'application ¢ est injective par construction, d'od [$(S")| = [S"| > explan].
En outre (o(s)); < (¢(t)); = Is;-t;| > B pour tout s et t dans s".

Le théoréme découle alors de 1'estimation (1) et du lemme combinatoire suivant.

n
Lemme 3. Soit p 2 1 et n 21 des entiers. St S c {1,2,...,2p) est tel que
IS| > ¢(n.k)P, il existe wie partie 1 de {1,2,....n), |1| 2 k telle que
VABcI, AnB=290, 3s5,t ¢S tels que Si-t <0 pouricA

i
si-ti >0 pour i e B.

Démonstration. Pour p = 1, c'est exactement le lemme 1. Procédons par récurrence sur
p, on suppose donc le résultat vrai pour p, pour tout n 2 1. Soit alors

n
S c {laztv--izp»2p+l|'--t2p+l} » IS‘ 24 ¢(n:k)p*1t
. p+l n n
et définissons IN: (1,2,...,2" '} = {-1,1})" par:

e 1 i p
(llx)i = -1 si X; € 2 fon ¢
X = (xi)_ 5 °

(x); =1 six > 2P =

Deux cas peuvent se présenter

(a) |n(s)] > ¢(n,k).
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L'application du lemme 1 & N(S), donne une partie 1 de (152,00 ety J1] B Ik
telle que PX(H(S)) = {-l.l}l et 1a conclusion est immédiate.

(b)) [n(S)| < ¢(n,k).
I existe alors un point de N(S) qui est 1'image par I de plus de [S]/¢(n,k)
“points de S (principe de Dirichlet).
Autrement dit, i1 existe S° cSetdc{1,2,...,n) tels que :
(i) IS'] > ¢(n,k)P

(1) vs ¢ S' (i s; s 2P) =0,
' n
Soit ¢ 1'application de S' dans {1,2,....29) définie par :

(6(s)) = sy si i ¢ -

, s = (s5)52

(ols)); =s; - 2P siigy

? e S'

On a alors |6(S*)| = |S']| > ¢(n,k)P

Le résultat découle de 1'hypothése de récurrence.

3. LE CAS COMPLEXE.

Théoréme 3. (33, Soit 0 < § < 1, 71 existe deur constantes B> 0et ¢ > 0 ne dépendant
que de § et vérifiant la propriété suivante :

Pour toute suite (zp)g:? de fonctions 4 valeurs corplexes, uniformément borndes

par 1, sur un ensemble T et telle que M 2 én, i1 existe une partie 1 de {1,2,...n},
1] 2¢n telle que

1
v (a) eC I az]|z=8 EENE
P pel pel P pel p

La démonstration repose sur le théoréme d'Elton et sur un nouveau lemme combi-

e
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natoire. Introduisons quelques notations. Soit E un ensemble fini et (E-.E*) une par-

tition de [ telle que |E+| =p> let|E| =q> 1. Soit n un entier, n 2 1, on deé-
finit M : (" . (-1,1" par : '

. + - i=n n

(Mx)i =1 si X € £ et (Mx)i = -1 si X € E, x= (xi)1=1 b,
On distingue donc dans E, les éléments positifs £t et les €1éments négatifs E.

L'application M est alors la "suite des signes" et pour une partie S de En,

M(S) = {-1,1}" signifie donc que tous les choix de signes de {-1,1)" sont réalisés
dans S.

On 2 alors le lemme suivant :

Lemme 4. Avec les notations précldentes, il existe une constante ¢ ne dépendant que
de p et de q et vérifiant la propriété suivante :

Pour tout entier n » 1 et toute partie S de E" telle que M(S) = {—l,l}n, il
existe et ¢ £, ¢ ¢ £ et wre partie 1 de {1,2,...,n} tels que |I| 2 cn et

e, ety ¢ pls.

Le lemme 1 est encore 1'outil de base du lemme 4. On déduit de ce dernier de
nouveaux lemmes combinatoires généralisant le lemme 1 (cf. [33).

Démonstration du théoréme 3.

On procéde en deux étapes.
(a) Notons xp et Yp les parties réelle et imaginaire de z_.

n
i I+ > M 5
Puisque E]lpgl spxp_l [lLZl spyp” > M2 én
quitte & considérer les fonctions (izp), il n'y a aucun inconvénient 3 supposer que
" 6
E b 3N.
!lpzl Cp p" 2 2"

p=n

Appliquant alors le théoréme 2 & (xp)p=1 (cas réel), on obtient une partie A de

{1,2,...,n}, |A] 2 c'n telle que, (xp) soit B']-isomorphe & la base llAl(oﬁ Betc'
-7 peA .
sont deux constantes ne dépendant que de §).

Notons K (resp. H) 1'enveloppe convexe fermée équilibrée ( réelle) de
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{(Xp(t)) i te T} (resp. de ((zp(t)) i te D
pcA pcA

Par convexite, pour toute suite (a ) € RA. on a
ppd\

I apxoll=supt] I at]:(t) eKiag §|a|
pcA pPI ’PZ:A PP qqu peA P

et par dualité, on en déduit que

('BnB}A c K.

De sorte que, se restreignant & ces valeurs particuliéres, c'est-a-dire en con-
sidérant une partie H' de H telle que Re H' = {-g,B8}A, on a

A
v(a ) c C7, a z | 2 sup{| at | (t) e H').
9 qeA ILEA PP pgA Pa 9 qeA

Si (zé) sont les projections naturelles de CA sur C définies sur H', on a
PeA
A
a
v( q) e C

€

I a2l 0] a2l . 1ca,
pgl PP pcl PP
1] ] A
et Re((zp(t)) v t e H'} = {-8,8} .
. peA

On se raméne ainsi & des fonctions (zé) dont la partie réelle est isométrique
peA
& la base de Rademarcher. Ce que 1'on suppose désormais réalisé pour la suite (7_)

peA

b) Soit alors (I ka une partition de (-1,1] en N < [4/g)+] intervalles de longueur
k’k=1

inférieure & B/2. Pour t ¢ T et P ¢ A notons k (t) 1'unique entier compris entre 1 et
N tel que y(t) ¢ I, () et définissons ¢ : T+ (-N,...,-2,-1,1,2,... 00" par :
p

((t)), = (sign x (LK (t), p e A, t e T.

Si S = ¢(T), d'aprés le 1Emme 4, i1 existe une constante c, ne dépendant que de

N (et donc que de &), une partie 1 de A, |I] 2 c|A| 2 cc'n et deux %ptiers k et ¢
compris entre 1 et N tels que
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-2,k pls.

Si a et b sont les milieux respectifs des intervalles Ik et 12. on a alors :

xp(t) g et [yp(t)-a] < B/4 pour p e J

VJdcl, 3t ¢ T tel que

xp(t) -g et lyp(t)-bl s B/4 pour p e 1\J.

En symétrisant on obtient :

xp(t) = xp(s) = 28 et lyp(t)-yp(s)-dl s B/2 pour p € J
Jcl, 3s,t ¢ T tels que ’

xp(t) - xp(s) -28 et lyp(t)-yp(s)+d| < B/2 pour pe INJ
ot 1'on a posé d = a - b.

On remarquera alors, que si €p ~ sign(xp(t)-xp(s)), on a

25(t) - z,(s) = ¢ (28+id) + lyp(t)-y,(s)-de, |
et

lyp(t) - yp(S) - dcpl s B/2 pour tout p ¢ I.

On en déduit, pour toute suite (a ) € C1
ppcl

1
N1 2pz,ll25 sup | ] a(z(t)-z(s))]
pzl PP it,ScT pel PP p

1 .

23 sup | ] ace (28+id)] -g/4 J |a_|
2 £p=i1 pcl PP pl P
2(B/8) 1 la_].
pel P

La derniére inégalité résultant de 1'inégalité classique :

q .
sup | ] aclz2s 1 Ja|.
ep=tl pel PP "2 o o’
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