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ÊáôÜëïéðá Ðáëéíäñüìçóçò

¸óôù ôï áðëü ãñáììéêü ìïíôÝëï
Yi = �0 + �1Xi + "i, i = 1; : : : ; n.
Å(Yi) = �0 + �1Xi, "i = Yi − Å(Yi).

Ç ðáëéíäñüìçóç åêôéìÜôáé áðü ôçí åõèåßá Ŷ = �̂0+�̂1X (ëÝìå üôé ðñïóáñìüæïõìå

áõôÞ ôçí åõèåßá óôá äåäïìÝíá ìáò). Ç ôéìÞ Ŷi = �̂0+�̂1Xi êáëåßôáé ðñïóáñìïóìÝíç
ôéìÞ (fitted value) åíþ ç Yi êáëåßôáé ðáñáôçñïýìåíç ôéìÞ (observed value).

Ôï i êáôÜëïéðï, "̂i , åßíáé ç äéáöïñÜ ìåôáîý ôçò ðáñáôçñïýìåíçò êáé ôçò ðñïóáñìïóìÝíçò
ôéìÞò:

"̂i = Yi − Ŷi.

Ôá êáôÜëïéðá åßíáé ïé åêôéìÞóåéò ôùí ôõ÷áßùí üñùí. Ç ìïíôåëïðïßçóç óôçñß÷èçêå
óå óõãêåêñéìÝíåò õðïèÝóåéò ãéá ôïõò ôõ÷áßïõò üñïõò (êëáóéêÝò õðïèÝóåéò). Ôá
êáôÜëïéðá ÷ñçóéìïðïéïýíôáé ãéá íá åëåã÷èåß áí éó÷ýïõí ïé õðïèÝóåéò áõôÝò.

Éäéüôçôåò êáôáëïßðùí

1)
∑

"̂i = 0 (∗)

Åßíáé
∑

"̂i =
∑

(Yi − �̂0 − �̂1Xi) =
∑

Yi − n�̂0 − �̂1
∑

Xi = 0
(Üðü ôçí ðñþôç êáíïíéêÞ åîßóùóç)

(∗)⇒
∑

(Yi−Ŷi) = 0⇒
∑

Yi =
∑

Ŷi Ïé ðáñáôçñïýìåíåò ôéìÝò êáé ïé ðñïóáñìïóìÝíåò
ôéìÝò Ý÷ïõí ßäéï ìÝóï.

2)
∑

"̂2i åßíáé åëÜ÷éóôï (áðáßôçóç óôç ìÝèïäï åëá÷ßóôùí ôåôñáãþíùí).

3)
∑

Xi"̂i = 0

Åßíáé
∑

Xi"̂i =
∑

Xi(Yi − �̂0 − �̂1Xi) =
∑

XiYi − �̂0
∑

Xi − �̂1
∑

X2
i = 0

(áðü ôçí äåýôåñç êáíïíéêÞ åîßóùóç)

4)
∑

Ŷi"̂i = 0

Åßíáé
∑

Ŷi"̂i =
∑

(�̂0 + �̂1Xi)"̂i = �̂0"̂i + �̂1
∑

Xi"̂i = 0
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Áò ìçí îå÷íÜìå üôé ôá êáôÜëïéðá "̂i åßíáé ïé åêôéìÞóåéò ôùí ôõ÷áßùí óöáëìÜôùí,
"i. ÊÜôù áðü ôéò õðïèÝóåéò ôïõ ãñáììéêïý ìïíôÝëïõ Å("i) = 0; V ("i) = �2,
Cov("i; "j) = 0; i 6= j. Ôá êáôÜëïéðá, ëïéðüí, ðñÝðåé íá åßíáé ôõ÷áßá êáôáíåìçìÝíá
ãýåù áðü ôï 0, áóõó÷Ýôéóôá êáé ïìïóêåäáóôéêÜ. Áí áõôÜ äåí éó÷ýïõí, ôüôå ôï
ìïíôÝëï ðïõ Ý÷ïõìå ðñïóáñìüóåé äåí åßíáé êáôÜëëçëï ãéá ôá äåäïìÝíá ìáò.

Ôï áí éó÷ýïõí ïé õðïèÝóåéò ãéá ôïõò ôõ÷áßïõò üñïõò åëÝã÷åôáé ìå ãñáöéêü
Ýëåã÷ï êáôáëïßðùí, äçëáäÞ ìå ôá ãñáöÞìáôá ôùí êáôáëïßðùí ùò ðñïò ôá Xi Þ ôá
i.

¸íá ãñÜöçìá êáôáëïßðùí ðïõ åðéâåâáéþíåé ôéò êëáóéêÝò õðïèÝóåéò ðáñïõóéÜæåé
ôçí åéêüíá óýííåöïõ ôõ÷áßùí óçìåßùí ãýñù áðü ôç ãñáììÞ ôïõ 0 êáé äåí Ý÷åé
ôßðïôá óõóôçìáôéêü. ¼, ôé óõóôçìáôéêü áíé÷íåõèåß óôï ãñÜöçìá êáôáëïßðùí
áíôéóôïé÷åß óå áðüêëéóç áðü ôéò êëáóéêÝò õðïèÝóåéò êáé ðñÝðåé íá ìïíôåëïðïéçèåß.

Ðáëéíäñüìçóç êáé ÁíÜëõóç ÄéáóðïñÜò

¸óôù ôï ìïíôÝëï Yi = �0 + �1Xi + "i; "i ∼ N(0; �2):
Ç äéáóðïñÜ ôùí Yi ìåôñéÝôáé áðü ôï Üèñïéóìá ôùí ôåôñáãþíùí ôùí äéáöïñþí
Yi − Ȳ , äçëáäÞ áðü ôï óõíïëéêü Üèñïéóìá ôåôñáãþíùí

∑
(Yi − Ȳ )2 Total sum of squares (SST )

Ôï Üèñïéóìá ôùí ôåôñáãþíùí ôùí êáôáëïßðùí åßíáé

∑
"̂i =

∑
(Yi − Ŷ )2 Error sum of squares (SSE)

Éó÷ýåé üôé

Yi − Ȳ = (Yi − Ŷi) + (Ŷi − Ȳ )

Èá äåßîïõìå üôé∑
(Yi − Ȳ )2 =

∑
(Yi − Ŷi)

2 +
∑

(Ŷi − Ȳ )2
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Áðüäåéîç∑
(Yi − Ȳ )2 =

∑[
(Yi − Ŷi) + (Ŷi − Ȳ )

]2
=

=
∑

(
[
(Yi − Ŷi)

2 + (Ŷi − Ȳ )2 + 2(Yi − Ŷi)(Ŷi − Ȳ )
]

=

=
∑

(Yi − Ŷi)
2 +

∑
(Ŷi − Ȳ )2

Ãéáôß

2
∑

(Yi − Ŷi)(Ŷi − Ȳ ) = 2
∑

Ŷi(Yi − Ŷi)− 2Ȳ
∑

(Yi − Ŷ ) =

= 2
∑

Ŷi"̂i − 2Ȳ
∑

"̂i = 0 áðü éäéüôçôåò êáôáëïßðùí.

¢ñá∑
(Yi − Ȳ )2 =

∑
(Yi − Ŷi)

2 +
∑

(Ŷi − Ȳ )2

SST SSE SSR (Regression
sum of squares)

ÓõíïëéêÞ ìåôáâëçôüôçôá Ìåôáâëçôüôçôá ðïõ Ìåôáâëçôüôçôá ðïõ
ôùí Yi ðïõ áðïäßäåôáé åîçãåßôáé áðü ôçí

óôá óöÜëìáôá ðáëéíäñüìçóç
n− 1 â.å. n− 2 â.å. 1 â.å.

Ðßíáêáò ÁíÜëõóçò ÄéáóðïñÜò (Analysis of V ariance Table - ANOV A)

ÐçãÞ Ìåôáâëçôüôçôáò ¢èñïéóìá Ôåôñáãþíùí Â:Å: MeanSquare
SourceofV ariation SS d:f: MS

Ðáëéíäñüìçóç SSR =
∑

(Ŷi − Ȳ )2 1 MSR =
SSR

1

ÓöÜëìáôá SSE =
∑

(Yi − Ŷ )2 n− 2 MSE =
SSE

n− 2
Óýíïëï SST =

∑
(Yi − Ȳ )2 n− 1

Èåþñçìá Cochran. ¸óôù n ðáñáôçñÞóåéò Yi ∼ N(�; �2) êáé
∑

(Yi − Ȳ )2 =
Q1+Q2+ : : :+Qk üðïõ ôá Qi åßíáé ôåôñáãùíéêÝò ìïñöÝò ùò ðñïò ôá Y1; Y2; : : : ; Yn
ìå j, j = 1; : : : ; k â.å. áíôßóôïé÷á. Ôüôå ïé ô.ì. Q1; Q2; : : : ; Qk åßíáé áíåîÜñôçôåò

êáé
Qj

�2
∼ X2

(rj)
, j = 1; : : : ; k áí êáé ìüíï áí

∑k
j=1 rj = n− 1
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Ôï èåþñçìá Cochran ìðïñåß íá ÷ñçóéìïðïéçèåß ãéá ôïí Ýëåã÷ï õðïèÝóåùí

H0 : �1 = 0 (äåí õðÜñ÷åé ãñáììéêÞ ó÷Ýóç)
H1 : �1 6= 0

ìå ôç ÷ñÞóç ôïõ êñéôçñßïõ F .

ÊÜôù áðü ôçí H0 : Yi ∼ N(�0; �
2), äçëáäÞ ôá Yi åßíáé ôáõôïôéêÜ êáôáíåìçìÝíá.

¸÷ïõìå
∑

(Yi − Ȳ )2 =
∑

(Yi − Ŷi)
2︸ ︷︷ ︸

Q1

+
∑

(Ŷi − Ȳ )2︸ ︷︷ ︸
Q2

Ïé õðïèÝóåéò ôïõ èåùñÞìáôïò Cochran ðëçñïýíôáé. ¢ñá ïé ô.ì.

∑
(Yi − Ŷi)

2

�2
êáé∑

(Ŷi − Ȳi)
2

�2
åßíáé áíåîÜñôçôåò ìå n− 2 êáé 1 â.å. áíôßóôïé÷á.

ÐáñáôÞñçóç

Áí U ∼ X2
(í1)

, V ∼ X2
(í2)

êáé U; V áíåîÜñôçôåò ôüôå F =
U=í1
V=í2

∼ F (í1; í2)

ÅðïìÝíùò, ç ô.ì.∑
(Ŷi − Ȳ )2

�2∑
(Yi − Ŷi)

2

�2(n− 2)

=

∑
(Ŷi − Ȳ )2

�̂2
=

MSR

MSE
∼ F(1;n−2)

ÁëëÜ∑
(Ŷi − Ȳ )2 =

∑
(�̂0 − �̂1Xi − Ȳ )2 =

∑
(Ȳ − �̂1X̄ + �̂1Xi − Ȳ )2

= �̂2
1

∑
(Xi − X̄)2

ÄçëáäÞ

F =
�̂2
1

∑
(Xi − X̄)2

�̂2
∼ F(1;n−2)

H H0 : �1 = 0 áðïññßðôåôáé ãéá ìåãÜëåò ðáñáôçñïýìåíåò ôéìÝò ôçò óôáôéóôéêÞò
óõíÜñôçóçò
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F =
�̂2
1

∑
(Xi − X̄)2

�̂2
, äçë. ç H0 : �1 = 0 áðïññßðôåôáé óå åðßðåäï óôáôéóôéêÞò

óçìáíôéêüôçôáò � áí F ∗ > F�(1;n−2)

Áêñáßá ôéìÞ ôçò åëåã÷ïóõíÜñôçóçò (äçëáäÞ ðáñáôçñïýìåíç ôéìÞ óôçí ìáêñéÜ
äåîéÜ ïõñÜ ôçò F êáôáíïìÞò) óçìáßíåé üôé ìåãÜëï ìÝñïò ôçò óõíïëéêÞò ìåôáâëçôüôçôáò
ôçò áðáíôçôéêÞò ìåôáâëçôÞò åîçãåßôáé áðü ôç ãñáììéêÞ ðáëéíäñüìçóç êáé áíôßóôïé÷á
ìéêñü ìÝñïò ìÝíåé áíåñìÞíåõôï êáé áðïäßäåôáé óôá ôõ÷áßá óöÜëìáôá. Áõôü, öõóéêÜ,
áðïôåëåß Ýíäåéîç üôé õößóôáôáé ç ãñáììéêÞ ó÷Ýóç áíÜìåóá óôçí áðáíôçôéêÞ êáé
ôçí åðåîçãçìáôéêÞ ìåôáâëçôÞ êáé Üñá ðñÝðåé íá áðïññéöèåß ç H0.

Ó÷Ýóç áíÜìåóá óôïí Ýëåã÷ï t êáé óôïí Ýëåã÷ï F

O Ýëåã÷ïò õðïèÝóåùí
H0 : �1 = 0
H1 : �1 6= 0

ìðïñåß íá âáóéóôåß óôç óôáôéóôéêÞ óõíÜñôçóç Ô =
�̂1 − �1

s(�̂1)
∼ t(n−2), üðïõ

s(�̂1)
2 =

�̂2∑
(Xi − X̄)2

.

KÜôù áðü ôçí H0 :
�̂1

s(�̂1)
∼ t(n−2). Áðïññßðôïõìå ôçí H0 : óå å.ó.ó. � áí∣∣∣ �̂1

s(�̂1)

∣∣∣ > ta=2(n−2)

Åðßóçò, êÜôù áðü ôçí H0 åßíáé

Ô2 =
�̂2
1

s(�̂1)2
=

�̂2
1

�̂2∑
(Xi − X̄)2

=
�̂2
1

∑
(Xi − X̄)2

�̂2
= F

ÄçëáäÞ, óôï áðëü ãñáììéêü ìïíôÝëï, ï Ýëåã÷ïò ANOVA (F-test) åßíáé éóïäýíáìïò
ìå ôïí Ýëåã÷ï óôáôéóôéêÞò óçìáíôéêüôçôáò ôïõ óõíôåëåóôÞ êëßóçò (t-test). Ôï F-
test, ùóôüóï ãåíéêåýåôáé êáé ìðïñåß íá ÷ñçóéìïðïéçèåß êáé óôçí ðïëëáðëÞ ðáëéíäñüìçóç
ãéá ôïí óõíïëéêü Ýëåã÷ï ãñáììéêÞò ó÷Ýóçò áíÜìåóá óôçí áðáíôçôéêÞ ìåôáâëçôÞ
êáé óå Ýíáí áñéèìü áðü åðåîçãçìáôéêÝò ìåôáâëçôÝò. Áðü ôçí Üëëç ðëåõñÜ, ôï
t-test ìðïñåß íá ÷ñçóéìïðïéçèåß ãåíéêÜ ùò áìößðëåõñïò Þ ìïíüðëåõñïò Ýëåã÷ïò
ãéá ôïõò åðé ìÝñïõò óõíôåëåóôÝò åíüò ãñáììéêïý ìïíôÝëïõ.
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Ðßíáêáò ANOV A ãéá ôçí ÐïëëáðëÞ Ðáëéíäñüìçóç

Yi = �0 + �1Xi1 + �2Xi2 + : : : + �pXip + "i; "i ∼ Í(0; �2); p + 1 ðáñÜìåôñïé.

ÐçãÞ Ìåôáâëçôüôçôáò SS d:f: MS F p− value
Ðáëéíäñüìçóç SSR p SSR=p MSR=MSE
ÓöÜëìáôá SSE n− p− 1 SSE=n− p− 1
Óýíïëï SST n− 1

p−value : ç ðéèáíüôçôá ìéá ô.ì.∼ F(p;n−p−1) íá ðÜñåé ôéìÞ ôüóï áêñáßá Þ ðåñéóóüôåñï
áêñáßá áðü F ∗.

¸ëåã÷ïò: H0 : �1 = �2 = : : : = �p = 0, Äåí õðÜñ÷åé ãñáììéêÞ ó÷Ýóç.

F =
MSR

MSE
∼ F (p; n − p − 1): Áðïññßðôïõìå ôçí H0 óå åðßðåäï óôáôéóôéêÞò

óçìáíôéêüôçôáò � áí F ∗ > F�(p; n− p− 1) (Þ éóïäýíáìá áí p− value < �).

ÓõíôåëåóôÞò Ðñïóäéïñéóìïý

R2 =
SSR

SST
= 1− SSE

SST

Ôï R2 åêöñÜæåé ôï ðïóïóôü ôçò óõíïëéêÞò ìåôáâëçôüôçôáò ôùí Yi ðïõ ïöåßëåôáé
óôçí ðáëéíäñüìçóç. Ðáßñíåé ôéìÝò óôï (0,1).
Åßíáé Ýíá ìÝôñï êáëÞò ðñïóáñìïãÞò ôïõ ìïíôÝëïõ (measure of goodness of model
fit).

ÐñïóáñìïóìÝíïò ÓõíôåëåóôÞò Ðñïóäéïñéóìïý

R2
adj = 1−

( n− 1

n− p− 1

)SSE
SST

< R2

Ï R2
adj ëáìâÜíåé õðüøç ôïõ êáé ôï ðëÞèïò ôùí Üãíùóôùí ðáñáìÝôñùí ôïõ ìïíôÝëïõ

óå óõíäõáóìü ìå ôï ðëÞèïò ôùí ðáñáôçñÞóåùí (äéüñèùóç óå ó÷Ýóç ìå ôï R2).

!Áí ðñïóèÝóïõìå áíåîÜñôçôåò ìåôáâëçôÝò óôï ìïíôÝëï ôï R2 ðÜíôá áõîÜíåé
åíþ ôï R2

adj ü÷é áðáñáßôçôá.
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Ðïëõóõããñáìéêüôçôá

Ôï ðñüâëçìá ôçò ðïëõóõããñáììéêüôçôáò ðáñïõóéÜæåôáé üôáí ïé åñìçíåõôéêÝò
ìåôáâëçôÝò äåí åßíáé ãñáìììéêþò áíåîÜñôçôåò.

¸óôù ôï ãñáììéêü ìïíôÝëï

Yi = �0 + �1Xi1 + �2Xi2 + "i (1)

üðïõ ãéá êÜðïéá �1 6= �2 6= 0 éó÷ýåé

�1Xi1 + �2Xi2 = 0⇒ Xi1 = cXi2; c = −�2

�1

Ôüôå ôï ìïíôÝëï (1) ìðïñåß íá ãñáöôåß ùò

Yi = �0 + (�1c + �2)Xi2 + "i

êáé äåí ìðïñïýìå íá îå÷ùñßóïõìå ôç óõìâïëÞ êÜèå ìåôáâëçôÞò Xij óôçí åñìçíåßá
ôïõ Yi.

Óôçí ðñÜîç, ôï ðñüâëçìá ôçò ðïëõóõããñáììéêüôçôáò ðáñïõóéÜæåôáé üôáí ç äýï
(Þ ðåñéóóüôåñåò) åðåîçãçìáôéêÝò ìåôáâëçôÝò åßíáé ðïëý óõó÷åôéóìÝíåò (äçëáäÞ
üôáí ç äåéãìáôéêÞ ôïõò óõó÷Ýôéóç åßíáé, êáôÜ áðüëõôç ôéìÞ, ðïëý êïíôÜ óôï 1).
Óå áõôÞ ôçí ðåñßðôùóç, áí åêôéìÞóïõìå ôï ìïíôÝëï (1), ïé åêôéìÞóåéò äåí èá åßíáé
óôáôéóôéêÜ óçìáíôéêÝò êáé èá Ý÷ïõí ìåãÜëç äéáóðïñÜ.

Ôé êÜíïõìå?

1)Áöáéñïýìå 1 áðü ôéò óõó÷åôéóìÝíåò ìåôáâëçôÝò áðü ôçí áíÜëõóç

2)Áí Ý÷ïõìå ðÜñá ðïëëÝò áíåîÜñôçôåò ìåôáâëçôÝò áñêåôÝò áðü ôéò ïðïßåò
óõó÷åôéóìÝíåò −→ PCA


