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Θέµα 1ο: α) Να υπολογιστεί το αόριστο ολοκλήρωµα
∫

x√
x+ 1

dx.

Λύση:
∫

x√
x+ 1

dx. Θέτουµε u =
√
x+ 1. ΄Αρα x + 1 = u2 ⇔ x = u2 − 1 ⇔ dx = 2udu.

Το ολοκλήρωµα µετασχηµατίζεται στο
∫
u2 − 1

u
2udu = 2

∫
(u2 − 1)du = 2

(
u3

3
− u
)

=

=
2
√
(x+ 1)3

3
− 2
√
x+ 1.

ϐ) Να λύσετε τη διαφορική εξίσωση y′ − y

x
= 3x3, x ∈ (0,+∞) και y(1) = 3.

Λύση: Εφόσον ϑεωρούµε το x = 1 > 1, υποθέτουµε ότι x > 0. Εποµένως e−
∫

dx
x = e− ln(x) =

= eln(1/x) =
1

x
. ΄Αρα y′ · 1

x
− y · 1

x2
= 3x2 ⇔

(y
x

)′
= 3x2 ⇔ y

x
= x3 +C ⇔ y = x4 +Cx. Επειδή

3 = y(1) = 1 + C, έπεται ότι C = 2. Εποµένως y = x4 + 2x. �

Θέµα 2ο: Βρείτε τις συντεταγµένες (x, y) του κέντρου ϐάρους του πρώτου τεταρτηµορίου του
οµογενούς κυκλικού δίσκου µε κέντρο το Ο και ακτίνα 1, δηλαδή του χωρίου που περικλείεται
από τους άξονες x′x και y′y και την καµπύλη y =

√
1− x2, x ∈ [0, 1].

Λύση: Το εµβαδόν E είναι το ένα τέταρτο του εµβαδού κύκλου ακτίνας 1. ΄Αρα E =
π

4
.

΄Εχουµε Mx =

∫ 1

0

yxdy =

∫ 1

0

y
√

1− y2dy = −1

2
·
∫ 1

0

√
1− y2 d(1− y2) =

u=1−y2

= −1

2
·
∫ 0

1

√
u du =

1

2
·
∫ 1

0

u1/2 du =
1

2
·
[
2u3/2

3

]1
0

=
1

3
. Εποµένως y =

Mx

E
=

1/3

π/4
=

4

3π
.

 

O 1

1

x= 1-y2

y

dyy

Λόγω συµµετρίας και x =
My

E
=

4

3π
.

Εποµένως το κέντρο ϐάρους είναι το σηµείο
(

4

3π
,
4

3π

)
.

΄Αλλος τρόπος : Mx =
1

2
·
∫ 1

0

(
(
√
1− x2)2 − 02

)
dx =

1

2
·
[
x− x3

3

]1
0

=
1

2
· 2
3
=

1

3
. �

Θέµα 3ο: Βρείτε το εµβαδόν του χωρίου που περικλείεται από την καµπύλη
(
σε πολικές

συντεταγµένες
)
r = 2 cos 2ϑ, όπου το ϑ ανήκει σε κατάλληλα υποδιαστήµατα του [0, 2π].

Λύση: Η γραφική παράσταση της y = 2 cos 2x είναι η ακόλουθη:
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Παρατηρούµε ότι στα διαστήµατα
(
π

4
,
3π

4

)
και

(
5π

4
,
7π

4

)
η παράσταση 2 cos 2x είναι αρνη-

τική. Εποµένως περιοριζόµαστε στα διαστήµατα
[
0,

π

4

]
,
[
3π

4
,
5π

4

]
και

[
7π

4
, 2π

]
.

Η γραφική παράσταση της r = cos 2ϑ, ϑ ∈ [0, 2π] είναι η ακόλουθη:
 

 

r
θ

π/4
- 2 2

C

Παρατηρούµε ότι το χωρίο αποτελείται από τέσσερα ίσα χωρία που το καθένα αντιστοιχεί στο

διάστηµα ϑ ∈
[
0,

π

4

]
. Το Ϲητούµενο εµβαδόν ισούται λοιπόν µε E = 4 · 1

2

∫ π/4

0

r2dϑ =

= 4 · 1
2

∫ π/4

0

4 cos2 2ϑ dϑ = 8

∫ π/4

0

cos2 2ϑ dϑ = 4

∫ π/4

0

cos2 2ϑ d(2ϑ) =
u=2ϑ

4

∫ π/2

0

cos2 u du =

= 4 ·
[
u+ cosu sinu

2

]π/2
0

= 4 · π
4
= π. �

Θέµα 4ο: α) Βρείτε το µήκος της καµπύλης
→
r (t) = (cos t+sin t)

→
i +(cos t− sin t)

→
j , t ∈ [0, 2π].

ϐ) Βρείτε τον όγκο του στερεού που παράγεται από την περιστροφή γύρω από τον άξονα των x
του χωρίου που περικλείεται από τις καµπύλες y = x2 και y =

√
8x.

Λύση: α)

(
dx

dt

)2

+

(
dy

dt

)2

= (− sin t+cos t)2+(− sin t− cos t)2 = sin2 t+cos2 t− 2 sin t cos t+

+sin2 t+ cos2 t+ 2 sin t cos t = 2. Το µήκος της καµπύλης ισούται µε
∫ 2π

0

√
2 dt = 2π

√
2.

ϐ) y = x2 ≥ 0. Επίσης, x ≥ 0, γιατί ϐρίσκεται σε ϱίζα. Τώρα, x2 =
√
8x ⇔ x4 = 8x ⇔

x(x3 − 8) = 0 ⇔ x(x − 2)(x2 + 2x + 4). Το τριώνυµο x2 + 2x + 4 δεν έχει πραγµατικές ϱίζες.
΄Αρα x = 0 ή x = 2. Για x = 0, y = 0, οπότε παίρνουµε το Ϲεύγος (0, 0). Για x = 2, y = 4, οπότε
παίρνουµε το Ϲεύγος (2, 4). Με την πρώτη µέθοδο
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παίρνουµε V = π

∫ 2

0

(
(
√
8x)2−(x2)2

)
dx = π

∫ 2

0

(8x−x4)dx = π

[
4x2 − x5

5

]2
0

= π

(
4 · 4− 32

5

)
=

= 16π

(
1− 2

5

)
=

48π

5
. Με τη δεύτερη µέθοδο παίρνουµε

V = 2π

∫ 4

0

y

(
√
y − y2

8

)
dy = 2π

∫ 4

0

(
y3/2 − y3

8

)
dy = 2π

[
2
√
y5

5
− y4

32

]4
0

= 2π

(
64

5
− 28

25

)
=

= 2π

(
64

5
− 8

)
= 16π

(
8

5
− 1

)
= 16π · 3

5
=

48π

5
. �


