
Μερικές διαφορικές εξισώσεις

Ενδιάμεση εξέταση. 23 Νοεμβρίου 2019

1. (25 Βαθμοί) Θεωρούμε το πρόβλημα

ux � xyuy � 0, για κάθε px, yq P R2

up0, yq � f pyq για κάθε y P R,

όπου f P C1pRq δεδομένη.

(α) Ποιες είναι οι χαρακτηριστικές καμπύλες αυτής της μερικής διαφορικής εξίσωσης; Για

δεδομένο px0, y0q P R
2
, ποια είναι η χαρακτηριστική που διέρχεται από αυτό;

(β) Να λυθεί το πιο πάνω πρόβλημα.

2. (30 Βαθμοί) 'Εστω ότι η u λύνει το πρόβλημα

y2ux � x2uy � xy2u, για px, yq P R2
(1)

up0, yq � gpyq για κάθε y P R, (2)

όπου g P C1pRq δεδομένη. Θέτουμε ξ :� x3 � y3, η :� x και θεωρούμε τη συνάρτηση Upξ, ηq :�
upx, yq όπου τα x, y προσδιορίζονται μοναδικά ως συναρτήσεις των ξ, η.

(α) Να προσδιοριστεί μια ΜΔΕ που ικανοποιεί η U ισοδύναμη με την (1).

(β) Να λυθεί η ΜΔΕ του (α) και να προσδιοριστεί η u που λύνει το αρχικό πρόβλημα.

3. (25 Βαθμοί) Δίνεται ότι κάθε λύση u P C2pR2q της εξίσωσης utt � c2uxx � 0 στο R2
(όπου c ¡ 0)

είναι της μορφής upx, tq � f px� ctq� gpx� ctq για κάποιες f , g P C2pRq. 'Εστω ότι για μια τέτοια

u γνωρίζουμε ότι upx, 0q � φpxq, utpx, 0q � ψpxq για κάθε x P R με φ, ψ δεδομένες συναρτήσεις.

(α) Να δειχθεί ότι φ P C2pRq και ψ P C1pRq.

(β) Να εκφραστεί η u ως συνάρτηση των φ, ψ.

4. (25 Βαθμοί) 'Εστω u η λύση του προβλήματος

utt � 9uxx � 0, για κάθε px, tq P R2,

upx, 0q � φpxq για κάθε x P R,

utpx, 0q � ψpxq για κάθε x P R.

Οι φ, ψ είναι δεδομένες συναρτήσεις με φ P C2pRq, ψ P C1pRq.

(α) Αν οι φ, ψ είναι άρτιες, να δειχθεί ότι για κάθε t ¥ 0 σταθερό, η up�, tq είναι άρτια συνάρτηση.

(β) Αν οι φ, ψ παίρνουν μη αρνητικές τιμές και tx P R : φpxq ¡ 0u � tx P R : ψpxq ¡ 0u � p0, Aq,
όπου A ¡ 0 σταθερά, να βρεθεί το σύνολο tpx, tq P R� r0,8q : upx, tq ¡ 0u.

5. (25 Βαθμοί) 'Εστω f : R� r0,8q Ñ R συνάρτηση ώστε οι f , Bx f px, tq να είναι συνεχείς.

(α) Να δειχθεί ότι η συνάρτηση upx, tq �
³t

0 f px � cpt � sq, sq ds λύνει το πρόβλημα

ut � cux � f px, tq στο Ω :� R� p0,8q,
upx, 0q � 0 για κάθε x P R.

(β) Για f όπως πιο πάνω και φ P C1pRq, να λυθεί το πρόβλημα

ut � cux � f px, tq στο Ω :� R� p0,8q,
upx, 0q � φpxq για κάθε x P R.

Γράψτε 4 θέματα

'Αριστα είναι το 100. Καλή επιτυχία!



Απαντήσεις

1. (α) γpxq � px, ypxqq για κάθε x P R είναι η χαρακτηριστική που διέρχεται από το px0, y0q,

όπου ypxq � y0e�x2
0{2ex2{2

.

(β) upx, yq � f pye�x2{2q.

2. (α) Uη � ηU � 0.
(β) upx, yq � gppx3 � y3q1{3qex2{2

.

4. (β) Ισχύει upx, tq ¡ 0 αν και μόνο αν το διάστημα εξάρτησης του x, t τέμνει το p0, Aq σε
σύνολο με θετικό μήκος. Δηλαδή αν το rx�3t, x�3tsX p0, Aq έχει θετικό μήκος. Αυτό συμβαίνει
ακριβώς όταν x�3t ¡ 0 και x�3t   A (γιατί διαφορετικά...). 'Αρα το ζητούμενο σύνολο είναι το

tpx, tq : t ¥ 0,�3t   x   A � 3tu

5. (β) upx, tq � φpx � ctq �
³t

0 f px � cpt � sq, sq ds


