Avdivorn I — 1o PUANASLO AoxAoswy
Topadidete 8 and Tic aoxfoels (nuepounvia topddoong: 2-11-2020)

1. (o) Eotww A wa o-dhyeBeo oto X xau f : X = Y. Anodei&te 6T 1 oxoyévela
{BCY|['(B)eA}

elvow o—dhyeBpa o0 Y.

(B) "Eotw C wa o—-8hyeBpo 610 Y xou £ Yiot 0xoyE€vela UTocLYOAWY Tou Y yia tnyv omofo toylel o(E) = C. Anodellte
bnav fH(B) € Ay xéde B € £, w6te fTH(B) € A vy xéde B € C.

(v) Eoto (X, d) xou (Y, 7) petpwol yodpol xou f : X — Y ocvuveyhc. Anodeilte éti: av to B eivon Borel olvolo
otov Y, t6te 10 f1(B) eivan Borel olvoho otov X.

2. (o) 'Eoto (X, d) évac petpude ywpos. Anodeilte 6t xdde xhetotd utocivolo tou X elvow Gs cOVoho xou xdde
, , . ,
avoxtd vtocOvoro touv X elvan I, cOvolo.

Adote napdderyua cuvérou Borel tou dev eivan Gs-cOvoro olte F-cOvolo.
© Y

(v) 'Eoto A xou B xhewstd unocOvoha tou R. Anodeilte 6t to A+ B = {a+b:a € A,b e B} dev elvou amapaitnta
uhetotéd. Anodellte bdpwe ot elvon nédvta Fo-oOvolo.

3. 'Ectww F wo dhveBpa oto X xou €0t p éva nenepacuévo uétpo otov (X, o(F)). Anodellte bt yia xdide
A € o(F) xou v xdde € > 0 undpyer F € F dote p(AAF) < g, énov AAF = (A\ F)U (F\ A) ebvar 7
oupUEeTEX Slopopd Twv A xou F.

4. 'Eoto (X, A, p) renepacpévoc yodpog pétpou. Trodétouue 4Tl 10 6UVORO TWOY Tou f elvon dRELpO.
(o) T x&de E € A opiloupe
GE)={u(F): Fe A F C E}.
Anodeilte 6t av to G(F) elvon dmepo xou A € A, A C E, t67¢ elte to G(A) 4 1o G(E '\ A) elvan drepo.
(B) Anodelte 6T1 undpyel dnepn oxohoudio (Ey) Zévev avd 800 cuvodwv ot A, ue o En = X xou pu(Eyn) >0

n=1

vy xdde n € N.
(v) Anodei&te ot v xdde € > 0 undpyer £ € A pe 0 < u(E) < e.

(3) Avtiotpoga, anodelfte 6Tt av yio xdmolov nenepacuévo yheo pétpou (X, A, u) woydet to (Y), t6TE T0 GUVONO
TWOV Tou p elvan drelpo.

5. Eotw (X, A, 1) yopoc yétpou. Av to p elvon nuunencpaouévo, anodeilte dtu yia xdde C > 0 xou xdde E € A
pe u(E) = oo undpyer ' C E, F € A, tétowo dote C < u(F) < oco.

6. Eocto pu* ewtepixd yétpo oto X. Av {A, 102 ebvon pio adZovoa axohovdio ¥ —ueTphiotony VTOGUVOAKY TOU
X, anodet&te 6t yia x&e E C X oylel

lim p* (A, NE) = p"(Unl, (An N E)).

n—00

7. 'Botww p* 1o ewtepind Yétpo mou endyetor 610 X and 10 TENEPACEVO TPOUETEO fo. Lo xéde E C X
opiloupe 0 ecwtepd WETEO wx(E) Tou E and n oyéon

i (E) = po(X) — " (E°).

Anodei&te 6t To E elvon p*-petpriowo av xou pévo av p*(E) = p.(E).



8. T xée E C N opiloupe ¢(E) = limsup + card(E N {1,...,n}) (énov card(A) eivon o mhnddprduoc tou A).
n—oo

EZetdote av n ¢ eivou e€wtepind wétpo oto N.

9. Eotw p* éva eZwtepixd pétpo 610 X xot €0T0 U TO ENUYOUEVO UETPO 0T 0—dAYERpa Aux TV 1 —UETEHoIUODY
ouvohwv. Av E,G C X t6te Mue 6t 0 G ebvon p"—preTteRoiho xdAvpa ov E av:

ECG,Ge Ay xu vy xdde A€ Ay« ye A C G\ E woyber p(A) = 0.
(o) Anodellte 6T av G1, G2 elvon dbo p*—petphotpa xahdpota tou wiov E C X, téte u(G1 AGz) = 0, xow cLVETHC,
w(G1) = p(Ga).
(B) TroYétoupe 6n E C G, G € Ayu= xou p* (E) = pu(G) < +oo. Anodellte bt 1o G elvan p*—petpriowo xdhuyo
Tou B.

10. («) Eotww X # 0. 'Eotw A pa o-8hyefpa 6to X xou i : A — [0,00) nenepacyéva tpocdetinf cuvdptnon
(rapatneriote 6t p(X) < oo and tnv unddeon). Anodellte 6Tl n p elvan aprduioo TposVetind av xau pévo ov

woyeL o e€hc: av (Ay) ebvon @divouoa axorovdio cuvéhewy tne A pe (| An =0 téte lim p(A,) = 0.
n=1 n—o0

(B) 'Eoto (X, d) tomxd cupnayhc petpwxde yopoc xou B(X) 1 Borel o-dhyeBpa tou X. 'Eotw u: B(X) — [0, 00)
nenepaouéva TpocPeTiny cuvdptnomn TéTold HoTE

u(B) = sup{u(K) : K C B, K ovuroryéch

v x&d0e B € B(X). Anodellte 6t n p eivon aprduriowo tpocdetin.

11. Eotww (X, A, ) nenepacpyévoc yodpog uétpou pe tnv e&fc wbidtnto: av A € A xou p(A) > 0 t6te undpyet
Be Aye BC Axu0 < p(B) < p(A). Anodellte 6T 10 obvoro Tiwdv tou p ebvan to [0, u(X)]. Anhoady, yio
x&de t € [0, u(X)] undpyer C € A tétoo dote pu(X) = t.

12. (o) 'Eoto (X, d) yetpxdc ywpeoc. ‘Eva e€wtepind pétpo px oo P(X) Aéyeto peteind eEmwtepixd wéTtpo
av wavorotel to e€hic: av E1, Ba C X xou dist(Eq, F2) > 0, téte p*(E1 U E2) = p*(Eq) 4+ p*(E2). Anodeile 6t
tote, xdde B € B(X) elvan p*-petpriowo. Tuvenade, o neptoplopds tou p* oty B(X) elvon pétpo.

(B) 'Eotw a > 0. o x&de E C R™ opiCoupe

oo

o (E) = lim+ inf {;(diam(ﬂc))a :EC ,yl Fj,diam(Fy) <0 vy xéde k > 1} .

Anodeilte 6T to pf, eivon ewtepind pétpo xan ixavorolel to e€hc: av Ei, B eivon utochvoha tou R™ tétowa ote
diSt(El, Ez) > 0, T4TE [J;(El U EQ) = ,U,Z(El) =+ /L:;(EQ)



