
Tο Μέτρο LebesguemN στον RN

ΤοmN είναι εξ ορισμού η πλήρωση του μέτρου γινόμενοm× · · · ×m που ορίζεται στην BR ⊗ · · · ⊗ BR.

Δηλαδή για κάθε A ⊆ RN = RN−1 × R ορίζουμε (επαγωγικά)

(mN )∗(A) := inf{
∞∑
i=1

mN−1(Ei)m(Fi) : Ei ∈ BRN−1 , Fi ∈ BR, A ⊆
∪
i

Ei × Fi}

και όταν το A είναι μετρήσιμο 1 ορίζουμεmN (A) := (mN )∗(A).

Κάθε ορθογώνιο R := E1 × E2 × · · · × EN (όπου Ei ⊆ R είναι μετρήσιμα σύνολα) είναι μετρήσιμο καιmN (R) =

m(E1)m(E2) . . .m(EN ) :=
∏N

k=1m(Ek). Επομένως,

(mN )∗(A) := inf{
∞∑
i=1

mN (Ri) : Ri Borel μετρήσιμα ορθογώνια, A ⊆
∪
i

Ri} . (*)

Στα επόμενα, με τον όρο «φραγμένο ορθογώνιο διάστημα» εννοούμε ένα σύνολο T ⊆ RN της μορφής T =
∏N

i=1 Ii
όπου κάθε Ii ⊆ R είναι φραγμένο διάστημα.

Λήμμα 1 Για κάθε A ⊆ RN ,

(mN )∗(A) = inf{
∞∑
i=1

mN (Ti) : Ti φραγμένα ορθογώνια διαστήματα, A ⊆
∪
i

Ti} .

Απόδειξη Για απλότητα, δίνουμε την απόδειξη για N = 2. Η γενική περίπτωση αποδεικνύεται όμοια, ή με επαγωγή.

Αν (mN )∗(A) = +∞, το ζητούμενο προκύπτει από την μονοτονία και την σ-υποπροσθετικότητα του μέτρου. Υπο-
θέτουμε λοιπόν ότι (mN )∗(A) < +∞. Για κάθε ϵ > 0, το A καλύπτεται από μια αριθμήσιμη ένωση

∪
iRi από

μετρήσιμα ορθογώνια {Ri} ώστε
∑∞

i=1m
2(Ri) < m2(A) + ϵ. Θα αντικαταστήσουμε κάθε Ri από μια αριθμήσιμη

ένωση φραγμένων ορθογώνιων διαστημάτων, με τον εξής τρόπο:
Αν R = E × F είναι μετρήσιμο ορθογώνιο πεπερασμένου μέτρου στον R2, για κάθε ϵ > 0, από την (εξωτερική)
κανονικότητα του μέτρου Lebesgue στο R, επιλέγοντας δ > 0 αρκετά μικρό ώστε δ(m(E) + m(F ) + δ) < ϵ,
βρίσκουμε ανοικτά σύνολα V,W στον R με E ⊆ V, F ⊆W καιm(V ) < m(E) + δ, m(W ) < m(F ) + δ, οπότε

m(V )m(W ) < m(E)m(F ) + δ(m(E) +m(F ) + δ) ≤ m(E)m(F ) + ϵ .

Τα ανοικτά σύνολα V,W στον R είναι αριθμήσιμες ενώσεις ξένων ανά δύο ανοικτών φραγμένων διαστημάτων: V =∪∞
i=1 Ii, W =

∪∞
j=1 Jj , οπότε έχουμε

R = E × F ⊆ V ×W =

∞∪
i,j=1

Ii × Jj

και m2(R) ≤
∞∑

i,j=1

m(Ii)m(Jj) = m(V )m(W ) < m(E)m(F ) + ϵ = m2(R) + ϵ .

Επομένως, κάθε μετρήσιμο ορθογώνιο R πεπερασμένου μέτρου καλύπτεται, για κάθε δ > 0, από μια αριθμήσιμη
ένωση

∪
k Tk =

∪
i,j Ii × Jj από φραγμένα ορθογώνια διαστήματα {Tk} ώστε

∑
km

2(Tk) < m2(R) + δ. Eφαρμό-
ζοντας την παρατήρηση αυτή σε καθένα απο τα ορθογώνια Ri στην (*) με δ = ϵ

2i , καταλήγουμε ότι το A καλύπτεται
από μια αριθμήσιμη ένωση

∪
k Tk από φραγμένα ορθογώνια διαστήματα {Tk} ώστε

∑∞
k=1m

2(Tk) < m2(A) + ϵ,
όπως θέλαμε. 2

Στο εξής, θα γράφουμε συχνάm αντί γιαmN για το μέτρο Lebesgue στον RN .

Λήμμα 2 Αν A ∈ L (:Lebesgue μετρήσιμο), για κάθε ϵ > 0

(α) υπάρχει ανοικτό σύνολο G με G ⊇ A καιm(G\A) < ϵ και
(β) υπάρχει κλειστό σύνολο F ⊆ A ώστεm(A\F ) < ϵ.

1δηλ. όταν ικανοποιεί (mN )∗(X) = (mN )∗(X ∩A) + (mN )∗(X ∩Ac) για κάθεX ∈ RN



Απόδειξη (α) Αφού το A είναι μετρήσιμο,

m(A) = m∗(A) = inf


∞∑
j=1

m(Tj) : Tj φραγμ. ορθογώνιο διάστημα, A ⊆
∪
j

Tj


(από το Λήμμα 1). Υποθέτουμε πρώτα ότιm(A) <∞. Τότε, για κάθε ϵ > 0, υπάρχει κάλυψη A ⊆

∪
j Tj του A με

∞∑
j=1

m(Tj) < m(A) + ϵ/2. Επεκτείνοντας κατάλληλα τις πλευρές κάθε Tj , 2 μπορούμε να βρούμε ανοικτά φραγμένα

ορθογώνια διαστήματα T̃j ⊇ Tj ώστε
∞∑
j=1

m(T̃j) < m(A) + ϵ.

Το σύνολο G :=
∪

j T̃j είναι ανοικτό, περιέχει το A και

m(G\A) = m(G)−m(A) = m(
∪
j

T̃j)−m(A) ≤
∞∑
j=1

m(T̃j)−m(A) < ϵ

όπως θέλαμε.

Αν m(A) = ∞, εφαρμόζοντας αυτό που μόλις αποδείξαμε στο σύνολο Ak := A ∩ B̄(0, k) (όπου k ∈ N), για κάθε
ϵ > 0 μπορούμε να βρούμε ανοικτό Gk ⊇ Ak μεm(Gk\Ak) <

ϵ
2k
. Έχουμε τότε

m(G\A) = m(
∪
k

(Gk\Ak) ≤
∞∑
j=1

m(Gk\Ak) < ϵ .

(β) Εφαρμόζοντας το (α) στο Ac, για κάθε ϵ > 0 βρίσκουμε ανοικτό σύνολο G με G ⊇ Ac καιm(G\Ac) < ϵ, οπότε
το κλειστό σύνολο F := Gc περιέχεται στο A και ικανοποιείm(A\F ) < ϵ, γιατί A\F = A ∩ F c = G\Ac. 2

Παρατήρηση Κάθε συμπαγέςK ⊆ RN έχειm(K) <∞.
Πράγματι, κάθε συμπαγές σύνολο είναι φραγμένο, συνεπώς υπάρχει φραγμένο ορθογώνιο διάστημα R ώστεK ⊆ R.
Έπεται ότιm(K) ≤ m(R) <∞.

Θεώρημα 1 (Κανονικότητα του μέτρου Lebesgue) Για κάθε A ∈ L έχουμε

m(A) = inf{m(G) : G ανοικτό και G ⊇ A}
= sup{m(K) : K συμπαγές καιK ⊆ A} .

Απόδειξη Έστω A ∈ L. Από τη μονοτονία τουm, έχουμε

sup{m(K) : K συμπαγές καιK ⊆ A} ≤ m(A) ≤ inf{m(G) : G ανοικτό και G ⊇ A} .

Για να δείξουμε ότι
m(A) ≥ inf{m(G) : G ανοικτό και G ⊇ A} (*)

μπορούμε να υποθέσουμε ότιm(A) <∞ (αλλιώς δεν έχουμε τίποτε ν’ αποδείξουμε).

Για κάθε ϵ > 0 έχουμε δείξει ότι υπάρχει ανοικτό σύνολο G με G ⊇ A καιm(G\A) < ϵ, και άραm(G) < m(A) + ϵ
(επειδήm(A) <∞). Έτσι αποδείξαμε την (*).

Να δείξουμε ότι
m(A) ≤ sup{m(K) : K συμπαγές καιK ⊆ A} . (**)

Ειδική περίπτωση. Υποθέσουμε πρώτα ότι το A είναι φραγμένο. Έχουμε δείξει ότι για κάθε ϵ > 0 υπάρχει κλειστό
σύνολο F ⊆ A ώστε m(A\F ) < ϵ. Έπεται ότι m(A) < m(F ) + ϵ (γιατί το A είναι φραγμένο, οπότε m(A) < ∞).
Αλλά το F είναι επίσης φραγμένο (αφού F ⊆ A) υποσύνολο του RN , άρα είναι συμπαγές. Δείξαμε την (**) για
φραγμένο A.

Γενική περίπτωση. Αν A ∈ L ορίζουμε Ak := A ∩ B̄(0, k) όπου k ∈ N. Τότε η (Ak) είναι αύξουσα ακολουθία
μετρήσιμων συνόλων με

∪
k Ak = A, συνεπώς

m(A) = lim
k
m(Ak) = sup

k
m(Ak) .

2δηλ. T̃j = (Tj)δ := {x ∈ RN : dist(x, Tj) < δ} όπου δ = ϵ
n2j



Αλλά, αφού κάθε Ak είναι φραγμένο, από την ειδική περίπτωση ξέρουμε ότι

m(Ak) = sup{m(K) : K συμπαγές καιK ⊆ Ak} .

Όμως, {m(K) : K συμπαγές και K ⊆ Ak} ⊆ {m(K) : K συμπαγές και K ⊆ A} για κάθε k (αφού Ak ⊆ A) και
συνεπώς

λ(A) = sup
k
m(Ak) = sup

k
sup{m(K) : K συμπαγές καιK ⊆ Ak}

≤ sup{m(K) : K συμπαγές καιK ⊆ A} .

Έτσι ολοκληρώνεται η απόδειξη της (**). 2

Πόρισμα 1 Κάθε μετρήσιμο σύνολο A ∈ L γράφεται

A = F ∪N1 = G\N2

όπου το F είναι σύνολο Fσ , τοG είναι σύνολοGδ και ταN1, N2 είναι σύνολα μέτρου μηδέν. Επομένως κάθε μετρήσιμο
σύνολο διαφέρει από ένα σύνολο Borel κατά ένα σύνολο μέτρου μηδέν.

Απόδειξη Από το Θεώρημα, για κάθε n ∈ N υπάρχουν Kn συμπαγές και Gn ανοικτό ώστε Kn ⊆ A ⊆ Gn και
m(Gn\A) < 1/n καιm(A\Kn) < 1/n. Θέτουμε F =

∪
Kn και G =

∩
Gn, οπότε F ⊆ A ⊆ G, το F είναι Fσ , το

G είναι Gδ και
m(G\F ) ≤ m(Gn\Kn) < 2/n ∀n

άραm(A\F ) ≤ m(G\F ) = 0 και ομοίωςm(G\A) = 0. Θέτουμε λοιπόν N1 = A\F και N2 = G\A. 2

Πρόταση 1 Αν E ⊆ RN είναι μετρήσιμο με m(E) < ∞, τότε για κάθε ϵ > 0 υπάρχει F ⊆ RN πεπερασμένη ένωση
από φραγμένα ορθογώνια διαστήματα, ώστε

m(E△F ) < ϵ .

Απόδειξη. Έστω ϵ > 0. Από το Λήμμα 1, υπάρχει ακολουθία {Tk} από φραγμένα ορθογώνια διαστήματα ώστε

E ⊆
∞∪
k=1

Tk και
∞∑
k=1

m(Tk) < m(E) +
ϵ

2
.

Αφού η σειρά τωνm(Tk) συγκλίνει, υπάρχει n ∈ N ώστε

∞∑
k=n+1

m(Tk) <
ϵ

2
.

Ορίζουμε F = T1 ∪ · · · ∪ Tn. Παρατηρήστε ότι

m(F \ E) ≤ m

( ∞∪
k=1

Tk \ E

)
= m

( ∞∪
k=1

Tk

)
−m(E)

≤
∞∑
k=1

m(Tk)−m(E) <
ϵ

2

και

E \ F = E \ (T1 ∪ · · · ∪ Tn) ⊆
∞∪

k=n+1

Tk,

άρα

m(E \A) ≤ m

( ∞∪
k=n+1

Tk

)
≤

∞∑
k=n+1

m(Tk) <
ϵ

2
.

Έπεται ότι
m(E△F ) = m(E \ F ) +m(F \ E) <

ϵ

2
+
ϵ

2
= ε,

δηλαδή το ζητούμενο. 2



Λήμμα 3 ΑνE ⊆ RN είναι μετρήσιμο μεm(E) <∞, τότε για κάθε ϵ > 0 υπάρχει ϕ =
n∑

k=1

akχTk
, όπου Tk φραγμένα

ορθογώνια διαστήματα, ώστε

∥χE − ϕ∥1 :=

∫
|χE − ϕ|dm < ϵ .

Απόδειξη. Από την Πρόταση 1, υπάρχει F ⊆ RN , πεπερασμένη ένωση από φραγμένα ορθογώνια διαστήματα, ώστε
m(E△F ) < ϵ.

Αν παρατηρήσουμε ότι |χE − χF | = χE△F (διότι ένα x ∈ RN ανήκει στο E△F αν-ν ανήκει ή στο E ή στο F αλλά
όχι και στα δύο), έχουμε

∥χE − χF ∥1 =

∫
|χE − χF |dm =

∫
χE△F dm = m(E△F ) < ϵ.

Για να ολοκληρώσουμε την απόδειξη, θα δείξουμε ότι υπάρχουν ξένα ανά δύο φραγμένα ορθογώνια διαστήματα
{T1, . . . , Tn} ώστε αν ϕ =

∑n
k=1 χTk

να έχουμε χF (x) = ϕ(x) σχεδόν για κάθε x οπότε

∥χE − ϕ∥1 ≤ ∥χE − χF ∥1 + ∥χF − ϕ∥1 < ϵ .

Πράγματι: Αν F =
∪m

k=1Rk όπου ταRk είναι φραγμένα ορθογώνια διαστήματα, επεκτείνοντας τις πλευρές όλων των
Rk σχηματίζω μια οικογένεια {Sk : k = 1, . . . , n} από φραγμένα ορθογώνια διαστήματα με

∪n
k=1 Sk = F τα οποία

επιπλέον είναι σχεδόν ξένα δηλαδή So
k ∩So

j = ∅ όταν k ̸= j, 3 άραm(Sk ∩Sj) = 0. Επομένως, θέτοντας Tk = So
k , τα

{T1, . . . , Tn} είναι πράγματι ξένα ανά δύο φραγμένα ορθογώνια διαστήματα, και η διαφορά F\
∪n

k=1 Tk περιέχεται
στην ένωση των συνόρων των Tk, που είναι (μετρήσιμα) σύνολα μέτρου μηδέν, δηλαδή m(F\

∪n
k=1 Tk) = 0 και

συνεπώς χF (x)−
∑n

k=1 χTk
(x) = 0 σχεδόν για κάθε x, οπότε ∥χF − ϕ∥1 = 0 . 2

Είναι γνωστό (και θα το αποδείξουμε αμέσως) ότι ο γραμμικός χώρος των απλών ολοκληρώσιμων συναρτήσεων είναι
πυκνός στον L1(RN ). Θα δείξουμε κάτι ισχυρότερο:

Πρόταση 2 Αν f ∈ L1(RN ), για κάθε ϵ > 0 υπάρχει ϕ =
n∑

k=1

akχTk
, όπου Tk φραγμένα ορθογώνια διαστήματα,

ώστε
∥f − ϕ∥1 < ϵ .

Σημείωση. Συναρτήσεις όπως η ϕ ονομάζονται κλιμακωτές συναρτήσεις (step functions).
Απόδειξη. Είναι γνωστό ότι υπάρχει ακολουθία απλών μετρήσιμων συναρτήσεων ψn : RN → C που συγκλίνει στην
f κατά σημείο και

|ψn| ≤ |ψn+1| ≤ |f | .
Έπεται ότι

∫
|ψn|dm ≤

∫
|f |dm <∞ αφού f ∈ L1(RN ), και συνεπώςψn ∈ L1(RN ). Επίσης από την ίδια ανισότητα

έχουμε
|ψn − f | ≤ 2|f |

επομένως από το Θεώρημα Κυριαρχημένης Σύγκλισης έχουμε

lim
n

∫
|ψn − f |dm = 0 .

Για κάθε ϵ > 0 υπάρχει λοιπόν μια απλή ολοκληρώσιμη συνάρτησηψ =
∑n

k=1 akχEk
ώστε ∥f − ψ∥1 < ϵ/2. Αφού η

ψ είναι ολοκληρώσιμη, κάθε Ek ∈ L έχει πεπερασμένο μέτρο. Από το Λήμμα 3, υπάρχουν κλιμακωτές στυναρτήσεις
ϕk ώστε

∥χEk
− ϕk∥1 <

ϵ

2
∑

k |ak|
k = 1, . . . , n.

Θέτοντας ϕ =
n∑

k=1

akϕk έχουμε

∥f − ϕ∥1 ≤ ∥f − ψ∥1 + ∥ψ − ϕ∥1 <
ϵ

2
+
∑
k

|ak| ∥χEk
− ϕk∥1 < ϵ

όπως θέλαμε. 2

3δηλ. αν Sk =
∏n

i=1 Ii όπου το Ii έχει άκρα ai < bi και Sj =
∏n

i=1 Ji όπου το Ji έχει άκρα ci < di τότε τα ανοικτά ορθογώνια διαστήματα∏n
i=1(ai, bi) και

∏n
i=1(ci, di) είναι ξένα



Λήμμα 4 Αν T ⊆ RN είναι φραγμένο ορθογώνιο διάστημα, τότε για κάθε ϵ > 0 υπάρχει συνεχής g : RN → [0, 1] με
συμπαγή φορέα ώστε

∥χI − g∥1 < ϵ .

Μάλιστα η g μπορεί να επιλεγεί της μορφής g(x1, . . . , xn) = g1(x1)g2(x2) . . . gn(xn) όπου gk ∈ Cc(R).

Απόδειξη. Ειδική περίπτωση: N = 1. Έστω ότι το διάστημα T ⊆ R έχει άκρα a < b. Αν το δ > 0 είναι μικρότερο
από b−a

2 , ονομάζουμε gδ : R → [0, 1] την συνάρτηση που είναι ίση με 1 στο διάστημα [a+ δ, b− δ], μηδενίζεται έξω
απ’ το (a, b) και είναι γραμμική στα [a, a+ δ) και (b− δ, b]. Έχουμε ότι gδ ∈ Cc(R) και εύκολα υπολογίζουμε ότι

∥χI − gδ∥1 =

∫
R
|χT − gδ|dm =

∫
R
(χT − gδ)dm = (b− a)−

∫ b

a

gδdm = (b− a) + (b− a− δ) = δ

οπότε αρκεί να πάρουμε δ < ϵ.

Γενική περίπτωση. Έστω το ορθογώνιο διάστημα T =
∏N

j=1 Tj ⊆ RN όπου κάθε Tj ⊆ R έχει άκρα aj < bj .
Θεωρούμε ένα θετικό αρκετά μικρό δ, συνεχείς συναρτήσεις gj : R → [0, 1] (που εξαρτώνται απ’ το δ) όπως στην
ειδική περίπτωση και θέτουμε gδ := g1g2 . . . gN : RN → [0, 1]. Η gδ είναι συνεχής συνάρτηση με συμπαγή φορέα
(μηδενίζεται έξω απ’ το T ) και χT ≥ gδ ≥ 0. Υπολογίζουμε

∥χT − gδ∥1 =

∫
RN

|χT − gδ|dmN =

∫
RN

 N∏
j=1

χTj
−

N∏
j=1

gj

 dmN

(F )
=

N∏
j=1

∫
R
χTj

dm−
N∏
j=1

∫
R
gjdm

=

N∏
j=1

(bj − aj)−
N∏
j=1

(bj − aj − δ)

όπου η ισότητα (F ) είναι (τετριμμένη) συνέπεια του Θεωρήματος Tonelli. Παίρνοντας όριο 4 καθώς δ → 0, βλέπουμε
ότι για κάθε ϵ > 0 υπάρχει δ > 0 ώστε ∥χT − gδ∥1 < ϵ, όπως θέλαμε. 2

Πρόταση 3 Ο γραμμικός χώρος Cc(RN ) των συνεχών συναρτήσεων με συμπαγή φορέα είναι πυκνός στον L1(RN ):
Αν f ∈ L1(RN ), για κάθε ϵ > 0 υπάρχει g ∈ Cc(RN ) ώστε

∥f − g∥1 < ϵ .

Απόδειξη. Από την Πρόταση 2, για κάθε ϵ > 0 υπάρχει ϕ =
∑n

k=1 akχTk
, όπου Tk φραγμένα ορθογώνια διαστήματα,

ώστε ∥f − ϕ∥1 <
ϵ
2 .

Για κάθε k = 1, . . . , n από το Λήμμα 4 υπάρχει gk ∈ Cc(RN ) ώστε ∥χTk
− gk∥1 <

ϵ
2
∑

|ak| .

Θέτοντας g =
∑n

k=1 akgk, έχουμε g ∈ Cc(RN ) και

∥f − g∥1 ≤ ∥f − ϕ∥1 + ∥ϕ− g∥1 <
ϵ

2
+

n∑
k=1

|ak| ∥χTk
− gk∥1 < ϵ,

όπως θέλαμε. 2

Πρόταση 4 Αν a ∈ RN θέτουμε τa : RN → RN : x 7→ x = a.
(α) Αν E ∈ LN , τότε τa(E) ∈ LN καιm(τa(E)) = m(E).
(β) Αν f : RN → C είναι μετρήσιμη, τότε και η f ◦ τa είναι μετρήσιμη. Αν επιπλέον f ∈ L1(m) ή f ≥ 0, τότε∫
(f ◦τa)dm =

∫
fdm.

Απόδειξη. (α) Υποθέτουμε πρώτα ότι το E είναι σύνολο Borel. Αφού ο μετασχηματισμός τa και ο αντίστροφός του
(που είναι ο τ−a) είναι συνεχείς, το σύνολο τa(E) είναι επίσης Borel.

4Ευχαριστώ, Σ.Π.



Για την ισότηταm(τa(E)) = m(E): υποθέτουμε πρώτα ότι το E είναι ορθογώνιο διάστημα, E =
∏N

i=1 Ii. Τότε, αν
a = (a1, . . . , a), έχουμε τa(E) =

∏N
i=1(Ii + ai) άρα m(τa(E)) =

∏N
i=1m(Ii + ai) από τον ορισμό του μέτρου

γινόμενο. Αλλά το μέτρο Lebesgue στον R είναι αναλλοίωτο ως προς μεταφορές, άραm(Ii + ai) = m(Ii) για κάθε i
και συνεπώςm(τa(E)) =

∏N
i=1m(Ii) = m(E).

Αν λοιπόν ονομάσουμε ν(E) := m(τa(E)), το μέτρο ν ορίζεται στην σ-άλγεβρα BRN = BR⊗· · ·⊗BR και ικανοποιεί
ν(E) = µN (E) όταν το E είναι ορθογώνιο διάστημα. Από τη μοναδικότητα του μέτρου γινόμενο, έπεται ότι ν(E) =
µN (E), δηλαδήm(τa(E)) = mN (E) για κάθε E ∈ BRN .

Τέλος, αν E ∈ LN , τότε από το Πόρισμα 1 το E γράφεται E = F ∪M όπου F Borel καιM μηδενικό. Όμως ο τa
διατηρεί τα μηδενικά σύνολα: πράγματι αν D είναι σύνολο Borel με m(D) = 0 έχουμε m(τa(D)) = m(D) = 0.
Έπεται λοιπόν ότι το τ(M) είναι μηδενικό σύνολο και επομένως

m(τa(E)) = m(τa(F ∪M)) = m(τa(F ) ∪ τa(M)) = m(τa(F )) = m(F ) = m(E) .

(β) Έστω f : RN → C Lebesgue μετρήσιμη συνάρτηση. Τότε, για κάθε Borel υποσύνολο B ⊆ C, έχουμε f−1(B) ∈
LN , συνεπώς f−1(B) = F ∪M όπου F Borel καιM μηδενικό. Επομένως

(f ◦ τa)−1(B) = τ−1
a (F ∪M) = τ−a(F ∪M)

που είναι μετρήσιμο από το (α).

Επομένως η f ◦ τa είναι Lebesgue μετρήσιμη συνάρτηση.

Για την ισότητα
∫
(f◦τa)dm =

∫
fdm: υποθέτουμε πρώτα ότι f = χE όπου E είναι μετρήσιμο. Τότε

∫
(f◦τa)dm =

m(τ−a(E)) = m(E) (από το (α)) =
∫
fdm.

Από τη γραμμικότητα του ολοκληρώματος, η ισότητα ισχύει όταν η f είναι απλή μετρήσιμη μη αρνητική. Κατά συ-
νέπεια ισχύει όταν η f είναι μη αρνητική μετρήσιμη, από τον ορισμό του ολοκληρώματος.

Τέλος, αν η f ∈ L1(m) και παίρνει (σχεδόν παντού) πραγματικές τιμές, η ισότητα έπεται γράφοντας f = f+ − f−
όπου οι f± είναι μη αρνητικές μετρήσιμες. Όταν η f ανήκει στον L1(m) και παίρνει μιγαδικές τιμές, η ισότητα έπεται
θεωρώντας τις Ref και Imf . 2

Πρόταση 5 Έστω T ∈ GL(n,R) δηλαδή, T : RN → RN γραμμικός και αντιστρέψιμος μετασχηματισμός.
(α) Αν f : RN → C είναι μετρήσιμη, τότε και η f ◦ T είναι μετρήσιμη. Αν επιπλέον f ∈ L1(m) ή f ≥ 0, τότε
| detT |

∫
(f ◦ T )dm =

∫
fdm.

(β) Αν E ∈ LN , τότε T (E) ∈ LN καιm(T (E)) = | detT |m(E).

Απόδειξη. (α) Υποθέτουμε πρώτα ότι η f είναι Borel μετρήσιμη. Αφού ο μετασχηματισμός T και ο αντίστροφός του
είναι συνεχείς, έπεται ότι η f ◦ T είναι Borel μετρήσιμη.

Για την απόδειξη της ισότητας

| detT |
∫
(f ◦ T )dm =

∫
fdm (**)

παρατηρούμε πρώτα ότι, όπως γνωρίζουμε από τη γραμμική άλγεβρα, κάθε T ∈ GL(n,R) είναι σύνθεση μετασχη-
ματισμών των ακόλουθων τριών τύπων:

T1 : (x1, . . . , xi, . . . , xN ) 7→ (x1, . . . , cxi, . . . , xN ) (c ̸= 0)

T2 : (x1, . . . , xi, . . . , xN ) 7→ (x1, . . . , xi + cxk, . . . , xN ) (k ̸= i)

T3 : (x1, . . . , xi, . . . , xk, . . . , xn) 7→ (x1, . . . , xk, . . . , xi, . . . , xn) .

Επίσης παρατηρούμε ότι αν η (**) ισχύει για δύο μετασχηματισμούς T και S, τότε ισχύει και για τη σύνθεση S ◦ T .
Πράγματι:

| det(T ◦ S)|
∫
(f ◦ (T ◦ S))dm = | det(T ) det(S)|

∫
((f ◦ T ) ◦ S))dm

(!)
= | det(T )|

∫
(f ◦ T ))dm =

∫
fdm

όπου στην (!) εφαρμόσαμε την (**) για τη συνάρτηση f ◦ T .



Αρκεί λοιπόν να δειχθεί ότι η (**) αληθεύει για καθέναν από τους τρεις τύπους. Για τον πρώτο τύπο, επειδή detT1 = c,
από το Θεώρημα Fubini έχουμε

| detT1|
∫
(f ◦ T1)(x1, . . . , xi, . . . , xN )dmN (x) = |c|

∫
RN

f(x1, . . . , cxi, . . . , xN )dmN (x)

= |c|
∫
R
· · ·
∫
R
f(x1, . . . , cxi, . . . , xN )dx1 . . . dxi . . . dxN

(!)
=

∫
R
· · ·
∫
R
f(x1, . . . , yi, . . . , xN )dx1 . . . dyi . . . dxN

=

∫
RN

fdmN

όπου στην (!) εφαρμόσαμε τον τύπο 5 αλλαγής μεταβλητής |c|
∫
R g(ct)dt =

∫
g(s)ds στη συνάρτηση

g(t) := f(x1, . . . , t, . . . , xN ).

Για τον δεύτερο τύπο, επειδή detT2 = 1, πάλι από το Θεώρημα Fubini έχουμε

| detT2|
∫
(f ◦ T2)(x1, . . . , xi, . . . , xN )dmN (x) =

∫
RN

f(x1, . . . , xi + cxk, . . . , xN )dmN (x)

=

∫
R
· · ·
∫
R
f(x1, . . . , xi + cxk, . . . , xN )dx1 . . . dxi . . . dxN

(!)
=

∫
R
· · ·
∫
R
f(x1, . . . , xi, . . . , xN )dx1 . . . dxi . . . dxN

=

∫
RN

fdmN

όπου στην (!) ολοκληρώσαμε πρώτα ως προς xi και εφαρμόσαμε τον τύπο
∫
R g(t+cxk)dt =

∫
g(t)dt στη συνάρτηση

g(t) := f(x1, . . . , t, . . . , xN ) (αναλλοίωτο του μέτρου Lebesgue (στο R) ως προς μεταφορές). 6

Για τον τρίτο τύπο το συμπέρασμα είναι άμεσο από το Θεώρημα Fubini για την εναλλαγή της σειράς ολοκλήρωσης:∫
(f ◦ T3)(x1, . . . , xi, . . . , xk, . . . , xN )dmN (x) =

∫
RN

f(x1, . . . , xk, . . . , xi, . . . , xN )dmN (x)

=

∫
R
· · ·
∫
R
f(x1, . . . , xk, . . . , xi, . . . , xN )dx1 . . . dxi . . . dxk . . . dxN

=

∫
R
· · ·
∫
R
f(x1, . . . , xk, . . . , xi, . . . , xN )dx1 . . . dxk . . . dxi . . . dxN

=

∫
RN

fdmN

Έχουμε δείξει το (α) για συναρτήσεις Borel. Αν λοιπόν E ∈ BRN εφαρμόζοντας το (α) στη συνάρτηση χE συμπεραί-
νουμε ότι για κάθε T ∈ GL(n,R) έχουμε T (E) ∈ BRN καιm(T (E)) = | detT |m(E). Ειδικότερα ανm(E) = 0 τότε
m(T (E)) = 0. Επομένως ο T διατηρεί τα μηδενικά σύνολα.

Έπεται όπως στην προηγούμενη απόδειξη ότι ισχύει το (β).

Έστω τέλος f : RN → C Lebesgue μετρήσιμη συνάρτηση. Τότε, για κάθε Borel υποσύνολοB ⊆ C, έχουμε f−1(B) ∈
LN , συνεπώς f−1(B) = F ∪M όπου F Borel καιM μηδενικό. Επομένως

(f ◦ T )−1(B) = T−1(F ∪M))

που είναι μετρήσιμο όπως μόλις δείξαμε.

Επομένως η f ◦ T είναι Lebesgue μετρήσιμη συνάρτηση. Η ισότητα (**) έπεται τώρα όπως στην απόδειξη της προη-
γούμενης Πρότασης (από χαρακτηριστικές σε απλές, μετά σε μη αρνητικές μετρήσιμες και μετά σε συναρτήσεις στον
L1). 2

Πόρισμα 2 Το μέτρο και το ολοκλήρωμα Lebesgue είναι αναλλοίωτα από ορθογώνιους μετασχηματισμούς.

... γιατί ικανοποιούν | detT | = 1.
5που αποδεικνύεται πολύ εύκολα, πρώτα για χαρακτηριστικές, μετά για απλές κ.λπ. κατά τα γνωστά
6∫

RN f(x1, . . . , xi + cxk, . . . , xN )dmN (x) =
∫
RN−1 (

∫
R f(x1, . . . , xi + cxk, . . . , xN )dxi)dm

N−1(x1 . . . xi−1, xi+1 . . . xN ) =∫
RN−1 (

∫
R f(x1, . . . , xi, . . . , xN )dxi)dm

N−1(x1 . . . xi−1, xi+1 . . . xN ) =
∫
RN f(x1, . . . , xi, . . . , xN )dmN (x) .


