
Προσέγγιση γραμμικών συνδυασμών χαρακτηριστικών

συναρτήσεων ορθογωνίων με πλευρές ανοικτά διαστήματα από

συνεχείς συναρτήσεις με συμπαγή φορέα

΄Εστω ϕ =
∑m

i=1 bi1Ri
, όπου κάθε Ri είναι ένα ανοικτό ορθογώνιο:

Ri = (ai1, bi1)×· · ·×(ain, bin), i ∈ {1, . . . ,m}.

΄Εστω ε > 0 και θεωρούμε ένα δ > 0 με

δ 6 1
2 min
i∈{1,...,m}
j∈{1,...,n}

(bij − aij),

το οποίο θα επιλεγεί αργότερα.
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Ορίζουμε gij : R→ [0, 1] όπως στο παραπάνω σχήμα:

gij(t) :=


1 για t ∈ (aij + δ, bij − δ)
0 για t /∈ [aij , bij ]

δ−1(t− aij) για t ∈ [aij , aij + δ]

δ−1(bij − t) για t ∈ [bij − δ, bij + δ],

για κάθε i ∈ {1, . . . ,m} και j ∈ {1, . . . , n}. Κάθε gij είναι προφανώς συνεχής·
επίσης ∫

R
gij dλ1 = bij − aij − δ,

για όλα τα i ∈ {1, . . . ,m} και j ∈ {1, . . . , n}. Ορίζουμε και gi : Rn → [0, 1] με

g(x1, . . . , xn) :=

n∏
j=1

gij(xj) (x1, . . . , xn) ∈ Rn.

Κάθε gi είναι συνεχής ως γινόμενο συνεχών, i ∈ {1, . . . ,m}. Επίσης

gi(x1, . . . , xn) = 0
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αν xj /∈ (aij , bij) για κάποιο j ∈ {1, . . . , n}, οπότε gi(x) = 0 για x /∈ Ri, i ∈
{1, . . . ,m}. Τέλος ορίζουμε g : Rn → C να είναι η

g :=

m∑
i=1

bigi.

Η g είναι συνεχής ως γραμμικός συνδυασμός συνεχών και g(x) = 0 αν x /∈
R1 ∪ · · · ∪Rm, δηλαδή έξω από ένα φραγμένο σύνολο. Τέλος

‖ϕ− g‖1 =

∥∥∥∥∥
m∑
i=1

bi(1Ri
− gi)

∥∥∥∥∥
1

=

∫
Rn

∣∣∣∣∣
m∑
i=1

bi(1Ri
− gi)

∣∣∣∣∣ dλn
6

m∑
i=1

|bi|
∫
Rn

(1Ri
− gi) dλn

=

m∑
i=1

|bi|
∫
R
· · ·
∫
R

 n∏
j=1

1(aij ,bij)(xj)−
n∏

j=1

gij(xj)

 dλ1(x1)· · · dλ1(xn)

=

m∑
i=1

|bi|

∫
R
· · ·
∫
R

n∏
j=1

1(aij ,bij)(xj) dλ1(x1)· · · dλ1(xn)−
∫
R
· · ·
∫
R

n∏
j=1

gij(xj) dλ1(x1)· · · dλ1(xn)


=

m∑
i=1

|bi|

 n∏
j=1

∫
R
1(aij ,bij)(xj) dλ1(xj)−

n∏
j=1

∫
R
gij(xj) dλ1(xj)


=

m∑
i=1

|bi|

 n∏
j=1

(bij − aij)−
n∏

j=1

(bij − aij − δ)


=

m∑
i=1

|bi|
n∏

j=1

(bij − aij)

1− n∏
j=1

(
1− δ

bij − aij

)
6

m∑
i=1

|bi|
n∏

j=1

(bij − aij)
n∑

j=1

δ

bij − aij

=

m∑
i=1

|bi|λn(Ri)

n∑
j=1

δ

bij − aij
,

η τελευταία ανισότητα από το Λήμμα που ακολουθεί. Επομένως, επιλέγοντας

δ <
ε∑m

i=1|bi|λn(Ri)
∑n

j=1(bij − aij)−1
,

παίρνει κανείς ότι ‖ϕ− g‖1 < ε. �
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Λήμμα. Αν a1, . . . , an, b1, . . . , bn ∈ [−1, 1], τότε

|a1 · · · an − b1 · · · bn| 6
n∑

j=1

|aj − bj |.

Απόδειξη. Με επαγωγή:

|a1 · · · anan+1−b1 · · · bnbn+1| 6 |a1 · · · an||an+1−bn+1|+|a1 · · · an−b1 · · · bn||bn+1|.

Η παρακάτω εικόνα είναι η γραφική παράσταση μίας gi(x1, x2) = gi1(x1)gi2(x2)
(n = 2).
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