
ΕΕΙΙΣΣΑΑΓΓΩΩΓΓΗΗ  
ΣΣΤΤΙΙΣΣ  

ΠΠΙΙΘΘΑΑΝΝΟΟΤΤΗΗΤΤΕΕΣΣ  ΚΚΑΑΙΙ  ΤΤΗΗ  ΣΣΤΤΑΑΤΤΙΙΣΣΤΤΙΙΚΚΗΗ    
(∆Ι∆ΑΚΤΙΚΕΣ ΣΗΜΕΙΩΣΕΙΣ) 

 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 

Χ. ∆ΑΜΙΑΝΟΥ,  Ν. ΠΑΠΑ∆ΑΤΟΣ,  Χ. Α. ΧΑΡΑΛΑΜΠΙ∆ΗΣ 
ΤΜΗΜΑ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΩΝ 

ΠΑΝΕΠΙΣΤΗΜΙΟΥ ΑΘΗΝΩΝ 
 

ΑΘΗΝΑ 2003 
 



 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Στη Ρίτσα 
 

Στη Χρυσούλα 
 

Στη Λένα 



 
 

ΠΕΡΙΕΧΟΜΕΝΑ 
 
 

 Αντί Προλόγου v 
 
 

  

 ΜΕΡΟΣ  Α  ΠΙΘΑΝΟΤΗΤΕΣ  
   
 ΚΕΦΑΛΑΙΟ  1  
 Η ΕΝΝΟΙΑ ΤΗΣ ΠΙΘΑΝΟΤΗΤΑΣ ΚΑΙ ΒΑΣΙΚΕΣ   

Ι∆ΙΟΤΗΤΕΣ ΤΗΣ 
 

1. ΕΙΣΑΓΩΓΙΚΑ 1 
2. ∆ΕΙΓΜΑΤΙΚΟΣ ΧΩΡΟΣ ΚΑΙ ΕΝ∆ΕΧΟΜΕΝΑ 1 
3. ΚΛΑΣΙΚΗ ΠΙΘΑΝΟΤΗΤΑ 10 
4. ΑΡΧΕΣ ΑΠΑΡΙΘΜΗΣΗΣ, ∆ΙΑΤΑΞΕΙΣ ΚΑΙ ΣΥΝ∆ΥΑΣΜΟΙ 13 
5. ΕΜΠΕΙΡΙΚΗ ΠΙΘΑΝΟΤΗΤΑ 18 
6. ΑΞΙΩΜΑΤΙΚΗ ΘΕΜΕΛΙΩΣΗ ΤΗΣ ΠΙΘΑΝΟΤΗΤΑΣ 19 
7. ∆ΕΣΜΕΥΜΕΝΗ ΠΙΘΑΝΟΤΗΤΑ 28 
8. ΣΤΟΧΑΣΤΙΚΗ ΑΝΕΞΑΡΤΗΣΙΑ 39 
9. ΑΝΕΞΑΡΤΗΤΕΣ ∆ΟΚΙΜΕΣ 43 
 ΑΣΚΗΣΕΙΣ ΚΕΦ. 1 48 
   
 ΚΕΦΑΛΑΙΟ  2  
 ΚΑΤΑΝΟΜΕΣ ΠΙΘΑΝΟΤΗΤΑΣ ΤΥΧΑΙΩΝ ΜΕΤΑΒΛΗΤΩΝ  

1. ΤΥΧΑΙΑ ΜΕΤΑΒΛΗΤΗ ΚΑΙ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗ ΚΑΤΑΝΟΜHΣ 57 
2. ∆ΙΑΚΡΙΤΕΣ ΚΑΙ ΣΥΝΕΧΕΙΣ ΤΥΧΑΙΕΣ ΜΕΤΑΒΛΗΤΕΣ 61 
3. ΚΑΤΑΝΟΜΗ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗΣ ΤΥΧΑΙΑΣ ΜΕΤΑΒΛΗΤΗΣ 65 
4. ΜΕΣΗ ΤΙΜΗ ΚΑΙ ∆ΙΑΣΠΟΡΑ ΤΥΧΑΙΑΣ ΜΕΤΑΒΛΗΤΗΣ 68 
 ΑΣΚΗΣΕΙΣ ΚΕΦ. 2 75 
   
 ΚΕΦΑΛΑΙΟ 3  
 ΒΑΣΙΚΕΣ ∆ΙΑΚΡΙΤΕΣ ΚΑΤΑΝΟΜΕΣ  

1. ΕΙΣΑΓΩΓΙΚΑ 79 
2. ΚΑΤΑΝΟΜΗ BERNOULLI ΚΑΙ ∆ΙΩΝΥΜΙΚΗ ΚΑΤΑΝΟΜΗ 79 
3. ΓΕΩΜΕΤΡΙΚΗ ΚΑΤΑΝΟΜΗ ΚΑΙ ΚΑΤΑΝΟΜΗ PASCAL 85 
4. ΥΠΕΡΓΕΩΜΕΤΡΙΚΗ ΚΑΤΑΝΟΜΗ 93 
5. ΚΑΤΑΝΟΜΗ POISSON 97 
 ΑΣΚΗΣΕΙΣ ΚΕΦ. 3 103 
   



 ii  

 ΚΕΦΑΛΑΙΟ 4  
 ΒΑΣΙΚΕΣ ΣΥΝΕΧΕΙΣ ΚΑΤΑΝΟΜΕΣ  

1. ΟΜΟΙΟΜΟΡΦΗ ΚΑΤΑΝΟΜΗ 107 
2. ΕΚΘΕΤΙΚΗ ΚΑΤΑΝΟΜΗ ΚΑΙ ΚΑΤΑΝΟΜΗ ERLANG 110 
3. ΚΑΝΟΝΙΚΗ ΚΑΤΑΝΟΜΗ 117 
4. ΠΡΟΣΕΓΓΙΣΗ ΤΗΣ ∆ΙΩΝΥΜΙΚΗΣ ΚΑΤΑΝΟΜΗΣ ΚΑΙ ΤΗΣ 

ΚΑΤΑΝΟΜΗΣ POISSON ΑΠΟ ΤΗΝ ΚΑΝΟΝΙΚΗ 
ΚΑΤΑΝΟΜΗ 

 
 

126 
5. ΛΟΓΑΡΙΘΜΟΚΑΝΟΝΙΚΗ ΚΑΤΑΝΟΜΗ 132 
 
 

ΑΣΚΗΣΕΙΣ ΚΕΦ. 4 135 

 ΚΕΦΑΛΑΙΟ 5  
 ΑΝΕΞΑΡΤΗΣΙΑ ΤΥΧΑΙΩΝ ΜΕΤΑΒΛΗΤΩΝ, ΚΕΝΤΡΙΚΟ 

ΟΡΙΑΚΟ ΘΕΩΡΗΜΑ 
 

1. ΑΝΕΞΑΡΤΗΣΙΑ ΤΥΧΑΙΩΝ ΜΕΤΑΒΛΗΤΩΝ 141 
2. ΑΝΑΠΑΡΑΓΩΓΙΚΗ Ι∆ΙΟΤΗΤΑ 145 
3. ΚΕΝΤΡΙΚΟ ΟΡΙΑΚΟ ΘΕΩΡΗΜΑ 147 
 ΑΣΚΗΣΕΙΣ ΚΕΦ. 5 154 

 
 

  

 ΜΕΡΟΣ Β ΣΤΑΤΙΣΤΙΚΗ  
   
 Β1 ΠΕΡΙΓΡΑΦΙΚΗ ΣΤΑΤΙΣΤΙΚΗ  
   
 ΚΕΦΑΛΑΙΟ 6  
 ΟΡΓΑΝΩΣΗ ΚΑΙ ΓΡΑΦΙΚΗ ΠΑΡΑΣΤΑΣΗ ΣΤΑΤΙΣΤΙΚΩΝ 

∆Ε∆ΟΜΕΝΩΝ 
 
 

1. ΕΙΣΑΓΩΣΗ 157 
2. ΠΙΝΑΚΕΣ ΣΥΧΝΟΤΗΤΩΝ 158 
3. ΓΡΑΦΙΚΕΣ ΜΕΘΟ∆ΟΙ ΠΑΡΟΥΣΙΑΣΗΣ ΣΤΑΤΙΣΤΙΚΩΝ 

∆Ε∆ΟΜΕΝΩΝ 
 

161 
   
 ΚΕΦΑΛΑΙΟ 7  
 ΑΡΙΘΜΗΤΙΚΑ ΠΕΡΙΓΡΑΦΙΚΑ ΜΕΤΡΑ  

1. ΕΙΣΑΓΩΓΗ 179 
2. ΜΕΤΡΑ ΚΕΝΤΡΙΚΗΣ ΘΕΣΗΣ Η ΤΑΣΗΣ 179 
3. ΜΕΤΡΑ ∆ΙΑΣΠΟΡΑΣ Η ΜΕΤΑΒΛΗΤΟΤΗΤΑΣ 187 
4. ΘΗΚΟΓΡΑΜΜΑΤΑ 194 
5. ΜΕΤΑΣΧΗΜΑΤΣΜΟΙ ∆Ε∆ΟΜΕΝΩΝ – ΚΩ∆ΙΚΟΠΟΙΗΜΕΝΗ 

ΜΕΘΟ∆ΟΣ 
 

196 
6. ΜΕΤΡΑ ΣΧΕΤΙΚΗΣ ΜΕΤΑΒΛΗΤΟΤΗΤΑΣ 200 
 ΑΣΚΗΣΕΙΣ ΚΕΦ. 7 201 
   



 iii 

 Β2 ΣΤΑΤΙΣΤΙΚΗ ΣΥΜΠΕΡΑΣΜΑΤΟΛΟΓΙΑ  
   
 ΚΕΦΑΛΑΙΟ 8  
 ΤΥΧΑΙΟ ∆ΕΙΓΜΑ ΚΑΙ ΣΤΑΤΙΣΤΙΚΕΣ ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΙΣ  

1. ΤΥΧΑΙΟ ∆ΕΙΓΜΑ 213 
2. ΣΤΑΤΙΣΤΙΚΕΣ ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΙΣ (ΕΚΤΙΜΗΤΡΙΕΣ) 215 
3. ΚΡΙΤΗΡΙΟ ΕΛΑΧΙΣΤΗΣ ∆ΙΑΣΠΟΡΑΣ 218 
4. ∆ΕΙΓΜΑΤΙΚΟΣ ΜΕΣΟΣ ΚΑΙ ∆ΕΙΓΜΑΤΙΚΗ ∆ΙΑΣΠΟΡΑ 221 
5. ΣΥΝΕΠΕΙΑ 222 
 ΑΣΚΗΣΕΙΣ ΚΕΦ. 8 227 
   
 ΚΕΦΑΛΑΙΟ 9  
 ∆ΙΑΣΤΗΜΑΤΑ ΕΜΠΙΣΤΟΣΥΝΗΣ ΓΙΑ ΤΙΣ ΑΓΝΩΣΤΕΣ 

ΠΑΡΑΜΕΤΡΟΥΣ  
 
 

1. ΕΚΤΙΜΗΣΗ ΜΕ ∆ΙΑΣΤΗΜΑΤΑ ΕΜΠΙΣΤΟΣΥΝΗΣ 229 
2.  ΚΑΤΑΝΟΜΕΣ ΣΤΑΤΙΣΤΙΚΩΝ ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΩΝ 

ΠΡΟΕΡΧΟΜΕΝΕΣ ΑΠΟ ΤΗΝ ΚΑΝΟΝΙΚΗ 
 

231 
3. ∆ΙΑΣΤΗΜΑΤΑ ΕΜΠΙΣΤΟΣΥΝΗΣ 237 
 ΑΣΚΗΣΕΙΣ ΚΕΦ. 9 245 
   
 ΚΕΦΑΛΑΙΟ 10  
 ΕΛΕΓΧΟΙ ΣΤΑΤΙΣΤΙΚΩΝ ΥΠΟΘΕΣΕΩΝ   

1. ΓΕΝΙΚΑ ΠΕΡΙ ΕΛΕΓΧΩΝ 253 
2. ΕΛΕΓΧΟΙ ΥΠΟΘΕΣΕΩΝ ΓΙΑ ΤΟΝ ΜΕΣΟ ΤΟΥ ΠΛΗΘΥΣΜΟΥ 256 
3. ΕΛΕΓΧΟΙ ΓΙΑ ΤΗ ∆ΙΑΦΟΡΑ ΤΩΝ ΜΕΣΩΝ ΑΠΟ ∆ΥΟ 

∆ΕΙΓΜΑΤΑ 
265 

 ΑΣΚΗΣΕΙΣ ΚΕΦ. 10 276 
   
 ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ Α – ΤΥΠΟΛΟΓΙΟ 283 
   
 ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ Β – ΣΤΑΤΙΣΤΙΚΟΙ ΠΙΝΑΚΕΣ 289 
   
 ΒΙΒΛΙΟΓΡΑΦΙΑ 297 
   

 
 



 
 
 
 

Αντί Προλόγου 
 
      Οι διδακτικές αυτές σηµειώσεις προήλθαν κατόπιν συγκερασµού των απόψεων των 
συγγραφέων σχετικά µε την ∆ιδασκαλία της Στατιστικής και των Πιθανοτήτων σε φοιτητές 
εκτός του Μαθηµατικού Τµήµατος. Από τη µια µεριά η πολυετής διδακτική εµπειρία δύο 
εκ των διδασκόντων και από την άλλη η προσπάθεια για όσο το δυνατόν απλή και 
κατανοητή παρουσίαση των Θεµελιωδών Στατιστικών Νόµων, είχε ως αποτέλεσµα 
(πιστεύουµε εποικοδοµητικό) την παρούσα µορφή του κειµένου. 
      Οι σηµειώσεις χωρίζονται σε δύο βασικά µέρη: Το Μέρος Α που πραγµατεύεται, 
σχετικά λεπτοµερώς, τις βασικές αρχές των Πιθανοτήτων, και το Μέρος Β που στην ουσία 
αποτελεί µία πολύ πρωταρχική προσέγγιση στη Στατιστική. Αν και το πρώτο µέρος 
ενδέχεται να δυσκολέψει ελαφρώς τους όχι και τόσο καλά καταρτισµένους αναγνώστες, 
εντούτοις θεωρήσαµε απαραίτητη την αρκετά εκτενή ανάπτυξή του για δύο κυρίως λόγους: 
(α) επειδή η Στατιστική δεν µπορεί να διδαχθεί και να εφαρµοστεί σωστά χωρίς την 
κατανόηση των θεµελιωδών εννοιών και ιδιοτήτων των Πιθανοτήτων, και 
(β) επειδή θεωρήσαµε ότι ακόµα και αν κριθεί αναγκαίο να µην διδαχθούν ορισµένα 
εδάφια στη διάρκεια ενός εξαµήνου, εντούτοις θα ήταν χρήσιµο να συµπεριλάβουν οι 
ενδιαφερόµενοι φοιτητές τις σηµειώσεις αυτές στη βιβλιοθήκη τους, σε περίπτωση που θα 
χρειαστεί να ανατρέξουν αργότερα.  
      Σηµειώνεται ότι στο Κεφάλαιο 1, που είναι το εκτενέστερο των Κεφαλαίων 1-5 (τα 
οποία αποτελούν το Μέρος Α των Πιθανοτήτων), έγινε προσπάθεια να συγκεντρωθούν όλες 
οι απαραίτητες στοιχειώδεις γνώσεις των Πιθανοτήτων, έτσι ώστε να είναι προσιτό (και, 
ίσως, χρήσιµο) ακόµα και σε τελειόφοιτους µαθητές Λυκείου. Στα Κεφάλαια 2-4 
αναπτύσσεται η βασική θεωρία τυχαίων µεταβλητών, ενώ στο 5ο Κεφάλαιο αναπτύσσονται 
(χωρίς αποδείξεις) κάποια από τα κάπως προχωρηµένα αποτελέσµατα της Θεωρίας 
Πιθανοτήτων (Κεντρικό Οριακό Θεώρηµα, Νόµος των Μεγάλων Αριθµών, Ανεξαρτησία 
Τυχαίων Μεταβλητών), µε στόχο την µετέπειτα αξιοποίησή τους από τη Στατιστική. 
      Το Μέρος Β (της Στατιστικής) χωρίζεται σε δύο εδάφια, την Περιγραφική Στατιστική 
(Κεφάλαια 6 και 7) και τη Στατιστική Συµπερασµατολογία (Κεφάλαια 8-10). Το 
περιεχόµενο της Περιγραφικής Στατιστικής, µπορεί να θεωρηθεί σχετικά αυτόνοµο, και 
έτσι είναι δυνατόν είτε να µην διδαχθεί, είτε να διδαχθεί στην αρχή του εξαµήνου.  
      Η γνώση και κατανόηση (σε βάθος) του εδαφίου που αποτελείται από τα Κεφάλαια 8 
έως 10 είναι στην ουσία ο βασικός στόχος των διδακτικών αυτών σηµειώσεων, ακριβώς 
επειδή απευθύνονται σε µελλοντικούς εφαρµοσµένους επιστήµονες (φοιτητές Βιολογίας, 
Γεωλογίας, Φυσικής, Φαρµακευτικής, Ιατρικής, Πληροφορικής κ.ο.κ.), οι οποίοι ενδέχεται 
να χρησιµοποιήσουν στην επιστήµη τους στατιστικές µεθόδους. Για το λόγο αυτό, έγινε 
προσπάθεια να περιληφθεί στις σηµειώσεις σχετικά µεγάλος αριθµός παραδειγµάτων, 
εφαρµογών και ασκήσεων που σχετίζονται µε τα ενδιαφέροντα των εφαρµοσµένων 
επιστηµόνων, δεδοµένου ότι το ενδιαφέρον για τη Στατιστική στις επιστήµες αυτές 
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επικεντρώνεται στους Ελέγχους Στατιστικών Υποθέσεων, το δε επιδιωκόµενο 
αποτέλεσµα είναι η εξαγωγή ασφαλών συµπερασµάτων. 
      Έτσι, θα µπορούσαµε να πούµε ότι το ενδιαφέρον του (εφαρµοσµένου) αναγνώστη θα 
πρέπει να επικεντρωθεί στο εδάφιο της Εκτιµητικής (Κεφάλαια 8-10). Όµως, όπως εύκολα 
διαπίστωσε όποιος προσπάθησε να εµβαθύνει στις Στατιστικές έννοιες, αυτό δεν είναι 
δυνατό χωρίς την σχετικά άρτια γνώση των Πιθανοτήτων. Εποµένως, θεωρήσαµε 
απαραίτητη την παρούσα µορφή του κειµένου. 
      Από την άλλη µεριά, θα παρατηρήσει κανείς ότι το εύρος των Στατιστικών Μεθόδων 
που παρουσιάζονται στις σηµειώσεις είναι σχετικά (έως πολύ) περιορισµένο, συγκρινόµενες 
µε αντίστοιχα βιβλία ή σηµειώσεις Στατιστικής που κυκλοφορούν στην Ελλάδα και το 
εξωτερικό. Αυτό πιστεύουµε ότι, ως ένα βαθµό, θα αντιµετωπιστεί στο µέλλον µε την 
προσθήκη εδαφίων σχετικών µε τη γραµµική παλινδρόµηση και την ανάλυση διασποράς, 
αν και κατά την άποψή µας, δεν θα πρέπει να «θυσιάζεται» η ποιότητα της γνώσης στο 
«βωµό» της ποσότητας.  
      Στο σηµείο αυτό θα θέλαµε να εκφράσουµε τις θερµότερες ευχαριστίες µας προς την κα 
Ρόζα Γαρδέρη, Γραµµατέα του Τοµέα Στατιστικής και Επιχειρησιακής Έρευνας του 
Τµήµατος Μαθηµατικών του Πανεπιστηµίου Αθηνών, για την άψογη δακτυλογράφηση, 
καθώς επίσης και προς τον κο Αλκαίο Σουγιούλ, Μεταπτυχιακό φοιτητή του Τµήµατος, για 
την επιµέλεια του Εξωφύλλου και την πολύτιµη βοήθειά του σε ποικίλα τεχνικά θέµατα. 
      Εξυπακούεται ότι παρατηρήσεις και υποδείξεις για βελτίωση των σηµειώσεων είναι 
ευπρόσδεκτες (και επιθυµητές) από τους συναδέλφους και από όλους τους αναγνώστες.  
 
 
Αθήνα, Ιούνιος 2003 
 
 

   Χ. ∆αµιανού, Ν. Παπαδάτος, Χ.Α. Χαραλαµπίδης 
       Τµήµα Μαθηµατικών Πανεπιστηµίου Αθηνών 
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ΠΙΘΑΝΟΤΗΤΕΣ 
 



 
 
ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1 
 
 
Η ΕΝΝΟΙΑ ΤΗΣ ΠΙΘΑΝΟΤΗΤΑΣ  
ΚΑΙ ΒΑΣΙΚΕΣ Ι∆ΙΟΤΗΤΕΣ ΤΗΣ 
 
 
 
 
1. ΕΙΣΑΓΩΓΙΚΑ 
 
 H Θεωρία των Πιθανοτήτων έχει ως αντικείµενο τη µελέτη µαθηµατικών 
υποδειγµάτων (προτύπων ή µοντέλων) γνωστών ως στοχαστικών υποδειγµάτων τα 
οποία χρησιµοποιούνται για την περιγραφή των στοχαστικών (ή τυχαίων) πειραµάτων 
(ή φαινοµένων). Βασικό χαρακτηριστικό των πειραµάτων αυτών είναι ότι οι 
συνθήκες κάτω από τις οποίες πραγµατοποιούνται δεν προκαθορίζουν το αποτέλεσµα 
αλλά µόνο το σύνολο των δυνατών αποτελεσµάτων. Στην αδυναµία προκαθορισµού 
του αποτελέσµατος έγκειται το στοιχείο της τυχαιότητας. Έτσι η ρίψη ενός 
νοµίσµατος ή ενός κύβου και η παρατήρηση του αποτελέσµατος, όπως και η 
παρατήρηση του φύλου νεογέννητου σε µία σειρά γεννήσεων αποτελούν στοχαστικά 
(τυχαία) πειράµατα (ή φαινόµενα). 
 Όταν οι συνθήκες κάτω από τις οποίες πραγµατοποιείται ένα πείραµα ή 
εµφανίζεται ένα φαινόµενο καθορίζουν το αποτέλεσµα, το πείραµα ή το φαινόµενο 
είναι γνωστό ως αιτιοκρατικό (ή προσδιοριστικό). Για την περιγραφή τούτων αρκούν 
τα αιτιοκρατικά (ή προσδιοριστικά) µαθηµατικά υποδείγµατα (πρότυπα ή µοντέλα) τα 
οποία αποτελούν το αντικείµενο της µελέτης άλλων κλάδων της επιστήµης. Οι νόµοι 
της βαρύτητας που περιγράφουν την πτώση ενός σώµατος αποτελούν ένα τέτοιο 
µαθηµατικό υπόδειγµα (µοντέλο). 
 
2. ∆ΕΙΓΜΑΤΙΚΟΣ ΧΩΡΟΣ ΚΑΙ ΕΝ∆ΕΧΟΜΕΝΑ 
 

Ας θεωρήσουµε ένα στοχαστικό (τυχαίο) πείραµα (ή φαινόµενο) ή πείραµα τύχης. 
Όπως έχουµε ήδη σηµειώσει στην εισαγωγή, οι συνθήκες κάτω από τις οποίες 
πραγµατοποιείται δεν προκαθορίζουν το αποτέλεσµά του αλλά µόνο το σύνολο των 
δυνατών αποτελεσµάτων του. Παραδείγµατα τέτοιων πειραµάτων µε τα δυνατά 
αποτελέσµατα (∆.Α.) που µπορεί να προκύψουν είναι: 
 α) Η ρίψη ενός νοµίσµατος µία φορά: 

∆.Α.:   κεφαλή )(κ ,   γράµµατα )(γ . 
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 β) Η ρίψη ενός ζαριού και η παρατήρηση της ένδειξης της άνω έδρας του 

∆.Α.:   6,5,4,3,2,1 . 

γ) Η διαδοχική ρίψη ενός νοµίσµατος µέχρι να εµφανιστεί η ένδειξη κεφαλή )(κ  

∆.Α.:   ...,,,, γγγκγγκγκκ . 

δ) Η (ταυτόχρονη) ρίψη δύο ζαριών 

).6,6(...,),2,6(),1,6(
............

),6,2(...,),2,2(),1,2(
),6,1(...,),2,1(1),(1,:∆.Α.

 

ε) Η επιλογή ν αντικειµένων από µία παραγωγική διαδικασία και ο προσδιορισµός 
του αριθµού των ελαττωµατικών αντικειµένων 

∆.Α.:   v...,,2,1,0 . 

στ) Ο αριθµός των εκπεµποµένων σωµατιδίων από µία (τυχαία επιλεγόµενη) 
ραδιενεργό πηγή σε συγκεκριµένο χρονικό διάστηµα 

∆.Α.:   ...,2,1,0 . 

ζ) Ο χρόνος λειτουργίας ενός λαµπτήρα φωτισµού που επιλέγεται τυχαία από ένα 
σύνολο λαµπτήρων. 

∆.Α.:  Κάθε µη αρνητικός πραγµατικός αριθµός. 

Σχετικά σηµειώνουµε ότι: 
Σύνολο καλείται µία καλώς ορισµένη συλλογή διακεκριµένων στοιχείων. Τα 

σύνολα συµβολίζουµε µε τα κεφαλαία γράµµατα του αλφαβήτου µε δείκτες ή χωρίς 
δείκτες και τα στοιχεία που τα αποτελούν µε τα µικρά (πεζά) γράµατα. Το γεγονός ότι 
το στοιχείο α ανήκει στο σύνολο Α σηµειώνουµε µε Aα∈ , ενώ το γεγονός ότι το 
στοιχείο α δεν ανήκει στο σύνολο Α σηµειώνουµε µε Aα∉ . Ένα σύνολο Α καλείται 
υποσύνολο ενός συνόλου Β αν και µόνο αν κάθε στοιχείο του Α είναι και στοιχείο του 
Β. Το γεγονός αυτό συµβολίζεται µε BA ⊆ . Αν BA ⊆  και υπάρχει στοιχείο του Β 
που δεν ανήκει στο Α, τότε το Α καλείται γνήσιο υποσύνολο του Β. Για την 
περίπτωση αυτή χρησιµοποιείται ο συµβολισµός BA ⊂ . 

Το BA ⊆  δεν αποκλείει και το AB ⊆ . Στην περίπτωση που ισχύουν και οι δύο 
αυτές σχέσεις τα σύνολα Α και Β αποτελούνται από τα ίδια στοιχεία και καλούνται 
ίσα και τούτο συµβολίζεται µε BA = . 

Μετά την εισαγωγή των εννοιών αυτών θέτουµε τον ακόλουθο ορισµό. 
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Ορισµός 2.1. ∆ειγµατικός χώρος (δ.χ.) Ω ενός στοχαστικού (ή τυχαίου) πειράµατος (ή 
φαινοµένου) καλείται το σύνολο των δυνατών αποτελεσµάτων του. Ένα στοιχείο ω του 
δειγµατικού χώρου Ω καλείται δειγµατικό σηµείο. 

 Ας σηµειωθεί ότι σε ένα στοχαστικό πείραµα είναι δυνατό, ανάλογα µε τον 
καθορισµό των δυνατών αποτελεσµάτων, να ορισθούν περισσότερα από ένα σύνολα 
δυνατών αποτελεσµάτων. Στην περίπτωση αυτή ανάλογα µε τις απαιτήσεις του 
συγκεκριµένου προβλήµατος λαµβάνεται το καταλληλότερο απ’ αυτά ως δειγµατικός 
χώρος. Πολλά παράδοξα έχουν προκύψει από τη µη κατάλληλη επιλογή δειγµατικού 
χώρου. Το σηµείο αυτό διευκρινίζεται περισσότερο στα παραδείγµατα. Σηµειώνουµε 
ακόµη ότι ο δειγµατικός χώρος Ω ενός στοχαστικού πειράµατος είναι είτε 
πεπερασµένος: }...,,,{ 21 NωωωΩ =  είτε αριθµησίµως άπειρος: ...},,{ 21 ωωΩ =  είτε 

µη αριθµήσιµος. Στις δύο πρώτες περιπτώσεις ο δειγµατικός χώρος Ω καλείται γενικά 
διακριτός (ή απαριθµητός ή αριθµήσιµος) και στην τρίτη περίπτωση µη αριθµήσιµος ή 
υπεραριθµήσιµος (στην ειδική περίπτωση που ο δειγµατικός χώρος αποτελείται από 
όλα τα σηµεία ενός διαστήµατος ή µιας ευθείας (και άρα είναι υπεραριθµήσιµος) 
καλείται συνεχής). 
 Έτσι, ο δειγµατικός χώρος για καθένα από τα παραπάνω πειράµατα τύχης είναι: 

 α) },{ γκΩ =  

 β) }6,5,4,3,2,1{=Ω  

 γ) ...},,,{ γγκγκκΩ =  

 δ) )}6,6(...,),2,1(),1,1{(=Ω  

 ε) }...,,2,1,0{ νΩ =  

στ) ...},2,1,0{=Ω  

 ζ) ),0[}0:{ +∞=≥= ttΩ . 

 Όπως µπορούµε να διαπιστώσουµε από τα παραπάνω παραδείγµατα (α), (β), (δ) 
και (ε) οι αντίστοιχοι δειγµατικοί χώροι είναι πεπερασµένοι. Στα παραδείγµατα όµως 
(γ) και (στ) ο δειγµατικός χώρος Ω είναι της µορφής 

...},,,{ 321 ωωωΩ =  

δηλαδή απειροσύνολο αλλά αριθµήσιµο σύνολο που στην ουσία αντιµετωπίζεται 
κατά τον ίδιο τρόπο όπως και οι πεπερασµένοι δειγµατικοί χώροι. Υπάρχουν όµως 
και πειράµατα στα οποία ο δειγµατικός χώρος είναι µη αριθµήσιµος, όπως το (ζ) όπου 
ο δ.χ. είναι το σύνολο ),0[ ∞=Ω  αφού όλοι οι χρόνοι 0≥ω  µπορούν να θεωρηθούν 

ως απλά ενδεχόµενα (δυνατά αποτελέσµατα). Το ίδιο συµβαίνει όταν µελετάµε το 
χρόνο (σε δευτερόλεπτα) που θα χρειαστεί ένας αθλητής να τρέξει µια απόσταση, το 
ύψος (σε mm) της βροχόπτωσης σε µία περιοχή σε δεδοµένη χρονική περίοδο κ.ά., 
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αφού σε όλες αυτές τις περιπτώσεις οι δ.χ. είναι συνεχείς και άρα υπεραριθµήσιµοι 
(µη αριθµήσιµοι). 

Ορισµός 2.2. Έστω Ω ο δειγµατικός χώρος ενός στοχαστικού πειράµατος. Ένα 
υποσύνολο Α του Ω καλείται ενδεχόµενο (ως προς το δειγµατικό χώρο Ω). Ειδικά ο 
δειγµατικός χώρος Ω καλείται βέβαιο ενδεχόµενο και το κενό σύνολο ∅  καλείται 
αδύνατο ενδεχόµενο. 

 ΄Ενα ενδεχόµενο }{ωΑ = , που περιέχει ένα µόνο στοιχείο ω του δειγµατικού 

χώρου Ω, καλείται απλό ή στοιχειώδες ενδεχόµενο ενώ ένα ενδεχόµενο που περιέχει 
περισσότερα από ένα στοιχεία του δειγµατικού χώρου καλείται σύνθετο ενδεχόµενο. 
 Σε µία εκτέλεση ενός στοχαστικού πειράµατος µε δειγµατικό χώρο Ω ένα 
ενδεχόµενο Α πραγµατοποιείται αν και µόνο αν το αποτέλεσµα της εκτέλεσης του 
πειράµατος αυτού είναι στοιχείο ω που ανήκει στο Α. 

 Ενδιαφέρον, τόσο από θεωρητική άποψη όσο και από άποψη εφαρµογών, 
παρουσιάζουν ενδεχόµενα τα οποία προκύπτουν µετά από συνολοθεωρητικές πράξεις 
µεταξύ ενδεχοµένων. Τα βασικότερα από τα ενδεχόµενα αυτά είναι τα ακόλουθα. 
 Η ένωση δύο ενδεχοµένων (συνόλων) Α και Β (ως προς ένα δειγµατικό χώρο Ω) 
είναι το ενδεχόµενο  

AωΩωBA ∈∈=∪ :{  ή }Bω∈ , 

της πραγµατοποίησης ενός τουλάχιστον από τα ενδεχόµενα Α και Β. Γενικότερα, η 
ένωση των ενδεχοµένων νAAA ...,,, 21  είναι το ενδεχόµενο  

jAωΩωAAA ∈∈=∪∪∪ :{21 νL  για έναν τουλάχιστο δείκτη }...,,2,1 ν=j , 

της πραγµατοποίησης ενός τουλάχιστον από τα ν ενδεχόµενα νAAA ...,,, 21 . 

Περαιτέρω, η ένωση των ενδεχοµένων ...,...,,, 21 νAAA  είναι το ενδεχόµενο 

jAωΩωAAA ∈∈=∪∪∪∪ :{21 LL ν  για έναν τουλάχιστο δείκτη ...},2,1=j , 

της πραγµατοποίησης ενός τουλάχιστον από τα ενδεχόµενα ...,...,,, 21 νAAA . 

 Η τοµή δύο ενδεχοµένων (συνόλων) Α και Β (ως προς ένα δειγµατικό χώρο Ω) 
είναι το ενδεχόµενο  

AωΩωΑΒΒΑ ∈∈=≡∩ :{  και }Bω∈ , 

της πραγµατοποίησης και των δύο ενδεχοµένων Α και Β. Γενικότερα, η τοµή των 
ενδεχοµένων νAAA ...,,, 21  είναι το ενδεχόµενο  

νν ΑΑΑΑΑΑ LL 2121 ≡∩∩∩  

 jAωΩω ∈∈= :{  για όλους τους δείκτες }...,,2,1 ν=j , 
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της πραγµατοποίησης και των ν ενδεχοµένων νAAA ...,,, 21 . Περαιτέρω, η τοµή των 

ενδεχοµένων ...,...,,, 21 νAAA  είναι το ενδεχόµενο 

       LLLL νν ΑΑΑΑΑΑ 2121 ≡∩∩∩∩  

            jAωΩω ∈∈= :{  για όλους τους δείκτες }...,2,1=j , 

της πραγµατοποίησης όλων των ενδεχοµένων ...,...,,, 21 νAAA . 

Αν η τοµή των ενδεχοµένων Α και Β είναι το αδύνατο ενδεχόµενο, ∅=∩ ΒΑ , 
τότε τα Α και Β καλούνται ξένα ή αµοιβαίως αποκλειόµενα (ή ασυµβίβαστα) 
ενδεχόµενα.  
 Το συµπλήρωµα ενός ενδεχοµένου Α (ως προς ένα δειγµατικό χώρο Ω) είναι το 
ενδεχόµενο  

}:{ AωΩωA ∉∈=′  , 

της µη πραγµατοποίησης του ενδεχοµένου Α. Το ενδεχόµενο A′  καλείται αντίθετο 
του ενδεχοµένου Α. 
 Η διαφορά του ενδεχοµένου Β από το ενδεχόµενο Α (ως προς ένα δειγµατικό 
χώρο Ω) είναι το ενδεχόµενο  

AωΩωBA ∈∈=− :{  και }Bω∉  , 

της πραγµατοποίησης του ενδεχοµένου Α και της µη πραγµατοποίησης του 
ενδεχοµένου Β. Σηµειώνουµε ότι BABA ′∩=− . 

 Σχηµατικά διαγράµµατα είναι συχνά χρήσιµα για την εποπτική παράσταση 
σχέσεων µεταξύ συνόλων (ενδεχοµένων). Τέτοια διαγράµµατα είναι τα γνωστά ως 
διαγράµµατα του Venn στα οποία το καθολικό σύνολο (δειγµατικός χώρος) Ω 
ορίζεται από µία περιοχή του επιπέδου που περικλείει τα στοιχεία του, τα οποία 
ορίζονται από γεωµετρικά σηµεία του επιπέδου αυτού. Τα υποσύνολα του Ω 
ορίζονται από υποπεριοχές του. Στα διαγράµµατα Venn των Σχηµάτων 2.1-2.4 
δίδονται σκιασµένα τα σύνολα BA∪ , BA∩ , ΑΩA −=′  και BA −  αντίστοιχα. 

 Το καρτεσιανό γινόµενο αποτελεί µία συνολοθεωρητική κατασκευή χρήσιµη 
τόσο στην έκφραση του δειγµατικού χώρου συνθέτου τυχαίου πειράµατος, το οποίο 
συντίθεται από ακολουθίες απλών τυχαίων πειραµάτων ή δοκιµών απλού τυχαίου 
πειράµατος, όσο και ενδεχοµένων ως προς αυτόν. Έστω 1Ω  και 2Ω  δύο σύνολα. Το 

καρτεσιανό γινόµενο των 1Ω  και 2Ω , συµβολιζόµενο µε 21 ΩΩ × , είναι το σύνολο των 

διατεταγµένων ζευγών στα οποία η πρώτη συνιστώσα είναι στοιχείο του 1Ω  και η 

δεύτερη συνιστώσα είναι στοιχείο του 2Ω , δηλαδή 

}`,:),{ 22112121 ΩωΩωω(ωΩΩ ∈∈=× . 
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Ο ορισµός αυτός επεκτείνεται και για ν σύνολα νΩΩΩ ...,,, 21  ως εξής: 

}...,,,:)...,,,{( 22112121 νννν ΩωΩωΩωωωωΩΩΩ ∈∈∈=××× L . 

Ειδικά αν ΩΩΩΩ ν ≡=== L21  το καρτεσιανό γινόµενο συµβολίζεται µε νΩ . 

Ω

Α Β

Ω

A B

 

      Σχήµα 2.1: BA∪                             Σχήµα 2.2: BA∩  

A΄

Ω

Α

Ω

Α Β

 

 Σχήµα 2.3: A′                                   Σχήµα 2.4: BA −  

Παράδειγµα 2.1. (α) Ας θεωρήσουµε το στοχαστικό (τυχαίο) πείραµα της ρίψης ενός 
νοµίσµατος. Ο δειγµατικός χώρος του στοχαστικού  αυτού πειράµατος είναι το 
σύνολο 

},{ κγ=Ω , 

όπου σηµειώνεται µε γ η όψη γράµµατα και µε κ η όψη κεφαλή (ή κορώνα). Τα 
υποσύνολα του Ω 

}{γ=Α  και }{κ=Β  

είναι τα στοιχειώδη ενδεχόµενα εµφάνισης της όψης γράµµατα και κεφαλή 
αντίστοιχα. 
 (β) Ας θεωρήσουµε τώρα το στοχαστικό (τυχαίο) πείραµα µιας ακολουθίας 2 
ρίψεων ενός νοµίσµατος. Τούτο είναι ένα σύνθετο στοχαστικό πείραµα συντιθέµενο 
από 2 δοκιµές του απλού στοχαστικού πειράµατος της ρίψης ενός νοµίσµατος. 
Οποιοδήποτε αποτέλεσµα των 2 ρίψεων δύναται να παρασταθεί από ένα 
διατεταγµένο ζεύγος του οποίου το πρώτο στοιχείο είναι το αποτέλεσµα της πρώτης 
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ρίψης και το δεύτερο στοιχείο το αποτέλεσµα της δεύτερης ρίψης. Έτσι ο δειγµατικός 
χώρος του σύνθετου στοχαστικού πειράµατος είναι το σύνολο 

)},(),,(),,(),,{(2 κκγκκγγγ=Ω . 

Σηµειώνουµε ότι το 2Ω  είναι το καρτεσιανό γινόµενο του },{ κγ=Ω  µε τον εαυτό 

του. Τα υποσύνολα του 2Ω , 

)},{(0 γγ=Α , )},(),,{(1 γκκγ=Α  και )},{(2 κκ=Α  

είναι τα ενδεχόµενα εµφάνισης 0, 1 και 2 φορές της όψης κεφαλή, αντίστοιχα. 

Παράδειγµα 2.2. Ας θεωρήσουµε το στοχαστικό (τυχαίο) πείραµα της ρίψης ενός 
κύβου. Καταγράφοντας την ένδειξη της επάνω έδρας του κύβου ο δειγµατικός χώρος 
του στοχαστικού αυτού πειράµατος είναι το σύνολο 

}6,5,4,3,2,1{=Ω . 

Τα σύνολα 

}1{1 =Α , }2{2 =Α , }3{3 =Α , }4{4 =Α , }5{5 =Α  και }6{6 =Α  

είναι τα στοιχειώδη ενδεχόµενα της εµφάνισης του αριθµού 5,4,3,2,1  και 6 

αντίστοιχα, ενώ τα σύνολα 

}1{1 =Β , }2,1{2 =B , }3,2,1{3 =B , }4,3,2,1{4 =B ,  

}5,4,3,2,1{5 =B  και }6,5,4,3,2,1{6 =B  

είναι τα ενδεχόµενα εµφάνισης αριθµού µικροτέρου ή ίσου του 5,4,3,2,1  και 6 

αντίστοιχα. Ας σηµειωθεί ότι 

11 AB = , 212 AAB ∪= , 3213 AAAB ∪∪= , 43214 AAAAB ∪∪∪= , 

543215 AAAAAB ∪∪∪∪= , ΩB =6 . 

Παράδειγµα 2.3. Ας θεωρήσουµε µία σειρά 3 γεννήσεων σ’ ένα µαιευτήριο των 
Αθηνών. Καταγράφοντας κατά σειρά γέννησης το φύλο των νεογέννητων ο 
δειγµατικός χώρος είναι το σύνολο 

)},,(),,,(),,,(),,,(),,,(),,,(),,,(),,,{( ααααακακακααακκκακκκακκκΩ = , 

όπου σηµειώνεται µε α η γέννηση αγοριού και µε κ η γέννηση κοριτσιού. Τα 
ενδεχόµενα 0Α , 1Α , 2Α  και 3Α  της γέννησης 0, 1, 2 και 3 αγοριών, αντίστοιχα, 

περιλαµβάνουν τα εξής δειγµατικά σηµεία: 

)},,{(0 κκκΑ = , )},,(),,,(),,,{(1 ακκκακκκαΑ =  
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)},,(),,,(),,,{(2 αακακακααΑ = , )},,{(3 αααΑ = , 

ενώ το ενδεχόµενο Β της γέννησης ενός τουλάχιστο αγοριού περιλαµβάνει τα εξής 
δειγµατικά σηµεία 

)},,(),,,(),,,(),,,(),,,(),,,(),,,{( ααααακακακααακκκακκκαΒ =  

και είναι 

0321 AΑΑΑΒ ′=∪∪= . 

Το συµπληρωµατικό (αντίθετο) του ενδεχοµένου Β είναι το ενδεχόµενο Β′  της 
γέννησης 3 κοριτσιών και περιλαµβάνει το σηµείο 

0)},,{( AκκκΒ ==′ . 

Παράδειγµα 2.4. Μέτρο του φόρτου εργασίας σε ένα τηλεφωνικό κέντρο παροχής 
πληροφοριών αποτελεί τόσο ο αριθµός των τηλεφωνικών κλήσεων που φθάνουν σ’ 
αυτό στη διάρκεια ενός ορισµένου χρονικού διαστήµατος, όσο και ο χρόνος που 
µεσολαβεί µεταξύ διαδοχικών τηλεφωνικών κλήσεων. 

 (α) Καταγράφοντας τον αριθµό των τηλεφωνικών κλήσεων, το σύνολο των 
δυνατών αποτελεσµάτων, το οποίο αποτελεί το δειγµατικό χώρο, είναι το 

}...,,2,1,0{1 ΝΩ = . 

Το ενδεχόµενο µιας τουλάχιστο τηλεφωνικής κλήσης είναι το υποσύνολο Α του 1Ω  

µε 

}...,,2,1{ ΝΑ = . 

Το συµπληρωµατικό (αντίθετο) του ενδεχοµένου Α είναι το ενδεχόµενο Α′ , καµµιάς 
τηλεφωνικής κλήσης, το οποίο περιλαµβάνει ένα µόνο σηµείο: 

}0{=′Α . 

Σηµειώνουµε ότι στην περίπτωση που ο µέγιστος αριθµός των τηλεφωνικών κλήσεων 
Ν είναι πρακτικά πολύ µεγάλος, λαµβάνεται θεωρητικά ίσος µε ∞ . 

 (β) Καταγράφοντας το χρόνο µεταξύ διαδοχικών τηλεφωνικών κλήσεων, το 
σύνολο των δυνατών αποτελεσµάτων, το οποίο αποτελεί το δειγµατικό χώρο είναι το 
διάστηµα 

}0:{2 θtRtΩ <<∈= , 

όπου ο µέγιστος χρόνος θ είναι ένας θετικός αριθµός. Το ενδεχόµενο Α ο χρόνος 
µεταξύ διαδοχικών τηλεφωνικών κλήσεων να ξεπεράσει τα α δευτερόλεπτα είναι το 

}:{ θtαRtΑ <<∈= . 
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 Σηµειώνουµε ότι ο δειγµατικός χώρος 1Ω  είναι πεπερασµένος. Στην περίπτωση 

που το Ν αντικατασταθεί από το ∞ , ο δειγµατικός χώρος καθίσταται αριθµησίµως 
άπειρος. Ο δειγµατικός χώρος 2Ω  είναι υπεραριθµήσιµος και ειδικότερα συνεχής. 

Παράδειγµα 2.5. Από µία παραγωγική διαδικασία λαµβάνουµε διαδοχικά ένα 
αντικείµενο (προϊόν) και εξετάζεται ως προς την ποιότητά του, αν βρίσκεται δηλαδή 
εντός των προδιαγραφών )(κ  ή είναι ελαττωµατικό )(ε . Αν η παραγωγική 

διαδικασία διακόπτεται µε την εµφάνιση του πρώτου ελαττωµατικού αντικειµένου, 
τότε ο δειγµατικός χώρος του στοχαστικού (τυχαίου) πειράµατος είναι 

...},,,,{ κκκεκκεκεεΩ = . 

Σηµειώνουµε ότι ο δειγµατικός χώρος Ω είναι αριθµήσιµος. 

α) Το ενδεχόµενο να χρειαστούν ακριβώς 4 δοκιµές µέχρι να διακοπεί η 
παραγωγική διαδικασία είναι το 

}{κκκεA =  

β) Το ενδεχόµενο να χρειαστούν τουλάχιστον 4 δοκιµές µέχρι να διακοπεί η 
παραγωγική διαδικασία είναι το 

...},,{ κκκκεκκκεΒ =  

γ) Το ενδεχόµενο να χρειαστούν το πολύ 4 δοκιµές µέχρι να διακοπεί η παραγωγική 
διαδικασία είναι το 

},,,{ κκκεκκεκεεΓ = . 

Παράδειγµα 2.6. (α) Ποµπός εκπέµπει κωδικοποιηµένο ψηφιακό σήµα, το οποίο 
λαµβάνεται µε τη συµβολική µορφή 0 και 1. Αν υποθέσουµε ότι ο δέκτης πρόκειται 
να λάβει µία «λέξη» τριών ψηφίων, τότε ο δειγµατικός χώρος του πειράµατος είναι 

}111,110,101,011,100,010,001,000{1 =Ω , 

(αξιοσηµείωτη είναι η αναλογία του δ.χ. 1Ω  µε τον δ.χ. Ω του Παραδείγµατος 2.3). 

 (β) ∆ύο άτοµα προσέρχονται για αιµοδοσία σε µονάδα αιµοληψίας του Κ.Α.Τ. 
Ως γνωστόν οι οµάδες αίµατος είναι οι εξής 4: Α, Β, Ο και AB . Επειδή τα 
συγκεκριµένα άτοµα θεωρούνται ως τυχαία επιλεγµένα από τον πληθυσµό, ο 
δειγµατικός χώρος µπορεί να θεωρηθεί ως το σύνολο 

),(),,(),,(),,(),,(),,(),,(),,(),,(),,{(2 ΒΟΑΟΑΒΒΟΒΒΒΑΒΑΒΑΟΑΒΑΑΑΩ = , 

        )},(),,(),,(),,(),,(),,( ΑΒΑΒΟΑΒΒΑΒΑΑΒΑΒΟΟΟ , 

όπου π.χ. το στοιχείο ),( ΑΒ  σηµαίνει ότι ο πρώτος δότης έχει οµάδα αίµατος Β και ο 

δεύτερος Α. 
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3. ΚΛΑΣΙΚΗ ΠΙΘΑΝΟΤΗΤΑ 

 Ο κλασικός ορισµός της πιθανότητας διατυπώθηκε αρχικά από τον De Moivre 
(1711). O ορισµός αυτός εξυπηρετούσε την περιγραφή «απλών» τυχαίων 
πειραµάτων, τα οποία παρουσιάζουν µία εγγενή συµµετρία (ρίψη συνήθους 
νοµίσµατος ή ζαριού, γέννηση αγοριού – κοριτσιού κ.λ.π.) και διατυπώνεται ως εξής: 
 Η πιθανότητα της πραγµατοποίησης ενός ενδεχοµένου είναι το πηλίκο µε αριθµητή 
τον αριθµό των περιπτώσεων ευνοϊκών για την πραγµατοποίηση του ενδεχοµένου 
τούτου και παρονοµαστή το συνολικό αριθµό των περιπτώσεων, µε την προϋπόθεση ότι 
όλες οι περιπτώσεις είναι εξίσου πιθανές (ισοπίθανες). 
 Η συνθήκη του ισοπιθάνου των περιπτώσεων είναι αναγκαία γιατί διαφορετικά 
θεωρώντας τις περιπτώσεις της πραγµατοποίησης και της µη πραγµατοποίησης 
ενδεχοµένου θα καταλήγαµε στο συµπέρασµα ότι η πιθανότητα οποιουδήποτε 
ενδεχοµένου είναι ίση µε 1/2. Το συµπέρασµα τούτο δεν ισχύει γενικά επειδή οι δύο 
αυτές περιπτώσεις δεν είναι πάντοτε εξίσου πιθανές. Η έννοια των εξίσου πιθανών 
(ισοπιθάνων) περιπτώσεων είναι απαραίτητο να ορισθεί ανεξάρτητα από την έννοια 
της πιθανότητας γιατί διαφορετικά ο κλασικός αυτός ορισµός θα οδηγούσε σε φαύλο 
κύκλο. Σηµειώνουµε ότι ο κλασικός αυτός ορισµός της πιθανότητας αφορά 
αναγκαστικά πεπερασµένους δειγµατικούς χώρους, οι οποίοι επιπροσθέτως 
παρουσιάζουν µία εγγενή συµµετρία ως προς τα δειγµατικά τους σηµεία (δυνατά 
αποτελέσµατα). 
 Η θεµελίωση του Λογισµού των Πιθανοτήτων µε βάση τον κλασικό ορισµό της 
πιθανότητας αποδίδεται στον Laplace (1812). Αξίζει να παρουσιάσουµε τις 
σηµαντικότερες ιδιότητες της κλασικής πιθανότητας, οι οποίες και ενέπνευσαν την 
κατάλληλη επέκταση της τόσο σε πεπερασµένους δειγµατικούς χώρους µε µη 
ισοπίθανα δειγµατικά σηµεία (περιπτώσεις) όσο και γενικότερα σε αριθµήσιµους ή 
µη αριθµήσιµους δειγµατικούς χώρους. 
 Ας θεωρήσουµε έναν πεπερασµένο δειγµατικό χώρο Ω του οποίου τα στοιχεία 
(δειγµατικά σηµεία, περιπτώσεις), είναι εξίσου πιθανά (ισοπίθανα) και ένα 
οποιοδήποτε ενδεχόµενο Α (ως προς το δειγµατικό χώρο Ω). Η πιθανότητα του Α, 
συµβολιζοµένη µε )(AP , δίδεται από τη σχέση 

N
ANAP )()( =                                                   (3.1) 

όπου )(AN  είναι ο αριθµός των στοιχείων του ενδεχοµένου Α και )(ΩNN ≡  είναι ο 

αριθµός των στοιχείων του δειγµατικού χώρου Ω. Η συνάρτηση )(AP  η οποία σε 

κάθε ενδεχόµενο Α (στον Ω) αντιστοιχεί τον αριθµό (3.1) είναι 
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 (α) µη αρνητική : 0)( ≥AP  για κάθε ενδεχόµενο ΩA ⊆ , 

 (β) νορµαλισµένη : 1)( =ΩP , 

(γ) προσθετική : )()()( BPAPBAP +=∪  για οποιαδήποτε ξένα (αµοιβαίως 

αποκλειόµενα) ενδεχόµενα Α και ΩB ⊆ . 

Οι ιδιότητες αυτές προκύπτουν άµεσα από τον ορισµό (3.1) και τις αντίστοιχες 
ιδιότητες: 0)( ≥AN  για κάθε σύνολο Α και )()()( BNANBAN +=∪  για ξένα 

µεταξύ τους σύνολα Α και Β, του αριθµού των στοιχείων πεπερασµένου συνόλου. 
Σηµειώνουµε ότι από την προσθετική ιδιότητα συνάγεται επαγωγικά η σχέση 

)()()()( 2121 νν APAPAPAAAP +++=∪∪∪ LL                     (3.2) 

για κατά ζεύγη ξένα (αµοιβαίως αποκλειόµενα, ασυµβίβαστα) ενδεχόµενα 
ΩAAA ⊆ν...,,, 21 . Άµεσα συνάγονται από τον ορισµό (3.1) η σχέση 

1)( ≤AP  για κάθε ενδεχόµενο ΩΑ⊆ . 

όπως και η σχέση 

0)( =∅P . 

 Επίσης, αν νΩΩΩΩ ×××= L21  και νAAΑΑ ×××= L21  µε ii ΩA ⊆  και 

)(/)()( iii ΩNANAP = , ν...,,2,1=i , τότε 

)()()()( 21 νAPAPAPAP L= .                                    (3.3) 

 Επέκταση της κλασικής πιθανότητας στην περίπτωση που ο δειγµατικός χώρος 
είναι συνεχής (µη αριθµήσιµος) αποτελεί η γεωµετρική πιθανότητα που ορίζεται ως 
εξής: Ας θεωρήσουµε ένα µη αριθµήσιµο δειγµατικό χώρο Ω οριζόµενο από µία 
περιοχή του (µονοδιαστάτου ή διδιαστάτου ή τριδιαστάτου) χώρου στην οποία 
οποιεσδήποτε στοιχειώδεις περιοχές είναι εξίσου πιθανές (ισοπίθανες) και ένα 
οποιοδήποτε ενδεχόµενο Α οριζόµενο από µία περιοχή του δειγµατικού χώρου Ω. Η 
πιθανότητα του Α δίδεται από τη σχέση 

)(
)()(

Ωµ
AµAP = ,                                                  (3.4) 

όπου )(Αµ  και )(Ωµ  είναι το µέτρο (µήκος ή εµβαδόν ή όγκος) των περιοχών Α  και 

Ω  αντίστοιχα. Η πιθανότητα (3.4), όπως εύκολα µπορεί να διαπιστωθεί, έχει 
αντίστοιχες ιδιότητες µε την πιθανότητα (3.1). 
Παράδειγµα 3.1. Ας θεωρήσουµε µία ακολουθία δύο ρίψεων ενός συνήθους 
νοµίσµατος και το ενδεχόµενο jA  της εµφάνισης σ’ αυτή j  φορές της όψης κεφαλή, 

.2,1,0=j  Να υπολογιστούν οι πιθανότητες )( jAP , .2,1,0=j  
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 Παρατηρούµε ότι ο δειγµατικός χώρος του απλού τυχαίου πειράµατος της ρίψης 
ενός συνήθους (συµµετρικού) νοµίσµατος είναι το σύνολο 
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},{ κγΩ = . 

Τα δειγµατικά σηµεία, λόγω της συµµετρίας του νοµίσµατος, είναι ισοπίθανα: 

2
1})({})({ == κPγP . 

 Περαιτέρω, ο δειγµατικός χώρος του συνθέτου τυχαίου πειράµατος µιας 
ακολουθίας 2 ρίψεων ενός νοµίσµατος είναι το σύνολο 

)},(),,(),,(),,{(2 κκγκκγγγΩ = , 

το οποίο είναι το καρτεσιανό γινόµενο του },{ κγ=Ω  µε τον εαυτό του. Σύµφωνα µε 

την (3.3) τα 4 δειγµατικά σηµεία είναι ισοπίθανα: 

4
1

2
1

2
1})({})({)}),({( =⋅== γPγPγγP , 

4
1

2
1

2
1})({})({)}),({( =⋅== κPγPκγP , 

4
1

2
1

2
1})({})({)}),({( =⋅== γPκPγκP , 

4
1

2
1

2
1})({})({)}),({( =⋅== κPκPκκP . 

Εποµένως, εφαρµόζοντας τον κλασικό ορισµό της πιθανότητας (3.1) και επειδή 

)},{(0 γγΑ = , )},(),,{(1 γκκγΑ = , )},{(2 κκΑ = , 

συνάγουµε τις πιθανότητες 

4
1)( 0 =AP , 

2
1)( 1 =AP , 

4
1)( 2 =AP . 

Παράδειγµα 3.2. Έστω ότι ένα νόµισµα διαµέτρου r τοποθετείται τυχαία πάνω σε 
ορθογώνιο τραπέζι το οποίο είναι χωρισµένο σε Ν ορθογώνια µε πλευρές α και β, 
όπου βα ≤  και αr < . Να υπολογισθεί η πιθανότητα όπως το νόµισµα τοποθετηθεί 

στο εσωτερικό ορθογωνίου. 

 Ο δειγµατικός χώρος Ω είναι το ορθογώνιο τραπέζι µε εµβαδό 

αβΝΩµ =)( . 

Για τον καθορισµό της περιοχής του τραπεζιού η οποία ορίζεται από το ενδεχόµενο 
Α, όπως το νόµισµα τοποθετηθεί στο εσωτερικό ορθογωνίου, ας θεωρήσουµε ένα 
ορθογώνιο ΑΒΓ∆  µε πλευρές α και β, όπου βα ≤  και ένα δεύτερο ορθογώνιο 

ΕΖΗΘ  κείµενο στο εσωτερικό του πρώτου ορθογωνίου µε πλευρές παράλληλες στις 
πλευρές αυτού και σε απόσταση 2/r  απ’ αυτές (βλ. Σχήµα 3.1). Ένα νόµισµα 
διαµέτρου r κείται στο εσωτερικό του ορθογωνίου ΑΒΓ∆  αν και µόνο αν το κέντρο 
Ο του νοµίσµατος κείται στο εσωτερικό του ορθογωνίου ΕΖΗΘ . Το εµβαδό του 
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ορθογωνίου ΕΖΗΘ  είναι ))(( rβrα −− . Η περιοχή του τραπεζιού η οποία ορίζεται 

από το ενδεχόµενο Α είναι η ένωση Ν τέτοιων ορθογωνίων και έτσι 

))(()( rβrαΝΑµ −−= . 

 

A  Bβ

∆  Γ

 Ε
rβ −

 Ζ

Θ  Η

α r/2

.Ο

r/2

r−a

 
Σχήµα 3.1 

Εποµένως, σύµφωνα µε τον ορισµό της γεωµετρικής πιθανότητας (3.4), 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=

−−
==

β
r

α
r

αβ
rβrα

Ωµ
ΑµAP 11))((

)(
)()( . 

Σηµειώνουµε ότι στη µερική περίπτωση τετραγώνων, αβ = , η πιθανότητα αυτή 

γίνεται 

2

1)( ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=

α
rAP . 

 
4. ΑΡΧΕΣ ΑΠΑΡΙΘΜΗΣΗΣ, ∆ΙΑΤΑΞΕΙΣ ΚΑΙ ΣΥΝ∆ΥΑΣΜΟΙ 

 Ο υπολογισµός της πιθανότητας ενός ενδεχοµένου Α στην περίπτωση 
πεπερασµένου δειγµατικού χώρου Ω του οποίου τα στοιχεία (δειγµατικά σηµεία, 
περιπτώσεις) είναι ισοπίθανα ανάγεται, σύµφωνα µε τον κλασικό ορισµό της 
πιθανότητας, NANAP /)()( = , στον υπολογισµό του αριθµού )(AN  των στοιχείων 

του Α και του αριθµού )(ΩNN ≡  των στοιχείων του Ω. Στο εδάφιο αυτό 

παρουσιάζουµε µερικά βασικά στοιχεία της Συνδυαστικής τα οποία διευκολύνουν την 
αντιµετώπιση τέτοιων προβληµάτων απαρίθµησης. Η αρχή του αθροίσµατος και η 
αρχή του γινοµένου (ή πολλαπλασιαστική αρχή), οι οποίες αποτελούν τις δύο βασικές 
αρχές απαρίθµησης, µπορούν να διατυπωθούν ως εξής: 
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 Αρχή του αθροίσµατος. Αν ένα στοιχείο (αντικείµενο) 1α  µπορεί να εκλεγεί κατά 

1κ  τρόπους και ένα στοιχείο 2α  µπορεί να εκλεγεί κατά 2κ  τρόπους και η εκλογή του 

ενός αποκλείει την ταυτόχρονη εκλογή του άλλου, τότε το στοιχείο 1α  ή 2α  µπορεί να 

εκλεγεί κατά 21 κκ +  τρόπους. 

 Αρχή γινοµένου (ή πολλαπλασιαστική αρχή). Αν ένα στοιχείο (αντικείµενο) 1α  

µπορεί να εκλεγεί κατά 1κ  τρόπους και για κάθε ένα από αυτούς τους τρόπους ένα άλλο 

στοιχείο 2α  µπορεί να εκλεγεί κατά 2κ  τρόπους, τότε και τα δύο στοιχεία 1α  και 2α  

µπορούν να εκλεγούν κατά 21 κκ ⋅  τρόπους. 

 Οι αρχές αυτές µπορούν να διατυπωθούν και για νααα ...,,, 21  στοιχεία 

(αντικείµενα). 
 Για να βρούµε τους διαφορετικούς τρόπους εκλογής των διαφόρων στοιχείων 

vααα ...,,, 21  συνήθως διευκολύνει η χρήση ενός δενδροδιαγράµµατος. 

 Για παράδειγµα, ας υποθέσουµε ότι πρόκειται να διαλέξουµε 3=v  στοιχεία 
),,( 321 ααα . Αν το πρώτο στοιχείο 1α  µπορεί να επιλεγεί κατά 21 =κ  τρόπους α(  ή 

)β , το δεύτερο στοιχείο 2α  µπορεί να επιλεγεί κατά 32 =κ  τρόπους (γ ή δ ή ε) και 

το 3α  κατά 23 =κ  τρόπους ζ(  ή )η , τότε οι  12321 =⋅⋅ κκκ  διαφορετικοί τρόποι 

εκλογής των 21,αα  και 3α  είναι: 
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∆ιατάξεις - Συνδυασµοί 
 
 Ας θεωρήσουµε ένα πεπερασµένο σύνολο ν στοιχείων }...,,,{ 21 νωωωΩ = . 

∆ιάταξη των ν ανά κ καλείται µία διατεταγµένη κ-αδα )...,,,( 21 κααα  µε Ωαr ∈  

κr ...,,2,1= . Συνδυασµός των ν ανά κ καλείται µία (µη διατεταγµένη) συλλογή κ 

στοιχείων }...,,,{ 21 κααα  µε Ωαr ∈ , κr ...,,2,1= . Τα στοιχεία µιας διάταξης ή ενός 

συνδυασµού είναι είτε διαφορετικά είτε όχι κατ’ ανάγκη διαφορετικά στοιχεία του Ω. 
Για την πρώτη περίπτωση διατηρούµε την ονοµασία διάταξη ή συνδυασµός των ν ανά 
κ, ενώ στη δεύτερη περίπτωση όπου τα στοιχεία του Ω επιτρέπεται να 
επαναλαµβάνονται, χρησιµοποιούµε την ονοµασία διάταξη ή συνδυασµός των ν ανά κ 
µε επανάληψη. Η ειδική περίπτωση διάταξης των ν ανά ν (όλων των θεωρουµένων 
στοιχείων) καλείται ειδικότερα µετάθεση ν στοιχείων.  
 Σχετικά µε το πλήθος των διατάξεων και των συνδυασµών αποδεικνύουµε τα 
επόµενα θεωρήµατα. 

Θεώρηµα 4.1. (α) Ο αριθµός των διατάξεων των ν ανά κ, συµβολιζόµενος µε κν)( , 

δίδεται από τη σχέση 

)!(
!)1()2)(1()(
κν
νκννννν κ −

=+−−−= L ,                        (4.1) 

όπου το γινόµενο όλων των ακεραίων από το 1 µέχρι το ν καλείται ν παραγοντικό και 
συµβολίζεται µε ννν )1(321! −⋅⋅= L  (δεχόµαστε ότι 1)( 0 =v  και )1!0 =  

(β) Ο αριθµός των συνδυασµών των ν ανά κ συµβολιζόµενος µε ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
κ
ν

, δίδεται από 

τη σχέση 

)!(!
!

!
)(

κνκ
ν

κ
ν

κ
ν κ

−
==⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
.                                        (4.2) 

Απόδειξη. (α) Σε µια οποιαδήποτε διάταξη )...,,,( 21 κααα  των ν στοιχείων του 

}...,,,{ 21 νωωωΩ =  ανά κ, το πρώτο στοιχείο 1α  µπορεί να εκλεγεί από το σύνολο 

των ν στοιχείων, ενώ µετά την εκλογή του πρώτου στοιχείου, το δεύτερο στοιχείο 2α , 

επειδή πρέπει να είναι διαφορετικό από το 1α , µπορεί να εκλεγεί από το σύνολο των 

υπολοίπων 1−ν  στοιχείων. Τελικά µετά την εκλογή των 121 ...,,, −κααα  στοιχείων, το 

τελευταίο στοιχείο κα , επειδή πρέπει να είναι διαφορετικό από τα 1−κ  προηγούµενα 
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στοιχεία, µπορεί να εκλεγεί από το σύνολο των υπολοίπων 1)1( +−=−− κνκν  

στοιχείων. Έτσι, σύµφωνα µε την πολλαπλασιαστική αρχή, συνάγεται η (4.1). 

(β) Σε κάθε συνδυασµό }...,,,{ 21 κααα  των ν στοιχείων του Ω ανά κ αντιστοιχούν 

!κ  διατάξεις των ν ανά κ, οι οποίες προκύπτουν µε µετάθεση των κ στοιχείων του 
κατά όλους τους !κ  το πλήθος δυνατούς τρόπους. Εποµένως ο αριθµός των 
διατάξεων των ν ανά κ είναι ίσος µε !κ  φορές τον αριθµό των συνδυασµών των ν ανά 
κ και έτσι χρησιµοποιώντας την (4.1) συνάγουµε την (4.2). 

Θεώρηµα 4.2. Ο αριθµός των διατάξεων των ν ανά κ µε επανάληψη είναι ίσος µε 

κνννν =⋅⋅⋅ L .                                                  (4.3) 

Απόδειξη. Παρατηρούµε ότι σε µία οποιαδήποτε διάταξη )...,,,( 21 κααα  των ν 

στοιχείων του }...,,,{ 21 νωωωΩ =  ανά κ µε επανάληψη οποιοδήποτε στοιχείο iα  

µπορεί να εκλεγεί από το σύνολο των ν στοιχείων. Έτσι, σύµφωνα µε την 
πολλαπλασιαστική αρχή, συνάγεται η (4.3). 

Θεώρηµα 4.3. Ο αριθµός των συνδυασµών των ν ανά κ µε επανάληψη είναι ίσος µε 

)!1(!
)!1(

!
)1()1(1

−
−+

=
−++

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −+
νκ
κν

κ
κννν

κ
κν L .                      (4.4) 

Απόδειξη. Ας θεωρήσουµε ένα συνδυασµό }...,,,{
21 κiii ωωω  των ν στοιχείων του 

}...,,,{ 21 νωωωΩ =  ανά κ µε επανάληψη και ας υποθέσουµε ότι οι κ δείκτες 

κiii ...,,, 21  είναι αριθµηµένοι από τον µικρότερο προς τον µεγαλύτερο. Η υπόθεση 

αυτή δεν περιορίζει τη γενικότητα εφόσον η σειρά αναγραφής των στοιχείων ενός 
συνδυασµού δεν παίζει κανένα ρόλο. Τότε νiii κ ≤≤≤≤≤ L211  και αν στο 

συνδυασµό }...,,,{
21 κiii ωωω  αντιστοιχήσουµε το συνδυασµό }...,,,{ 21 κjjj  µε 

11 ij = , ...,122 += ij , )1( −+= κij κκ , 

θα είναι 11 21 −+≤<<<≤ κνjjj κL , δηλαδή τα στοιχεία του δευτέρου 

συνδυασµού θα είναι διαφορετικά είτε είναι είτε δεν είναι διαφορετικά τα στοιχεία 
του πρώτου συνδυασµού, και επιπλέον ο συνδυασµός }...,,,{ 21 κjjj  είναι ένας 

συνδυασµός των 1−+ κν  στοιχείων του συνόλου }1...,,,2,1{ −+= κνW  ανά κ 

(χωρίς επανάληψη). Η αντιστοιχία αυτή συνεπάγεται ότι ο αριθµός των συνδυασµών 
των ν ανά κ µε επανάληψη είναι ίσος µε τον αριθµό των συνδυασµών των 1−+ κν  
ανά κ (χωρίς επανάληψη). 
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Παράδειγµα 4.1. (α) Κατανοµή διακεκριµένων σφαιριδίων σε διακεκριµένα κελιά. Ας 
θεωρήσουµε κ διακεκριµένα σφαιρίδια }...,,,{ 21 κσσσ  τα οποία τοποθετούνται µέσα 

σε ν διακεκριµένα κελιά }...,,,{ 21 νccc . 

 Ο αριθµός των τρόπων τοποθέτησης των κ διακεκριµένων σφαιριδίων µέσα στα ν 
διακεκριµένα κελιά, είναι ίσος µε 

κν , 

τον αριθµό των διατάξεων των ν ανά κ µε επανάληψη, επειδή κάθε σφαιρίδιο µπορεί 
να τοποθετηθεί σε οποιοδήποτε από τα ν κελιά. 
 Ο αριθµός των τρόπων τοποθέτησης των κ διακεκριµένων σφαιριδίων µέσα στα ν 
διακεκριµένα κελιά έτσι ώστε το j κελί να περιέχει jκ  σφαιρίδια για όλα τα  

νj ...,,2,1=  µε κκκκ ν =+++ L21 , είναι ίσος µε 

!!!
!

21 νκκκ
κ
L

, 

επειδή τα 1κ  σφαιρίδια του πρώτου κελιού µπορούν να επιλεγούν από τα κ σφαιρίδια 

κατά ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

1κ
κ

 τρόπους. Μετά την επιλογή αυτή τα 2κ  σφαιρίδια του δευτέρου κελιού 

µπορούν να επιλεγούν από τα υπόλοιπα 1κκ −  σφαιρίδια κατά ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −

2

1

κ
κκ

 τρόπους. 

Συνεχίζοντας την ανάλυση αυτή, µετά την επιλογή των σφαιριδίων για τα 1−ν  
πρώτα κελιά, τα νκ  σφαιρίδια του ν-οστού κελιού µπορούν να επιλεγούν από τα 

υπόλοιπα νν κκκκκ =+++− − )( 121 L  σφαιρίδια κατά ένα µόνον τρόπο και έτσι, 

σύµφωνα µε την πολλαπλασιαστική αρχή, συνάγεται ο ζητούµενος αριθµός, 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −−−
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −

ν

ν

κ
κκκ

κ
κκ

κ
κ 11

2

1

1

L
L  

                                    
)!(!

)!(
)!(!

)!(
)!(!

!

1

11

212

1

11 νν

ν

κκκκ
κκκ

κκκκ
κκ

κκκ
κ

−−−
−−−

−−
−

−
= −

L

L
L  

µετά από απλοποιήσεις. 

(β) Κατανοµή όµοιων σφαιριδίων σε διακεκριµένα κελιά. Ας θεωρήσουµε κ όµοια 
σφαιρίδια τα οποία τοποθετούνται µέσα σε ν διακεκριµένα κελιά }...,,,{ 21 νccc . Στην 

περίπτωση που κάθε κελί µπορεί να χωρέσει ένα µόνο σφαιρίδιο, κάθε τοποθέτηση 
των κ όµοιων σφαιριδίων µέσα στα ν διακεκριµένα κελιά αντιστοιχεί σε µία επιλογή 
κ κελιών }...,,,{

21 κiii ccc  ανεξάρτητα σειράς και αντίστροφα, όπου η τοποθέτηση ενός 
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σφαιριδίου µέσα σε ένα κελί αντιστοιχεί στην επιλογή του κελιού αυτού. Εποµένως, ο 
αριθµός των τρόπων τοποθέτησης κ όµοιων σφαιριδίων µέσα σε ν διακεκριµένα 
κελιά (χωρητικότητας ενός σφαιριδίου το καθένα) είναι ίσος µε 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
κ
ν

, 

τον αριθµό των συνδυασµών των ν ανά κ. Στην περίπτωση που τα κελιά είναι 
απεριόριστης χωρητικότητας, ο αριθµός των τρόπων τοποθέτησης κ όµοιων 
σφαιριδίων µέσα σε ν διακεκριµένα κελιά είναι ίσος µε 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −+
κ
κν 1

, 

τον αριθµό των συνδυασµών των ν ανά κ µε επανάληψη. 
 
5. ΕΜΠΕΙΡΙΚΗ ΠΙΘΑΝΟΤΗΤΑ 
 
 Η προϋπόθεση του ισοπιθάνου των περιπτώσεων ή στοιχειωδών περιοχών που 
απαιτούν τόσο ο κλασικός ορισµός της πιθανότητας όσο και η γεωµετρική επέκτασή 
του περιορίζει σηµαντικά το πεδίο εφαρµογών της Θεωρίας των Πιθανοτήτων. Έτσι 
σε στοχαστικά πειράµατα (ή φαινόµενα) µε πεπερασµένο δειγµατικό χώρο στον 
οποίο τα δειγµατικά σηµεία δεν είναι ισοπίθανα ή µε αριθµησίµως άπειρο δειγµατικό 
χώρο, όπως για παράδειγµα η εκποµπή σωµατιδίων από ραδιενεργό ουσία, δεν µπορεί 
να εφαρµοσθεί ο κλασικός ορισµός της πιθανότητας. Επίσης σε στοχαστικά 
πειράµατα (ή φαινόµενα) µε µη αριθµήσιµο δειγµατικό χώρο στον οποίο οι 
στοιχειώδεις περιοχές δεν είναι ισοπίθανες, όπως για παράδειγµα ο χρόνος ζωής µιας 
µηχανής, δεν µπορεί να εφαρµοσθεί ο γεωµετρικός ορισµός της πιθανότητας. 
 Ο Von Mises στην προσπάθειά του να αντιµετωπίσει το πρόβληµα ορισµού 
πιθανότητας σε οποιουσδήποτε δειγµατικούς χώρους διατύπωσε τον ακόλουθο 
εµπειρικό ορισµό της πιθανότητας. 
 Ας υποθέσουµε ότι ένα στοχαστικό πείραµα (ή φαινόµενο) µε δειγµατικό χώρο Ω 
µπορεί να επαναληφθεί κάτω από τις ίδιες συνθήκες απεριόριστο αριθµό φορών και 
ας θεωρήσουµε ένα οποιοδήποτε ενδεχόµενο ΩA ⊆ . Έστω ότι σε ν επαναλήψεις του 
στοχαστικού πειράµατος (ή φαινοµένου) το ενδεχόµενο Α έχει πραγµατοποιηθεί 

)(Αnν  φορές. Η σχετική συχνότητα του Α, δίδεται από το λόγο 

ν
Αnν )(

. 
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Στην περίπτωση που υπάρχει το όριο της σχετικής συχνότητας όταν το ν τείνει στο 
άπειρο τούτο ορίζει, σύµφωνα µε τον Von Mises, την πιθανότητα του Α: 

               
ν
ΑnAP ν

ν

)(lim)(
∞→

= .             

(5.1) 

Σηµειώνουµε ότι, όπως εύκολα µπορεί να διαπιστωθεί, και η εµπειρική πιθανότητα 
είναι 

 (α) µη αρνητική : 0)( ≥AP  για κάθε ενδεχόµενο ΩA ⊆  

 (β) νορµαλισµένη : 1)( =ΩP  

(γ) προσθετική : )()()( BPAPBAP +=∪  για οποιαδήποτε ξένα (αµοιβαίως 

αποκλειόµενα) ενδεχόµενα Α και ΩΒ ⊆ . 

 Η υπόθεση ότι ένα στοχαστικό πείραµα µπορεί να επαναληφθεί κάτω από τις ίδιες 
συνθήκες απεριόριστο αριθµό φορών αποτέλεσε το σηµείο κριτικής του εµπειρικού 
ορισµού της πιθανότητας. Επίσης η σύγκλιση στην (5.1) δεν µπορεί να νοηθεί µε την 
απόλυτη µαθηµατική έννοια αλλά στοχαστικά. 
 
6. ΑΞΙΩΜΑΤΙΚΗ ΘΕΜΕΛΙΩΣΗ ΤΗΣ ΠΙΘΑΝΟΤΗΤΑΣ 
 
 Επέκταση του κλασικού ορισµού της πιθανότητας ενδεχοµένου, τόσο στην 
περίπτωση πεπερασµένου δειγµατικού χώρου µε όχι κατ’ ανάγκη ισοπίθανα 
δειγµατικά σηµεία όσο και στις περιπτώσεις αριθµησίµου ή µη αριθµησίµου 
δειγµατικού χώρου, επιτυγχάνεται µε τον αξιωµατικό ορισµό της πιθανότητας. Ο 
ορισµός αυτός είναι αρκετά γενικός και ενσωµατώνει ως ειδική περίπτωση την 
κλασική πιθανότητα και ως οριακό θεώρηµα την εµπειρική πιθανότητα. 

Ορισµός 6.1. Έστω Ω ένας δειγµατικός χώρος στοχαστικού (τυχαίου) πειράµατος (ή 
φαινοµένου). Μια συνάρτηση η οποία σε κάθε ενδεχόµενο ΩA ⊆  αντιστοιχεί 
(εκχωρεί) έναν πραγµατικό αριθµό )(AP  καλείται πιθανότητα αν ικανοποιεί τα 

αξιώµατα (συνθήκες): 

(α) µη αρνητικότητας,  

0)( ≥AP  για κάθε ενδεχόµενο ΩA ⊆ , 

(β) νορµαλισµού, 

1)( =ΩP , 

(γ) αριθµήσιµης προσθετικότητας, 
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LLL ++=∪∪∪∪ )()()( 2121 APAPAAAP ν L++ )( νAP  

για οποιαδήποτε ακολουθία κατά ζεύγη ξένων (αµοιβαίως αποκλειοµένων) 
ενδεχοµένων ΩAi ⊆ , ...,...,,2,1 νi = . 

Παρατήρηση 6.1. Στην περίπτωση πεπερασµένου δειγµατικού χώρου Ω αντί του 
αξιώµατος της αριθµήσιµης προσθετικότητας αρκεί το ασθενέστερο αξίωµα 

(γ΄) προσθετικότητας : )()()( BPAPBAP +=∪  για οποιαδήποτε ξένα (αµοιβαίως 

αποκλειόµενα) ενδεχόµενα ΩBA ⊆, , 

από το οποίο συνάγεται επαγωγικά η σχέση 

)()()()( 2121 νν APAPAPAAAP +++=∪∪∪ LL , 

για οποιαδήποτε κατά ζεύγη ξένα (αµοιβαίως αποκλειόµενα) ενδεχόµενα ΩAi ⊆ , 

νi ...,,2,1= . 

 Σηµειώνουµε ότι ο αξιωµατικός ορισµός της πιθανότητας δεν καθορίζει κάποια 
έκφραση (τύπο) υπολογισµού της (συνάρτησης) πιθανότητας )(AP  για κάθε 

ενδεχόµενο ΩA ⊆ . Απλώς περιορίζεται στον καθορισµό των συνθηκών που πρέπει 
να ικανοποιεί η συνάρτηση )(AP , ΩA ⊆  για να είναι πιθανότητα. Η ύπαρξη 

πρόσθετων στοιχείων σχετικών µε το δειγµατικό χώρο Ω και τις πιθανότητες των 
στοιχειωδών ενδεχοµένων του δύναται να οδηγήσει στον προσδιορισµό µιας 
έκφρασης (τύπου) υπολογισµού της πιθανότητας οποιουδήποτε ενδεχοµένου. Τέτοιες 
περιπτώσεις εξετάζουµε στα επόµενα παραδείγµατα. 

Παράδειγµα 6.1. Πεπερασµένοι δειγµατικοί χώροι.  
Ας θεωρήσουµε έναν πεπερασµένο δειγµατικό χώρο }...,,,{ 21 ΝωωωΩ =  µε 

ΝΩΝ =)(  και έστω ΩωωωΑ
κiii ⊆= }...,,,{

21
 ένα οποιοδήποτε ενδεχόµενο. Η 

πιθανότητα )(AP  δύναται να εκφρασθεί συναρτήσει των πιθανοτήτων των 

στοιχειωδών ενδεχοµένων του Ω: 

ii pωP =})({ , Ni ...,,2,1= . 

Συγκεκριµένα, χρησιµοποιώντας το ότι }{}{}{
21 κiii ωωωA ∪∪∪= L  συνάγουµε, 

σύµφωνα µε το αξίωµα της προσθετικότητας, την έκφραση 

})({})({})({)(
21 κiii ωPωPωPAP +++= L  

και έτσι 

κiii pppAP +++= L
21

)( . 
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Σηµειώνουµε ότι, σύµφωνα µε το αξίωµα του νορµαλισµού και επειδή 

NpppΩΡ +++= L21)( , οι πιθανότητες των στοιχειωδών ενδεχοµένων ικανοποιούν 

τη σχέση 

121 =+++ Nppp L . 

Συµπερασµατικά, στην περίπτωση πεπερασµένου δειγµατικού χώρου, η γνώση των 
πιθανοτήτων των στοιχειωδών ενδεχοµένων επιτρέπει τον υπολογισµό της 
πιθανότητας οποιουδήποτε ενδεχοµένου. Οι αρχικές αυτές πιθανότητες δύνανται να 
προκύψουν από την εξέταση και ανάλυση των συνθηκών και των οργάνων εκτέλεσης 
του συγκεκριµένου στοχαστικού πειράµατος. Αξίζει να σηµειωθεί ότι στην 
περίπτωση ισοπιθάνων δειγµατικών σηµείων, 

N
ωPp ii

1})({ == , Ni ...,,2,1= , 

η ανωτέρω έκφραση της πιθανότητας )(AP  απλοποιείται λαµβάνοντας τη µορφή 

N
ANAP )()( = , 

η οποία συµφωνεί µε τον κλασικό ορισµό της πιθανότητας. 

Παράδειγµα 6.2. Ας θεωρήσουµε το τυχαίο πείραµα της ρίψης ενός κύβου. 
Καταγράφοντας την ένδειξη της επάνω έδρας του κύβου ο δειγµατικός χώρος του 
τυχαίου αυτού πειράµατος είναι το σύνολο 

}6,5,4,3,2,1{=Ω  

µε 6)( == ΩΝΝ  δειγµατικά σηµεία. 

(α) Στην περίπτωση συνήθους κύβου, ο οποίος είναι συµµετρικός και  
κατασκευασµένος από οµοιογενές υλικό (όπως συµβαίνει συνήθως στην πράξη), όλες 
οι έδρες έχουν την ίδια πιθανότητα εµφάνισης: 

6
1})({ == jPp j , 6,5,4,3,2,1=j . 

H πιθανότητα οποιουδήποτε ενδεχοµένου Α δίδεται τότε από τον τύπο 

6
)()( ANAP = , 

της κλασικής πιθανότητας. Έτσι, αν Α είναι το ενδεχόµενο εµφάνισης αριθµού 
µεγαλύτερου ή ίσου του 5, τότε }6,5{=A  και 2)( =AN , οπότε 

3
1)( =AP . 
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 (β) Στην περίπτωση κύβου µε ανοµοιογενές υλικό κατασκευής, τέτοιο ώστε η 
πιθανότητα εµφάνισης οποιασδήποτε έδρας να είναι ανάλογη του αριθµού (των 
κουκκίδων) που φέρει, τότε 

cjjPp j == })({ , 6,5,4,3,2,1=j , 

όπου c ο συντελεστής αναλογίας. Όµως 1654321 =+++++ pppppp , οπότε 

1)654321( =+++++c  και έτσι 21/1=c . Εποµένως η πιθανότητα οποιουδήποτε 

ενδεχοµένου ΩjjjA κ ⊆= }...,,,{ 21  δίδεται από τον τύπο 

21
)( 21 κjjj

AP
+++

=
L

. 

Έτσι αν Α είναι το ενδεχόµενο εµφάνισης αριθµού µεγαλυτέρου ή ίσου του 5, τότε  
}6,5{=A  και 

21
11

21
65)( =

+
=AP . 

Παράδειγµα 6.3. Υποθέτουµε ότι οι οµάδες αίµατος ABOBA ,,,  κατανέµονται στον 

πληθυσµό σε ποσοστά 40% 14%, 42% και 4%, αντίστοιχα. Είναι γνωστό ότι ένας 
ασθενής µε οµάδα αίµατος Α µπορεί να λάβει αίµα µόνο από τις οµάδες Ο και Α, και 
ένα άτοµο της οµάδας Β µπορεί να δώσει αίµα µόνο σε ασθενείς της οµάδας Β και 
ΑΒ. 
 Αν υποθέσουµε ότι ένας εθελοντής αιµοδότης έρχεται να δώσει αίµα για ασθενή 
της οµάδας Α, τότε η πιθανότητα όπως το αίµα είναι συµβατό είναι 

%8282.042.040.0})({}))({}),({ ==+=+= OPAPOAP . 

Επίσης, αν ένα άτοµο της οµάδας Β δώσει αίµα, τότε το αίµα του είναι συµβατό για 
το 18% του πληθυσµού, διότι 

%1818.004.014.0})({})({}),({ ==+=+= ABPBPABBP . 

 Στηριζόµενοι στα αξιώµατα (α), (β) και (γ) αποδεικνύουµε στα επόµενα 
θεωρήµατα κάποιες βασικές ιδιότητες της πιθανότητας. 

Θεώρηµα 6.1. (α) Αν ∅  είναι το αδύνατο ενδεχόµενο, ως προς το δειγµατικό χώρο Ω, 
τότε 

0)( =∅P .                                                     (6.1) 

(β) Αν ΩAi ⊆ , νi ...,,2,1=  είναι κατά ζεύγη ξένα (αµοιβαίως αποκλειόµενα) 

ενδεχόµενα, τότε 
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)()()()( 2121 νν APAAPAAAP +++=∪∪∪ LL                       (6.2) 

 (γ) Αν A′  είναι το συµπλήρωµα ενός ενδεχοµένου Α, ως προς το δειγµατικό χώρο 
Ω, τότε 

)(1)( APAP −=′ .                                               (6.3) 

 (δ) Αν ΩA,B ⊆  είναι οποιαδήποτε ενδεχόµενα, τότε 

)()()( ABPAPBAP −=−                                         (6.4) 

και αν AB ⊆ , τότε 

)()()( BPAPBAP −=− .                                         (6.5) 

 (ε) Αν Ω⊆BA,  είναι οποιαδήποτε ενδεχόµενα, τότε 

)()()()( ABPBPAPBAP −+=∪                                  (6.6) 

και 

)()()(1)( ABPBPAPBAP +−−=′′ .                               (6.7) 

Απόδειξη. (α) Θέτοντας ∅=iA , ...,2,1=i , έχουµε ∅=∪∪∪∪ LL νAAA 21  και 

χρησιµοποιώντας το αξίωµα (γ) συνάγουµε τη σχέση 

LLLL ++++=∪∪∪∪=∅ )()()()()( 2121 νν APAPAPAAAPP  

                      LL +∅++∅+∅= )()()( PPP . 

Επιπλέον, σύµφωνα µε το αξίωµα (α) έχουµε 0)( ≥∅P . Εποµένως η σειρά µη 

αρνητικών όρων, 

0)()( =+∅++∅ LL PP , 

είναι µηδενική, οπότε 0)( =∅P . 

 (β) Ας θεωρήσουµε και τα ενδεχόµενα ∅=iA , ...,2,1 ++= ννi . Τότε 

χρησιµοποιώντας το αξίωµα (γ) και την (6.1) συµπεραίνουµε ότι 

     )()( 12121 LLL ∪∪∪∪∪=∪∪∪ +ννν AAAAPAAAP  

            )()()()()()()( 21121 ννν APAAPAPAPAPAP +++=+++++= + LLL . 

 (γ) Παρατηρούµε ότι τα ενδεχόµενα Α και A′  είναι ξένα (αµοιβαίως 
αποκλειόµενα), ∅=′∩ AA , και ΩAA =′∪ . Εποµένως χρησιµοποιώντας την (6.2) 
µε 2=ν  και το αξίωµα (β) συνάγουµε τη σχέση 1)()()( ==′+ ΩPAPAP , η οποία 

συνεπάγεται την (6.3). 
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 (δ) Παρατηρούµε ότι τα ενδεχόµενα BAΒΑΒΑ ′=′∩=−  και ABBA =∩  είναι 
ξένα µεταξύ τους: 

∅=∅∩=∩′∩=∩∩′∩ ABBABABA )()()(  

και επιπλέον 

                                AΩABBABABA =∩=∪′∩=∩∪′∩ )()()( . 

Εποµένως, χρησιµοποιώντας την (6.2) µε 2=ν , συνάγουµε την 

)()()()()]()[()( ABPBAPBAPBAPBABAPAP +′=∩+′∩=∩∪′∩=  

και έτσι )()()()( ABPAPBAPBAP −=′=− . 

Στην περίπτωση που AB ⊆  έχουµε BAB =  και εποµένως 

)()()( BPAPBAP −=− . 

 (ε) Τα ενδεχόµενα BABA ′∩=−  και Β είναι ξένα, ∅=∩′∩ BBA )( , και 

BABBA ∪=∪′∩ )( . Εποµένως σύµφωνα µε την (6.2), 

)()(])[()( BPBAPBBAPBAP +−=∪−=∪  

και χρησιµοποιώντας την (6.4) συνάγουµε την (6.6). Επειδή )( ′∪=′′ BABA , 

εφαρµόζοντας την (6.3) συµπεραίνουµε την (6.7). 

Παρατήρηση 6.2. Η περίπτωση (ε) του παραπάνω θεωρήµατος µπορεί να γενικευτεί 
και για ν ενδεχόµενα ΩAAA v ⊆...,,, 21 . Για παράδειγµα, όπως εύκολα µπορεί να 

διαπιστωθεί και από το Σχήµα.6.1, στην περίπτωση τριών ενδεχοµένων ΩΓΒΑ ⊆,,  

ισχύουν (βλ. Άσκηση 11): 

 i) )()()()()()()()( ΑΒΓΡΒΓΡΑΓΡΑΒΡΓPBPAPΓBAP +−−−++=∪∪ , 

ii) )()()()()()()(1)( ΑΒΓΡΒΓΡΑΓΡΑΒΡΓΡΒΡΑΡΓΒΑΡ −+++−−−=′′′ . 

 

 

 

 

 

 
 

Σχήµα 6.1: ΓΒΑ ∪∪  
 

Α Β 
Ω 

Γ 
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Θεώρηµα 6.2. Η πιθανότητα ΩAAP ⊆  ),( , λαµβάνει τιµές στο διάστηµα ]1,0[ : 

1)(0 ≤≤ AP  για κάθε ΩA ⊆                                      (6.8) 

και είναι αύξουσα συνάρτηση: 

)()( ΒPAP ≤  για κάθε ΩBA ⊆,  µε BA ⊆ .                          (6.9) 

Απόδειξη. Παρατηρούµε ότι, σύµφωνα µε το αξίωµα (α) της µη αρνητικότητας, 
έχουµε 

0)( ≥AP , 0)( ≥′AP  για κάθε ΩA ⊆  

οπότε χρησιµοποιώντας και την (6.3), )(1)( APAP −=′ , συνάγουµε την (6.8). 

Επίσης, σύµφωνα µε το αξίωµα (α) της µη αρνητικότητας, η πιθανότητα του 
ενδεχοµένου ΩAB ⊆−  είναι µη αρνητική, 

0)( ≥− ABP , 

και επειδή σύµφωνα µε την (6.5), 

)()()( APBPABP −=− , 

εφόσον BA ⊆ , συνάγουµε την (6.9). 

 Οι βασικές ιδιότητες της πιθανότητας που αποδείχθηκαν στο θεώρηµα 6.1 εκτός 
από το θεωρητικό ενδιαφέρον που παρουσιάζουν, είναι και υπολογιστικά χρήσιµες 
όπως φαίνεται στα επόµενα παραδείγµατα. 

Παράδειγµα 6.3. Ας θεωρήσουµε µία σειρά τριών γεννήσεων σ’ ένα µαιευτήριο και 
το ενδεχόµενο Β της γέννησης ενός τουλάχιστο αγοριού. Υποθέτοντας ότι η γέννηση 
αγοριού είναι εξίσου πιθανή µε τη γέννηση κοριτσιού, να υπολογισθεί η πιθανότητα 

)(BP . 

Παρατηρούµε ότι το συµπληρωµατικό του ενδεχοµένου Β είναι το ενδεχόµενοB′  
της γέννησης κοριτσιού και στις τρεις περιπτώσεις. Η πιθανότητα )(BP ′  

υπολογίζεται πιο εύκολα από την )(BP . Συγκεκριµένα, ο δειγµατικός χώρος 

περιλαµβάνει 8 ισοπίθανα δειγµατικά σηµεία (βλ. Παράδειγµα 2.3) από τα οποία 
µόνο ένα ανήκει στο B′  και έτσι 

8
1)( =′BP  

και σύµφωνα µε την (6.3) παίρνουµε 

8
7

8
11)(1)( =−=′−= BPBP . 
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 Ένας άλλος τρόπος υπολογισµού της πιθανότητας )(BP  είναι να θεωρήσουµε το 

ενδεχόµενο Β ως ένωση των κατά ζεύγη ξένων ενδεχοµένων 21, AA  και 3A  της 

γέννησης 2,1  και 3 αγοριών, αντίστοιχα. Τότε 

8
7

8
1

8
3

8
3)()()()()( 321321 =++=++=∪∪= APAPAPAAAPBP . 

Παράδειγµα 6.4. Το πρόβληµα των γενεθλίων. Ας θεωρήσουµε ένα σύνολο κ ατόµων 
των οποίων καταγράφουµε τα γενέθλια. Σηµειώνουµε ότι ένα έτος έχει 365 ηµέρες 
εκτός και αν είναι δίσεκτο, οπότε έχει 366 ηµέρες. Επίσης έχει παρατηρηθεί ότι ο 
αριθµός των γεννήσεων δεν είναι σταθερός καθ’ όλη τη διάρκεια του έτους. Όµως, σε 
πρώτη προσέγγιση, µπορούµε να θεωρήσουµε ότι ένα έτος έχει 365 ηµέρες οι οποίες 
είναι εξίσου πιθανές ως ηµέρες γενεθλίων. Με την παραδοχή αυτή, να υπολογισθεί η 
πιθανότητα όπως δύο τουλάχιστο από τα κ άτοµα έχουν γενέθλια την ίδια ηµέρα. 
 Παρατηρούµε ότι οι ηµέρες των γενεθλίων του συνόλου των κ ατόµων µπορούν 
να παρασταθούν από µία διάταξη )...,,,( 21 κiii  του συνόλου των 365 ηµερών 

}365,...,2,1{  ανά κ µε επανάληψη, όπου ri  είναι η ηµέρα γέννησης του r ατόµου, 

κr ,...,2,1= . Ο δειγµατικός χώρος Ω, ο οποίος περιλαµβάνει τις διατάξεις αυτές, έχει 
κΩΝ 365)( =  ισοπίθανα δειγµατικά σηµεία. Έστω Α το ενδεχόµενο όπως δύο 

τουλάχιστο από τα κ άτοµα έχουν γενέθλια την ίδια ηµέρα. Το συµπληρωµατικό του 
ενδεχοµένου Α είναι το ενδεχόµενο A′  όπως τα κ άτοµα έχουν διαφορετικές ηµέρες 
γενεθλίων. Παρατηρούµε ότι η πιθανότητα )(AP ′  υπολογίζεται πιο εύκολα από την 

πιθανότητα )(AP . Συγκεκριµένα, το ενδεχόµενο A′  περιλαµβάνει τις διατάξεις 

)...,,,( 21 κiii  του συνόλου των 365 ηµερών }365,...,2,1{  ανά κ (χωρίς επανάληψη) και 

έτσι κΑΝ )365()( =′ . Εφαρµόζοντας την (6.1), συνάγουµε την πιθανότητα 

κ
κAP

365
)365(

)( =′  

και σύµφωνα µε την (6.3) συµπεραίνουµε τη ζητούµενη πιθανότητα: 

κ
κAPAP

365
)365(

1)(1)( −=′−= . 

Σηµειώνουµε ότι για 23=κ , έχουµε 2/15073.0)( >=ΑP . 

Παράδειγµα 6.5. Έστω ότι από µία κληρωτίδα η οποία περιέχει 10 σφαιρίδια 
αριθµηµένα από το 0 µέχρι το 9 κληρώνεται κάθε εβδοµάδα ένας αριθµός. Μετά από 
κάθε κλήρωση το εξαγόµενο σφαιρίδιο επανατοποθετείται στην κληρωτίδα. Ας 
θεωρήσουµε το στοχαστικό πείραµα 3 (διαδοχικών) κληρώσεων. Να υπολογισθεί η 
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πιθανότητα του ενδεχοµένου όπως ο µεγαλύτερος αριθµός που θα κληρωθεί είναι το 
5. 
 Το ενδεχόµενο όπως ο µεγαλύτερος αριθµός που θα κληρωθεί είναι το 5 δύναται 
να παρασταθεί ως διαφορά BA−  του ενδεχοµένου Α όπως ο µεγαλύτερος αριθµός 
που θα κληρωθεί είναι ένας από τους αριθµούς }5,4,3,2,1,0{  και του ενδεχοµένου Β 

όπως ο µεγαλύτερος αριθµός που θα κληρωθεί είναι ένας από τους αριθµούς 
}4,3,2,1,0{ . Παρατηρούµε ότι AB ⊆  και σύµφωνα µε την (6.5) 

)()()( BPAPBAP −=− . 

Ο αριθµός των στοιχείων του δειγµατικού χώρου Ω των 3 διαδοχικών κληρώσεων 

είναι ίσος µε 310)( =ΩN , τον αριθµό των διατάξεων των 10 αριθµών }9...,,2,1,0{  

ανά 3 µε επανάληψη, ενώ ο αριθµός των στοιχείων του ενδεχοµένου Α είναι ίσος µε 
36)( =ΑΝ , τον αριθµό των διατάξεων των 6 αριθµών }5,4,3,2,1,0{  ανά 3 µε 

επανάληψη. Οµοίως 35)( =ΒΝ  και έτσι 

091.0
10
5

10
6)( 3

3

3

3
=−=− BAP . 

Παράδειγµα 6.6. (Συνέχεια). Να υπολογισθεί η πιθανότητα του ενδεχοµένου να 
κληρωθούν οι αριθµοί 0 και 1 (από µία τουλάχιστο φορά ο καθένας). 

 Ας θεωρήσουµε τα ενδεχόµενα Α και Β να µη κληρωθούν οι αριθµοί 0 και 1, 
αντίστοιχα. Τότε BA ′′  είναι το ενδεχόµενο να κληρωθούν οι αριθµοί 0 και 1 (από µία 
τουλάχιστο φορά ο καθένας) και σύµφωνα µε την (6.7), 

)()()(1)( ABPBPAPBAP +−−=′′ . 

Ο αριθµός των στοιχείων του ενδεχοµένου Α είναι ίσος µε 39)( =AN , τον αριθµό 

των διατάξεων των 9 αριθµών }9...,,2,1{  ανά 3 µε επανάληψη, ο αριθµός των 

στοιχείων του Β είναι ίσος µε 39)( =BN , τον αριθµό των διατάξεων των 9 αριθµών 

}9...,,3,2,0{  ανά 3 µε επανάληψη και ο αριθµός των στοιχείων του AB  είναι ίσος µε 
38)( =ABN , τον αριθµό των διατάξεων των 8 αριθµών }9...,,3,2{  ανά 3 µε 

επανάληψη. Εποµένως 

054.0
10
8

10
921)( 3

3

3

3
=+−=′′BAP . 

Παράδειγµα 6.7. Ψηφιακός ποµπός εκπέµπει τα σήµατα 2,1,0  και 3 σε ποσοστά 

50%, 30%, 10% και 10%, αντίστοιχα. Υποθέτουµε ότι εκπέµπονται συνολικά 5 
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σήµατα. Υπολογίστε την πιθανότητα να σταλούν από τουλάχιστον µία φορά τα 
σήµατα 2,1  και 3. 

 Έστω Α το ενδεχόµενο να µην σταλεί το σήµα 1, Β το ενδεχόµενο να µην σταλεί 
το σήµα 2 και Γ το ενδεχόµενο να µην σταλεί το 3. Η ζητούµενη πιθανότητα 
γράφεται ως )( ΓBAP ′′′  που λόγω της Παρατήρησης 6.2 (ii) ισούται µε 

)(1))(()( ΓBAPΓBAPΓBAP ∪∪−=′∪∪=′′′                         

    )()()()()()()(1 ΓABPΓBPΓAPABPΓPBPAP −+++−−−= . 

Οι παραπάνω πιθανότητες υπολογίζονται ως εξής. 

()( PAP = να µην σταλεί το σήµα 1 στις 5 δοκιµές) 

  55 )7.0())}1{(1( =−= P . 

Οµοίως βρίσκουµε  5)9.0()()( == ΓPBP . Για την )(ABP  έχουµε: 

()( PABP = να µην σταλεί 1 ή 2 στις 5 δοκιµές) 

       555 )6.0()1.05.0())}3,0{(( =+== P . 

Παρόµοια, 5)6.0()( =ΓAP  και 5)8.0()( =ΒΓΡ . 

Τέλος, έχουµε 

()( PΓABP = να µην σταλεί 1 ή 2 ή 3 στις 5 δοκιµές) 

     55 )5.0())}0{(( == P . 

Άρα, η ζητούµενη πιθανότητα είναι 

5555555 )5.0()8.0()6.0()6.0()9.0()9.0()7.0(1)( −+++−−−=′′′ ΓΒΑΡ  

        %29.101029.0 == . 
 
7. ∆ΕΣΜΕΥΜΕΝΗ ΠΙΘΑΝΟΤΗΤΑ 
 
 Η ανάγκη εισαγωγής της δεσµευµένης πιθανότητας αναφύεται στις περιπτώσεις 
όπου µερική γνώση, ως προς την έκβαση, ενός τυχαίου (στοχαστικού) πειράµατος 
µειώνει την αβεβαιότητα συρρικνώνοντας το δειγµατικό χώρο. Συγκεκριµένα, ας 
θεωρήσουµε ένα τυχαίο πείραµα µε δειγµατικό χώρο Ω και πιθανότητα )(AP  για 

κάθε ενδεχόµενο ΩA ⊆ . Ας υποθέσουµε ότι σε κάποιο στάδιο εκτέλεσής του 
πραγµατοποιήθηκε ένα συγκεκριµένο ενδεχόµενο ΩA ⊆ . Τότε, όσον αφορά την 
τελική του έκβαση, ο δειγµατικός χώρος συρρικνώνεται στο σύνολο Α και ένα 
οποιοδήποτε ενδεχόµενο Β (ως προς το δειγµατικό χώρο Ω) συρρικνώνεται στο 
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ενδεχόµενο AB=Γ  το οποίο συµβολίζεται µε ΑΒ |  και διαβάζεται: το ενδεχόµενο Β 

δεδοµένου του (ενδεχοµένου) Α. Η πιθανότητα του ενδεχοµένου Β δεδοµένου του Α, 
η οποία συµβολίζεται µε )|( ABP , ΩΒ ⊆  και καλείται δεσµευµένη πιθανότητα 

(δεδοµένου του Α), συνδέεται, όπως είναι φυσικό, µε τις πιθανότητες )(AP  και 

)(ABP . Το επόµενο παράδειγµα χρησιµεύει στην καλύτερη κατανόηση του πλαισίου 

στο οποίο τοποθετείται η δεσµευµένη πιθανότητα. 

Παράδειγµα 7.1. Ας θεωρήσουµε µία κληρωτίδα η οποία περιέχει 5 σφαιρίδια 
αριθµηµένα από το 1 µέχρι το 5. Τα σφαιρίδια 1 και 2 είναι άσπρα ενώ τα σφαιρίδια 
3, 4 και 5 είναι µαύρα.  

(α) Έστω ότι σε µία πρώτη κλήρωση ένα σφαιρίδιο εξάγεται τυχαία και ας 
θεωρήσουµε το ενδεχόµενο Α εξαγωγής σ’ αυτήν άσπρου σφαιριδίου. Ο δειγµατικός 
χώρος του τυχαίου αυτού πειράµατος περιλαµβάνει τα ισοπίθανα δειγµατικά σηµεία: 

}5,4,3,2,1{1 =Ω  και το ενδεχόµενο της εξαγωγής άσπρου σφαιριδίου περιλαµβάνει 

τα σηµεία: }2,1{=A . Εποµένως, σύµφωνα µε τον κλασικό ορισµό της πιθανότητας, 

5
2)( =AP , 

5
3)( =′AP . 

(β) Έστω ότι, χωρίς επανάθεση στην κληρωτίδα του σφαιριδίου που εξάγεται στην 
πρώτη κλήρωση, σε µία δεύτερη κλήρωση ένα σφαιρίδιο εξάγεται τυχαία και ας 
θεωρήσουµε το ενδεχόµενο Β εξαγωγής σ’ αυτήν άσπρου σφαιριδίου. O υπολογισµός 
της πιθανότητας )(BP  απαιτεί τη γνώση της σύνθεσης των σφαιριδίων στην 

κληρωτίδα τη στιγµή της εξαγωγής του δευτέρου σφαιριδίου. Συγκεκριµένα, η γνώση 
της πραγµατοποίησης ή µη πραγµατοποίησης του ενδεχοµένου Α κατά την πρώτη 
εξαγωγή επιτρέπει τον υπολογισµό της πιθανότητας )(BP , σύµφωνα µε το θεώρηµα 

της ολικής πιθανότητας το οποίο εξετάζουµε πιο κάτω. Το παράδειγµα αυτό 
υποδεικνύει την ανάγκη εισαγωγής της δεσµευµένης πιθανότητας )|( ABP , του 

ενδεχοµένου Β δεδοµένου του Α. Περαιτέρω, η σύνδεση της πιθανότητας )|( ABP  µε 

τις πιθανότητες )(AP  και )(ABP , η οποία συνάγεται από τη σύνθεση των δύο 

κληρώσεων στο ακόλουθο (σύνθετο) τυχαίο πείραµα, υποδεικνύει τον ορισµό της 
δεσµευµένης πιθανότητας µέσω της (µη δεσµευµένης) πιθανότητας. 

(γ) Έστω ότι από την ανωτέρω κληρωτίδα εξάγονται τυχαία δύο σφαιρίδια, το ένα 
µετά το άλλο, χωρίς επανάθεση. Ο δειγµατικός χώρος Ω του σύνθετου αυτού τυχαίου 
πειράµατος περιλαµβάνει τα εξής 20)5()( 2 ==≡ ΩNN  ισοπίθανα δειγµατικά 

σηµεία: 

),2,3(),1,3(),5,2(),4,2(),3,2(),1,2(),5,1(),4,1{(),3,1(),2,1{(=Ω  

             )}4,5(),3,5(),2,5(),1,5(),5,4(),3,4(),2,4(),1,4(),5,3(),4,3( . 
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To ενδεχόµενο Α (ως προς το δειγµατικό χώρο Ω), εξαγωγής άσπρου σφαιριδίου στην 
πρώτη κλήρωση, περιλαµβάνει τα ακόλουθα 8)( =AN  δειγµατικά σηµεία: 

)}5,2(),4,2(),3,2(),1,2(),5,1(),4,1(),3,1(),2,1{(=A , 

ενώ τo ενδεχόµενο Β (ως προς το δειγµατικό χώρο Ω), εξαγωγής άσπρου σφαιριδίου 
στην δεύτερη κλήρωση, περιλαµβάνει τα ακόλουθα 8)( =BN  δειγµατικά σηµεία: 

)}2,5(),1,5(),2,4(),1,4(),2,3(),1,3(),1,2(),2,1{(=B . 

Έτσι, σύµφωνα µε τον κλασικό ορισµό της πιθανότητας, η πιθανότητα 
πραγµατοποίησης του ενδεχοµένου Α είναι ίση µε 

5
2

20
8)()( ===

N
ANAP , 

σε συµφωνία µε το αποτέλεσµα της περίπτωσης του τυχαίου πειράµατος της µιας 
(πρώτης) κλήρωσης. 
 Ας υποθέσουµε ότι στην πρώτη κλήρωση του συνθέτου τυχαίου πειράµατος 
πραγµατοποιήθηκε το ενδεχόµενο Α, της εξαγωγής άσπρου σφαιριδίου. Η γνώση της 
πραγµατοποίησης του Α παρέχει επιπρόσθετη πληροφόρηση ως προς την τελική 
έκβαση του συνθέτου τυχαίου πειράµατος συρρικνώνοντας το δειγµατικό χώρο Ω στο 
σύνολο Α και το ενδεχόµενο Β στο ενδεχόµενο 

)}1,2(),2,1{(=AB  

µε 2)( =ABN . Εποµένως η δεσµευµένη πιθανότητα του Β δεδοµένου του Α είναι ίση 

µε 

4
1

8
2

)(
)()|( ===

AN
ABNABP . 

Παρατηρούµε ότι, χρησιµοποιώντας τις σχέσεις 

N
ABNABP )()( = , 

N
ANAP )()( =  

συνάγουµε για τη δεσµευµένη πιθανότητα την έκφραση 

)(
)()|(

AP
ABPABP = . 

 Σηµειώνουµε ότι, σύµφωνα µε τον κλασικό ορισµό της πιθανότητας, η (µη 
δεσµευµένη) πιθανότητα του Β είναι ίση µε 

5
2

20
8)()( ===

N
BNBP . 
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Η πιθανότητα αυτή, τόσο στην παρούσα περίπτωση του πεπερασµένου δειγµατικού 
χώρου Ω µε ισοπίθανα δειγµατικά σηµεία όσο και σε οποιαδήποτε γενικότερη 
περίπτωση, όπως αναφέρθηκε και πιο πάνω, δύναται να υπολογισθεί µε τη χρήση του 
θεωρήµατος της ολικής πιθανότητας (βλ. Παράδειγµα 7.3). 

 Ο ορισµός της δεσµευµένης πιθανότητας που ακολουθεί αξιοποιεί τα 
συµπεράσµατα της προηγηθείσας ανάλυσης. 

Ορισµός 7.1. Έστω Ω ένας δειγµατικός χώρος στοχαστικού (τυχαίου) πειράµατος (ή 
φαινοµένου) και ΩA ⊆  ένα ενδεχόµενο µε 0)( >AP . Η δεσµευµένη πιθανότητα, 

δεδοµένου του Α, είναι µία συνάρτηση )|( ABP , Ω⊆B , η οποία ορίζεται ως εξής: 

)(
)()|(

AP
ABPABP = , Ω⊆B .                                  (7.1) 

Όταν 0)( =AP , η )|( ABP  δεν ορίζεται. Για συγκεκριµένο ενδεχόµενο Ω⊆B  η 

)|( ABP  καλείται δεσµευµένη πιθανότητα του Β δεδοµένου του Α. 

 Άµεση συνέπεια του ορισµού αυτού είναι ότι η )|( ABP , ΩB ⊆ , ικανοποιεί τα 

τρία αξιώµατα, 
(α) µη αρνητικότητας: 

0)|( ≥ABP  για κάθε ενδεχόµενο ΩB ⊆ , 

(β) νορµαλισµού: 

1)|( =AP Ω , 

(γ) αριθµήσιµης προσθετικότητας: 

LLLL ++++=∪∪∪∪ )|()|()|()|( 2121 ABPABPABPABBBP νν  

για οποιαδήποτε ξένα (αµοιβαίως αποκλειόµενα) ενδεχόµενα ,...,...,2 ,1  , νΩ =⊆ iBi  

και έτσι είναι µια γνήσια πιθανότητα. 
Σηµειώνουµε ότι από την ιδιότητα (γ) συνάγεται ως µερική περίπτωση η σχέση 

)|()|()|()|( 2121 ABPABPABPABBBP νν +++=∪∪∪ LL  

για κατά ζεύγη ξένα (αµοιβαίως αποκλειόµενα) ενδεχόµενα νΩ ,...,2 ,1  , =⊆ iBi . 

 Η δεσµευµένη πιθανότητα µπορεί να χρησιµοποιηθεί για την έκφραση της 
πιθανότητας της τοµής ενδεχοµένων. Χρησιµοποιώντας την (7.1) βρίσκουµε 

            )|()()( ΑΒΡΑΡΑΒΡ = .      (7.2) 

Γενικότερα αποδεικνύεται το επόµενο θεώρηµα. 
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Θεώρηµα 7.1. (Πολλαπλασιαστικός νόµος των πιθανοτήτων). Έστω ΩAi ⊆  

ν,...,2 ,1=i , ενδεχόµενα µε 0)( 121 >−νAAAP L . Τότε 

)|()|()|()()( 12121312121 −= ννν AAAAPAAAPAAPAPAAAP LLL .       (7.3) 

Απόδειξη. Παρατηρούµε ότι 

121221121 AAAAAAAAA νν ⊆⊆⊆⊆ −− LLL , 

οπότε 

)()()()( 121221121 APAAPAAAPAAAP νν ≤≤≤≤ −− LLL  

και επειδή 0)( 121 >−νAAAP L , έπεται ότι 

0)( 1 >AP , 0)(...,,0)( 12121 >> −νAAAPAAP L . 

Εποµένως οι δεσµευµένες πιθανότητες στο δεξιό µέλος της (7.3) έχουν έννοια 
(ορίζονται). Σύµφωνα µε τον ορισµό (7.1) έχουµε 

)(
)(

)|(
1

21
12 AP

AAP
AAP = , 

)(
)(

)|(
21

321
213 AAP

AAAP
AAAP = ,…, 

)(
)(

)|(
121

121
121

−

−
− =

ν

νν
νν AAAP

AAAAP
AAAAP

L

L
L  

και συνεπώς 

              
)(

)(
)(

)(
)(

)(
)()(

121

21

21

321

1

21
121

−

=
ν

ν
ν AAAP

AAAP
AAP

AAAP
AP
AAP

APAAAP
L

L
LL  

                                      )|()|()|()( 121213121 −= νν AAAAPAAAPAAPAP LL . 

Παράδειγµα 7.2. Ας θεωρήσουµε µία κληρωτίδα η οποία περιέχει ν σφαιρίδια 
αριθµηµένα από το 1 µέχρι το ν και έστω ότι r από τα σφαιρίδια αυτά είναι άσπρα. 
Εξάγουµε τυχαία και χωρίς επανάθεση το ένα µετά το άλλο κ σφαιρίδια. Να 
υπολογισθεί η πιθανότητα όπως και τα κ εξαγόµενα σφαιρίδια είναι άσπρα. 
 Έστω jA  το ενδεχόµενο εξαγωγής άσπρου σφαιριδίου στην j εξαγωγή 

ν...,,2,1=j . Τότε κAAA L21  είναι το ενδεχόµενο όπως και τα κ εξαγόµενα 

σφαιρίδια είναι άσπρα και η ζητουµένη πιθανότητα, σύµφωνα µε την (7.3), είναι 

)|()|()()( 12112121 −= κκκ AAAAPAAPAPAAAP LLL  

    
κ

κ

)(
)(

1
1

1
1

ν
r

κν
κr

ν
r

ν
r

=
+−
+−

−
−

= L . 
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Στην περίπτωση του Ελληνικού Lotto η κληρωτίδα περιέχει 49=ν  σφαιρίδια και 
κληρώνονται 6=κ  αριθµοί. Τα r σφαιρίδια φέρουν τους αριθµούς στους οποίους 
στοιχηµατίζει κάποιος. Έτσι αν στοιχηµατίσει σε 6=r  αριθµούς, η πιθανότητα να 
πετύχει και τους 6 αριθµούς που κληρώνονται είναι 

810700000007.0
13998816

1 −⋅=≅=p . 

Η πιθανότητα οποιουδήποτε ενδεχοµένου δύναται να αναλυθεί σε άθροισµα 
πιθανοτήτων µε τη χρησιµοποίηση δεσµευµένων πιθανοτήτων του ενδεχοµένου 
αυτού. Η ανάλυση αυτή απαιτεί την έννοια της διαµέρισης του δειγµατικού χώρου Ω 
η οποία ορίζεται ως εξής: 

Μία συλλογή }...,,,{ 21 νAAA  ν ενδεχοµένων ΩAi ⊆ , νi ...,,2,1= , τα οποία είναι 

κατά ζεύγη ξένα, ∅=∩ ji AA , ji ≠ , και η ένωσή τους είναι το Ω, 

ΩAAA ν =∪∪∪ L21 , καλείται διαµέριση του Ω. 

Θεώρηµα 7.2. (Θεώρηµα Ολικής Πιθανότητας, Θ.Ο.Π.). Αν τα ενδεχόµενα 
}...,,,{ 21 νAAA  αποτελούν µία διαµέριση του δειγµατικού χώρου Ω µε 0)( >κAP , 

νκ ...,,2,1=  και Β είναι ένα ενδεχόµενο στον Ω, τότε 

∑
=

=
ν

κ
κκ

1
)|()()( ABPAPBP .                                       (7.4) 

Απόδειξη. Παρατηρούµε ότι 

BABABABAAAB νν ∪∪∪=∪∪∪== LL 2121 )(ΩΒ , 

όπου τα ενδεχόµενα BAκκ =Γ , νκ ...,,2,1=  είναι κατά ζεύγη ξένα µεταξύ τους 

επειδή για ji ≠ , ∅== BAA jiji )(ΓΓ  (βλ. Σχήµα 7.2).  

BA1 BA2 BA3 BAvL

1A 2A 3A L vA

Ω

 

Σχήµα 7.2 

Εποµένως, σύµφωνα µε την προσθετική ιδιότητα της πιθανότητας, έχουµε 
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)()()()( 21 BAPBAPBAPBP ν+++= L . 

Επειδή 0)( >κAP , από την (7.2), έπεται ότι 

)|()()( κκκ ABPAPBAP = , νκ ...,,2,1= , 

οπότε 

)|()()|()()|()()( 2211 νν ABPAPABPAPABPAPBP +++= L . 

Θεώρηµα 7.3. (Θεώρηµα (Τύπος) του Bayes). Aν τα ενδεχόµενα }...,,,{ 21 νAAA  

αποτελούν µία διαµέριση του δειγµατικού χώρου Ω µε 0)( >κAP , νκ ...,,2,1=  και Β 

είναι ένα ενδεχόµενο στον Ω µε 0)( >BP , τότε 

∑
=

= ν

κ
κκ

rr
r

ABPAP

ABPAPBAP

1
)|()(

)|()()|( , ν...,,2,1=r .                        (7.5) 

Απόδειξη. Χρησιµοποιώντας τον ορισµό της δεσµευµένης πιθανότητας και το 
θεώρηµα της ολικής πιθανότητας παίρνουµε 

∑
=

== ν

κ
κκ

rrr
r

ABPAP

ABPAP
BP

BAPBAP

1
)|()(

)|()(
)(

)()|( , ν...,,2,1=r . 

Παρατήρηση 7.1. α) Οι πιθανότητες )( κAP , νκ ...,,2,1= , που γνωρίζουµε πριν από 

την εκτέλεση του τυχαίου πειράµατος, καλούνται και “εκ των προτέρων” (a priori) 
πιθανότητες, ενώ οι δεσµευµένες πιθανότητες )|( BAP r , που υπολογίζουµε µε 

δεδοµένη την πραγµατοποίηση του ενδεχοµένου Β και εποµένως µετά την εκτέλεση 
του τυχαίου πειράµατος, καλούνται και “εκ των υστέρων” (a posteriori) πιθανότητες. 

β)  Συνήθως το Θεώρηµα Ολικής Πιθανότητας (Θ.Ο.Π.) και ο τύπος Bayes 
εφαρµόζονται για 2=v , οπότε AA =1  και AA ′=2 , µε Α οποιοδήποτε ενδεχόµενο 

τέτοιο ώστε 1)(0 << AP . Στην περίπτωση αυτή το Θ.Ο.Π. παίρνει τη µορφή 

)|())(1()|()()( ABPAPABPAPBP ′−+= , 

και ο τύπος Bayes γίνεται (για )0)( >BP  

)|())(1()|()(
)|()()|(

ABPAPABPAP
ABPAPBAP

′−+
= ,  )|(1)|( BAPBAP −=′ . 

γ) Είναι εύκολο να διαπιστωθεί ότι ακόµα και αν τα ξένα ανά 2 ενδεχόµενα 

vAAA ...,,, 21  δεν αποτελούν διαµέριση του Ω, οι τύποι (7.4) και (7.5) εξακολουθούν 
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να ισχύουν, µε την προϋπόθεση ότι vAAB ∪∪⊆ L1  (δηλ. το Β µπορεί να συµβεί 

µόνο σε συνδυασµό µε κάποιο από τα )...,,1 vAA . 

δ) Επίσης αξίζει να σηµειωθεί ότι οι (7.4) και (7.5) εξακολουθούν να ισχύουν και για 
ακολουθία ενδεχοµένων ...,...,,, 21 vAAA  (θέτοντας δηλ. ∞=v  στις σχέσεις αυτές). 

Παράδειγµα 7.3. Οι ηλεκτρικοί λαµπτήρες προωθούνται στην αγορά συσκευασµένοι 
σε χαρτοκιβώτια των 25 λαµπτήρων. Ας υποθέσουµε ότι από ένα χαρτοκιβώτιο που 
περιέχει 3 ελαττωµατικούς λαµπτήρες εξάγουµε 2 λαµπτήρες. Να υπολογισθούν οι 
πιθανότητες των ενδεχοµένων Α και Β εξαγωγής ελαττωµατικού λαµπτήρα κατά την 
πρώτη και δεύτερη εξαγωγή αντίστοιχα. 

(α) Αν οι εξαγωγές γίνονται µε επανάθεση, τότε 

25
3)( =AP , 

25
3)( =BP . 

(β) Αν οι εξαγωγές γίνονται χωρίς επανάθεση, τότε 

25
3)( =AP  

και η πιθανότητα του ενδεχοµένου Β υπολογίζεται µε τη χρησιµοποίηση του Θ.Ο.Π. 
ως εξής: 

25
3

24
3

25
22

24
2

25
3)|()()|()()( =⋅+⋅=′′+= ABPAPABPAPBP . 

Παράδειγµα 7.4. Έστω ότι 5% των εγκύων γυναικών που παρακολουθούνται από 
µία κλινική παρουσιάζουν βακτηριουρία. Επίσης είναι γνωστό ότι 30% των εγκύων 
γυναικών που παρουσιάζουν βακτηριουρία και 1% των εγκύων γυναικών που δεν 
παρουσιάζουν βακτηριουρία, πάσχουν από πυελονεφρίτιδα. Να υπολογισθούν οι 
πιθανότητες όπως µία έγκυος γυναίκα που παρακολουθείται στην κλινική αυτή και 
προσέρχεται για προγραµµατισµένη εξέταση (α) παρουσιάσει βακτηριουρία και 
πάσχει από πυελονεφρίτιδα, (β) πάσχει από πυελονεφρίτιδα και (γ) παρουσιάζει 
βακτηριουρία δεδοµένου ότι πάσχει από πυελονεφρίτιδα. 
 Ας θεωρήσουµε τα ενδεχόµενα Α και Β όπως µία έγκυος γυναίκα που 
παρακολουθείται από τη συγκεκριµένη κλινική παρουσιάσει βακτηριουρία και πάσχει 
από πυελονεφρίτιδα, αντίστοιχα. Τότε από τα δεδοµένα του προβλήµατος συνάγουµε 
τις πιθανότητες 

05.0)( =AP , 95.0)(1)( =−=′ APAP , 30.0)|( =ABP , 01.0)|( =′ABP . 

 (α) Σύµφωνα µε το πολλαπλασιαστικό θεώρηµα η ζητουµένη πιθανότητα είναι: 

0150.030.005.0)|()()( =⋅== ABPAPABP . 
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 (β) Εφαρµόζοντας το Θ.Ο.Π. συνάγουµε για τη ζητούµενη πιθανότητα: 

0245.001.095.030.005.0)|()()|()()( =⋅+⋅=′′+= ABPAPABPAPBP . 

 (γ) Σύµφωνα µε τον τύπο του Bayes η ζητουµένη πιθανότητα είναι: 

6122.0
01.095.030.005.0

30.005.0
)|()()|()(

)|()()|( =
⋅+⋅

⋅
=

′′+
=

ABPAPABPAP
ABPAPBAP . 

Παράδειγµα 7.5. Ο πληθυσµός µίας χώρας κατανέµεται, αναφορικά µε την ασθένεια 
του AIDS, στις οµάδες Α: υψηλού κινδύνου, Β: µέτριου κινδύνου και Γ: χαµηλού 
κινδύνου, σε ποσοστά 25%, 25% και 50%, αντίστοιχα. Είναι γνωστό ότι 5% των 
ατόµων της οµάδας Α πάσχουν από την ασθένεια, ενώ τα αντίστοιχα ποσοστά για τις 
Β και Γ είναι 1% και 1‰. (α) Τι ποσοστό της χώρας πάσχει από AIDS; (β) Αν ένα 
συγκεκριµένο άτοµο πάσχει από AIDS, ποιά η πιθανότητα να µην ανήκει στην οµάδα 
υψηλού κινδύνου Α; 
 Έστω Π το σύνολο των ατόµων που πάσχουν. 
(α) Αφού 05.0)|( =AΠΡ , 01.0)|( =ΒΠΡ  και 001.0)|( =ΓΠΡ , έχουµε από το 

Θ.Ο.Π. 

)()|()()|()()|()( ΓΡΓΠΡΒΡΒΠΡΑΡΑΠΡΠΡ ++=  

     50.0001.025.001.025.005.0 ⋅+⋅+⋅=  

     %55.10155.00005.00025.00125.0 ==++= . 

Άρα το 1.55% των ατόµων πάσχουν. 
β) Η πιθανότητα να ανήκει στην οµάδα υψηλού κινδύνου, )|( ΠΑΡ , βρίσκεται από 

τον τύπο Bayes: 

31
25

0155.0
0125.0

0155.0
25.005.0

)(
)()|()|( ==

⋅
==

ΠΡ
ΑΡΑΠΡΠΑΡ . 

Άρα, η πιθανότητα να µην ανήκει στην οµάδα Α είναι 

31
6)|(1)|( =−=′ ΠΑΡΠΑΡ . 

Ευαισθησία και ειδικότητα ενός διαγνωστικού τεστ 

 ∆ύο βασικά ποσοστά στην ιατρική στατιστική και επιδηµιολογία σχετικά µε την 
εµφάνιση µιας ασθένειας είναι ο επιπολασµός ή επικράτηση (prevalence) και η 
προσβλητικότητα ή επίπτωση (??) που ορίζονται ως εξής: 

Επιπολασµός
t
t

στιγµή""τηπληθυσµούτουατόµων#
στιγµή""χρονικήµίασενπεριπτώσεω#

=  
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και 

Επίπτωση
περίοδοίδιατηνπληθυσµόςµέσος

περίοδοδεδοµένησεεριπτώσεωννέων# π
= . 

Για παράδειγµα, αν σ’ ένα πληθυσµό 100 ατόµων παρατηρήθηκαν µέσα σ’ ένα έτος 
10 κρούσµατα της ασθένειας ενώ µέσα στον µήνα π.χ. Μάρτιο εµφανίστηκαν για 
πρώτη φορά 4 (νέα) κρούσµατα τότε ο επιπολασµός της ασθένειας τον Μάρτιο είναι 

%4100/4 =  ενώ η ετήσια επίπτωση είναι %10100/10 = . 
 Είναι γνωστό ότι κατά κανόνα ένα τεστ υπόκειται σε ένα ποσοστό εσφαλµένης 
διαγνωστικής ισχύος. Μπορεί ένα άτοµο να µην πάσχει από συγκεκριµένη ασθένεια 
και παρόλα αυτά το τεστ να είναι θετικό. Όπως και αντίστροφα, ένα τεστ να “βγει” 
αρνητικό για άτοµο που πάσχει από δεδοµένη ασθένεια. ∆ύο µέτρα της ορθότητας 
του διαγνωστικού τεστ, όσον άφορά την αναγνώριση µιας ασθένειας είναι η 
ευαισθησία (sensitivity) και η ειδικότητα (specificity) του διαγνωστικού τεστ. 
 Έστω τα παρακάτω ενδεχόµενα: 

+Τ : Το διαγνωστικό τεστ είναι θετικό 
−Τ : Το διαγνωστικό τεστ είναι αρνητικό 
+Α : Ένα άτοµο να είναι πράγµατι Ασθενής 
−Α : Ένα άτοµο να µην πάσχει από τη συγκεκριµένη ασθένεια. 

 Έστω επίσης ότι για dcbaν +++=  άτοµα που υποβλήθηκαν σε ένα 
διαγνωστικό τεστ για την διάγνωση µιας ασθένειας προέκυψαν τα παρακάτω 
δεδοµένα: 

 Παράγοντες “ασθένειας”  
Αποτέλεσµα 
διαγνωστικού 

τεστ 
+   Ασθενής −   Υγιής Σύνολο 

+  a  b  ba +  
−  c  d  dc +  

Σύνολο ca +  db +  dcba +++  

 

Τότε µε τη βοήθεια των ενδεχοµένων αυτών οι ποσότητες που χαρακτηρίζουν την 
ποιότητα (ορθότητα) ενός διαγνωστικού τεστ είναι: 

Ευαισθησία
ca

aATP
+

== ++ ]|[ ,       Ειδικότητα
db

dATP
+

== −− ]|[ . 



 38

Η ευαισθησία δηλαδή ενός διαγνωστικού τεστ είναι η πιθανότητα ορθής διάγνωσης 
µιας ασθένειας, ενώ ειδικότητα είναι η πιθανότητα το τεστ να βγει αρνητικό για υγιές 
άτοµο. 
Αυτό που κυρίως µας ενδιαφέρει είναι η πιθανότητα ένα άτοµο να πάσχει πράγµατι 
από µία ασθένεια όταν το διαγνωστικό τεστ βγει θετικό, δηλαδή η προβλεπτική ή 
διαγνωστική αξία (predictive value) τόσο του θετικού όσο και του αρνητικού τεστ 
και τα οποία ορίζονται από τις σχέσεις: 

∆ιαγνωστική αξία θετικού τεστ
ba

aTAP
+

== ++ ]|[  

και 

∆ιαγνωστική αξία αρνητικού τεστ
dc

dTAP
+

== −− ]|[ . 

Η χρησιµότητα της διαγνωστικής αξίας ενός τεστ έγκειται στο ότι έχουµε συνήθως 
εκτιµήσεις της ευαισθησίας και της ειδικότητας, οπότε εφαρµόζοντας το Θεώρηµα 
Bayes βρίσκουµε: 

   
)()|()()|(

)()|()|(
−−++++

+++
++

+
=

APATPAPATP
APATPTAP  

                      
ς)επιπολασµό-)(1ειδικότητα-(1ός)(εεπιπολασα)(εευαισθησ

ός)(εεπιπολασα)(εευαισθησ
+×
×

=  

όπου 

Επιπολασµός
dcba

caAP
+++

+
== + )( . 

Ανάλογα, ορίζεται η διαγνωστική αξία αρνητικού τεστ. 
 Είναι προφανές από τον παραπάνω πίνακα ότι ισχύουν τα εξής: 

Ποσοστό λανθασµένων θετικών διαγνώσεων
db

bATP
+

== −+ ]|[  

και 

Ποσοστό λανθασµένων αρνητικών διαγνώσεων
ca

cATP
+

== +− ]|[ . 

Παράδειγµα 7.6. Ας υποθέσουµε ότι το ποσοστό µιας ασθένειας (επιπολασµός) σ’ 
ένα δεδοµένο πληθυσµό είναι 5%. Έστω επίσης ότι 80% από εκείνους που έχουν την 
ασθένεια εµφανίζουν ένα ορισµένο εργαστηριακό εύρηµα ενώ µόνο 10% από τους µη 
ασθενείς παρουσιάζουν το ίδιο εύρηµα. Ποια είναι η πιθανότητα ένα τυχαίο άτοµο 
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του πληθυσµού που εµφανίζει το συγκεκριµένο εύρηµα να έχει πράγµατι την 
ασθένεια; 

Αν συµβολίσουµε µε +A  το ενδεχόµενο “ασθένεια”, −A  το ενδεχόµενο 

“απουσία ασθένειας”, +T  το ενδεχόµενο “εµφάνιση ευρήµατος” (τεστ θετικό) και 
−T  το ενδεχόµενο “απουσία του ευρήµατος” (τεστ αρνητικό), τότε έχουµε: 

05.0)( =+AP , 95.005.01)(1)( =−=−= +− APAP , 

20.0)|(1)|(,80.0)|( =−== +++−++ ATPATPATP , 

90.0)|(1)|(,10.0)|( =−== −+−−−+ ATPATPATP . 

Από το Θεώρηµα Bayes, η θετική προβλεπτική αξία του τεστ είναι 

)()|()()|(
)()|()|(

−−++++

+++
++

+
=

APATPAPATP
APATPTAP  

               %3030.0
90.010.005.080.0

05.080.0
=≅

⋅+⋅
⋅

= . 

∆ηλαδή, εάν ένα άτοµο εµφανίζει το σύµπτωµα έχει (εκ των υστέρων, a posteriori) 
πιθανότητα 30% να πάσχει πράγµατι από τη συγκεκριµένη ασθένεια, ενώ αντίθετα η 
a-priori (εκ των προτέρων) πιθανότητα να πάσχει είναι µόνο 5%. 
 
8. ΣΤΟΧΑΣΤΙΚΗ ΑΝΕΞΑΡΤΗΣΙΑ 
 
 Ας θεωρήσουµε ένα δειγµατικό χώρο Ω και δύο ενδεχόµενα ΩBA ⊆, . Από τον 

ορισµό της δεσµευµένης πιθανότητας συνάγουµε ότι (α) αν τα ενδεχόµενα Α και Β 
είναι ξένα µεταξύ τους, ∅=AB , τότε 0)|( =ABP , επειδή δεδοµένης της 

πραγµατοποίησης του ενδεχοµένου Α αποκλείεται η πραγµατοποίηση του 
ενδεχοµένου Β, ενώ (β) αν το ενδεχόµενο Α είναι υποενδεχόµενο του ενδεχοµένου Β, 

BA ⊆ , τότε 1)|( =ABP , επειδή η πραγµατοποίηση του ενδεχοµένου Α συνεπάγεται 

την πραγµατοποίηση και του ενδεχοµένου Β. Αυτές είναι οι δύο ακραίες περιπτώσεις 
όπου η γνώση της πραγµατοποίησης του ενδεχοµένου Α µας παρέχει µία πολύ θετική 
πληροφορία για την πιθανότητα πραγµατοποίησης του ενδεχοµένου Β. Υπάρχουν 
όµως και περιπτώσεις στις οποίες η γνώση της πραγµατοποίησης ενός ενδεχοµένου Α 
δεν έχει καµµιά επίδραση στην πραγµατοποίηση ή µη του ενδεχοµένου Β, δηλαδή 

)()|( BPABP = . 

Στην περίπτωση αυτή το ενδεχόµενο Β καλείται στοχαστικώς ανεξάρτητο του 
ενδεχοµένου Α. Επειδή, σύµφωνα µε τον πολλαπλασιαστικό νόµο, ισχύει 
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)|()()|()()( BAPBPABPAPABP == , 

στην περίπτωση που το ενδεχόµενο Β είναι στοχαστικώς ανεξάρτητο του 
ενδεχοµένου Α έπεται ότι 

)(
)(

)|()(
)(
)()|( AP

BP
ABPAP

BP
ABPBAP === , 

δηλαδή και το ενδεχόµενο Α είναι στοχαστικώς ανεξάρτητο του ενδεχοµένου Β και 
επιπλέον 

)()()( BPAPABP = . 

Με τη χρησιµοποίηση της τελευταίας αυτής σχέσης εισάγεται η έννοια της 
ανεξαρτησίας δύο ενδεχοµένων. Συγκεκριµένα θέτουµε τον ακόλουθο ορισµό. 

Ορισµός 8.1. Έστω Ω ένας δειγµατικός χώρος στοχαστικού (τυχαίου) πειράµατος (ή 
φαινοµένου) και ΩBA ⊆, . Τα ενδεχόµενα Α και Β καλούνται στοχαστικώς 

ανεξάρτητα αν και µόνο αν ισχύει η σχέση 

)()()( BPAPABP = .                                          (8.1) 

Παρατήρηση 8.1. Αν δύο ενδεχόµενα Α και Β είναι ανεξάρτητα, τότε και τα 
ενδεχόµενα Α και B′  είναι ανεξάρτητα. Τούτο συνάγεται από το συνδυασµό των εξής 
παρατηρήσεων: (α) Η ανεξαρτησία των ενδεχοµένων Α και Β συνεπάγεται ότι η 
γνώση της πραγµατοποίησης του Α δεν επιδρά στην πραγµατοποίηση ή µη του Β και 
(β) η πραγµατοποίηση του Β αποκλείει την πραγµατοποίηση του B′ . Το συµπέρασµα 
αυτό µπορεί να διαπιστωθεί µε τη χρησιµοποίηση των σχέσεων 

)()()( ABPAPBAP −=′ , )(1)( BPBP −=′  

και της υπόθεσης της ανεξαρτησίας των Α και Β, 

)()()( BPAPABP = , 

ως εξής: 

)()()](1)[()()()()()()( BPAPBPAPBPAPAPABPAPBAP ′=−=−=−=′ . 

Aνάλογα διαπιστώνεται ότι, στην περίπτωση αυτή, και τα ενδεχόµενα A′  και Β, όπως 
επίσης και τα ενδεχόµενα A′  και B′ , είναι ανεξάρτητα (Άσκηση 10). 

Παράδειγµα 8.1. Έστω ότι µία οικογένεια µε 3 παιδιά επιλέγεται τυχαία. Ας 
θεωρήσουµε το ενδεχόµενο Α όπως η επιλεγόµενη οικογένεια έχει παιδιά και των δύο 
φύλων και το ενδεχόµενο Β όπως έχει το πολύ ένα κορίτσι. Να εξετασθεί κατά πόσον 
τα ενδεχόµενα Α και Β είναι ανεξάρτητα. 
 Παρατηρούµε ότι η τοµή AB  είναι το ενδεχόµενο η επιλεγόµενη οικογένεια να 
έχει ακριβώς ένα κορίτσι. Εύκολα υπολογίζονται οι πιθανότητες: 
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8
3)( =∩ BAP , 

4
3

8
21)(1)( =−=′−= APAP , 

2
1)( =BP . 

Eποµένως ισχύει η σχέση (8.1) και τα ενδεχόµενα Α και Β είναι ανεξάρτητα. 

 Η έννοια της στοχαστικής ανεξαρτησίας ενδεχοµένων µπορεί να επεκταθεί για 
περισσότερα από δύο ενδεχόµενα. Ας θεωρήσουµε αρχικά τρία ενδεχόµενα 

ΩAAA ⊆321 ,,  και ας υποθέσουµε ότι είναι κατά ζεύγη ανεξάρτητα οπότε ισχύουν οι 

σχέσεις 

)()()( 2121 APAPAAP = , 

)()()( 3131 APAPAAP = ,                                          (8.2) 

)()()( 3232 APAPAAP = . 

Η ανεξαρτησία του 1A  τόσο από το 2A  όσο και από το 3A  δεν συνεπάγεται κατ’ ανά-

γκη την ανεξαρτησία του 1A  από την τοµή 32 AA  (βλ. Παράδειγµα 8.2). 

Παρατηρούµε ότι αν, επιπλέον των (8.2), ισχύει και η σχέση 

)()()]([ 321321 AAPAPAAAP = ,                                     (8.3) 

τότε ισχύει και η σχέση 

)()()()( 321321 APAPAPAAAP = .                                    (8.4) 

Αντίστροφα αν, επιπλέον των (8.2), ισχύει και η (8.4), τότε ισχύει και η (8.3), όπως 
επίσης και οι σχέσεις 

)()()]([ 312312 AAPAPAAAP = ,                                       (8.5) 

)()()]([ 213213 AAPAPAAAP = .                                      (8.6) 

 Μετά τις προκαταρκτικές αυτές παρατηρήσεις θέτουµε τον ακόλουθο ορισµό της 
στοχαστικής ανεξαρτησίας ενδεχοµένων. 

Ορισµός 8.2. Έστω Ω ένας δειγµατικός χώρος στοχαστικού (τυχαίου) πειράµατος (ή 
φαινοµένου) και ΩAAA ν ⊆...,,, 21 . Τα ενδεχόµενα νAAA ...,,, 21  καλούνται 

(αµοιβαίως ή πλήρως) στοχαστικώς ανεξάρτητα αν και µόνο αν ισχύουν οι σχέσεις 

)()()()(
2121 κκ iiiiii APAPAPAAAP LL =                        (8.7) 

για κάθε συνδυασµό }...,,,{ 21 κiii  των ν δεικτών }...,,2,1{ ν  ανά κ και για κάθε 

νκ ...,,3,2= . 

 Σύµφωνα µε τον ορισµό αυτό, για την ανεξαρτησία 3=ν  ενδεχοµένων 
απαιτείται να ισχύουν οι σχέσεις (8.2) και (8.4).  
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Παράδειγµα 8.2. Κατά ζεύγη αλλά όχι πλήρως ανεξάρτητα ενδεχόµενα. Ας 
θεωρήσουµε δύο διαδοχικές ρίψεις ενός συνήθους κύβου και έστω 1A   το ενδεχόµενο 

εµφάνισης άρτιου αριθµού στην πρώτη ρίψη, 2A  το ενδεχόµενο εµφάνισης άρτιου 

αριθµού στη δεύτερη ρίψη και 3A  το ενδεχόµενο το άθροισµα των αριθµών που 

εµφανίζονται 
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στις δύο ρίψεις να είναι άρτιος αριθµός. Να εξετασθεί κατά πόσον τα ενδεχόµενα 

21 , AA  και 3A  είναι ανεξάρτητα.  

 Ο δειγµατικός χώρος Ω του τυχαίου πειράµατος των δύο ρίψεων του κύβου 

περιλαµβάνει 366)( 2 ==ΩN  ισοπίθανα δειγµατικά σηµεία, που είναι οι διατάξεις 

των 6 αριθµών (εδρών) }6...,,2,1{  ανά 2 µε επανάληψη. Επίσης 

),3,4(),2,4(),1,4(),6,2(),5,2(),4,2(),3,2(),2,2(),1,2{(1 =A  

            )}6,6(),5,6(),4,6(),3,6(),2,6(),1,6(),6,4(),5,4(),4,4( , 

)6,3(),4,3(),2,3(),6,2(),4,2(),2,2(),6,1(),4,1(),2,1{(2 =A , 

              )}6,6(),4,6(),2,6(),6,5(),4,5(),2,5(),6,4(),4,4(),2,4( , 

)5,3(),3,3(),1,3(),6,2(),4,2(),2,2(),5,1(),3,1(),1,1{(3 =A , 

               )}6,6(),4,6(),2,6(),5,5(),3 ,5(),1,5(),6,4(),4,4(),2,4( . 

και 

                 321323121 AAAAAAAAA ===  

       )}6,6(),4,6(),2,6(),6,4(),4,4(),2,4(),6,2(),4,2(),2,2{(= . 

Σύµφωνα µε τον κλασικό ορισµό της πιθανότητας, 

2
1

36
18)()()( 321 ==== APAPAP , 

4
1

36
9)()()( 323121 ==== AAPAAPAAP , 

4
1

36
9)( 321 ==AAAP  

και έτσι 

),()()( 2121 APAPAAP =  )()()( 3131 APAPAAP = , )()()( 3232 APAPAAP = , 

ενώ 

)()()()( 321321 APAPAPAAAP ≠ . 

Εποµένως τα ενδεχόµενα 21, AA  και 3A  είναι κατά ζεύγη ανεξάρτητα ενώ δεν είναι 

πλήρως ανεξάρτητα. 

Παράδειγµα 8.3. Ας θεωρήσουµε µία ακολουθία τριών ρίψεων ενός συνήθους 
νοµίσµατος. Έστω jA  το ενδεχόµενο της εµφάνισης στην j ρίψη της όψης κεφαλή 
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(κορώνα), 3,2,1=j . Να εξετασθεί κατά πόσον τα ενδεχόµενα 21, AA  και 3A  είναι 

ανεξάρτητα. 
Ο δειγµατικός χώρος είναι το σύνολο 

)},,( ),,,(  ),,,( ),,,(  ),,,( ),,,( ),,,( ),,,{( κκκγκκκγκκκγγγκγκγκγγγγγ=Ω  

και 

)},,( ),,,( ),,,( ),,,{(1 κκκγκκκγκγγκ=A , 

)},,( ),,,( ),,,( ),,,{(2 κκκγκκκκγγκγ=A , 

)},,( ),,,( ),,,( ),,,{(3 κκκκγκκκγκγγ=A . 

Επίσης 

)},,( ),,,{(21 κκκγκκ=AA , )},,( ),,,{(31 κκκκγκ=AA , 

)},,( ),,,{(32 κκκκκγ=AA , )},,{(321 κκκ=AAA . 

Σύµφωνα µε τον κλασικό ορισµό της πιθανότητας, 

2
1

8
4)()()( 321 ==== APAPAP , 

4
1

8
2)()()( 323121 ==== AAPAAPAAP , 

8
1)( 321 =AAAP  

και έτσι 

),()()( 2121 APAPAAP =  )()()( 3131 APAPAAP = , )()()( 3232 APAPAAP = , 

)()()()( 321321 APAPAPAAAP = . 

Εποµένως τα ενδεχόµενα 21, AA  και 3A  είναι πλήρως ανεξάρτητα. 

 
9. ΑΝΕΞΑΡΤΗΤΕΣ ∆ΟΚΙΜΕΣ 
 Η έννοια των ανεξαρτήτων δοκιµών ενός τυχαίου πειράµατος αποτελεί βασικό 
στοιχείων των περισσοτέρων στοχαστικών προτύπων (µοντέλων) που µελετά η 
Θεωρία των Πιθανοτήτων. Για την εισαγωγή της έννοιας αυτής ας θεωρήσουµε 
αρχικά δύο τυχαία πειράµατα µε δειγµατικούς χώρους 1Ω  και 2Ω . Η διαδοχική (ή και 

ταυτόχρονη) εκτέλεση των δύο αυτών τυχαίων πειραµάτων ορίζει ένα (διδιάστατο) 
σύνθετο τυχαίο πείραµα. Ένας κατάλληλος δειγµατικός χώρος για τη µελέτη του 
τυχαίου αυτού πειράµατος είναι το καρτεσιανό (ή συνδυαστικό) γινόµενο 
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}  ,  :),{( 22112121 ΩωΩωωωΩΩ ∈∈=× . 

Ένα διδιάστατο σύνθετο τυχαίο πείραµα το οποίο συνίσταται στη διαδοχική εκτέλεση 
ενός τυχαίου πειράµατος µε δειγµατικό χώρο Ω καλείται ειδικότερα ακολουθία δύο 
δοκιµών του τυχαίου αυτού πειράµατος. Στην ειδική αυτή περίπτωση, στην οποία 

ΩΩ =1  και ΩΩ =2 , ο δειγµατικός χώρος είναι το καρτεσιανό γινόµενο του Ω µε τον 

εαυτό του, 

}2 ,1  ,  :),{( 21
2 =∈= ii ΩωωωΩ . 

 Ας θεωρήσουµε ένα ενδεχόµενο iΩ⊆iA  (ως προς το δειγµατικό χώρο iΩ ), 

2 ,1=i . Το ενδεχόµενο αυτό ως προς το δειγµατικό χώρο 21 ΩΩ × , του συνθέτου 

πειράµατος, εκφράζεται από το σύνολο 21 ΩΩBi ×⊆ , 2 ,1=i , όπου 211 ΩAB ×=  

και 212 AΩ ×=B . Τα ενδεχόµενα 1B  και 2B  αναφέρονται ως ενδεχόµενα εξαρτώµενα 

από το πρώτο και δεύτερο τυχαίο πείραµα, αντίστοιχα. Ειδικότερα, στην περίπτωση 
που ΩΩ =1  και ΩΩ =2  τα ενδεχόµενα 1B  και 2B  αναφέρονται ως ενδεχόµενα 

εξαρτώµενα από την πρώτη και δεύτερη δοκιµή του τυχαίου πειράµατος, αντίστοιχα. 
Η πραγµατοποίηση ή µη του ενδεχοµένου iB  εξαρτάται αποκλειστικά από το 

αποτέλεσµα του i-οστού πειράµατος (ή της i-οστής δοκιµής), 2 ,1=i . Η έννοια της 

στοχαστικής ανεξαρτησίας ενδεχοµένων µεταφέρεται και σε τυχαία πειράµατα και 
κατά συνέπεια και σε δοκιµές τυχαίου πειράµατος. Συγκεκριµένα έχουµε: 

∆ύο τυχαία πειράµατα µε δειγµατικούς χώρους 1Ω  και 2Ω  καλούνται ανεξάρτητα αν 

και µόνο αν ισχύει η σχέση 

)()()( 2121 BPBPBBP =                                           (9.1) 

για κάθε 211 ΩAB ×=  και 212 AΩ ×=B  ενδεχόµενα (ως προς το δειγµατικό χώρο 

21 ΩΩ × ) εξαρτώµενα από το πρώτο και δεύτερο τυχαίο πείραµα, αντίστοιχα. 

 Η σηµασία των ανεξαρτήτων τυχαίων πειραµάτων και ειδικότερα των 
ανεξαρτήτων δοκιµών τυχαίου πειράµατος, έγκειται κυρίως στο ότι δύνανται να 
χρησιµοποιηθούν για την κατασκευή χρησίµων στοχαστικών προτύπων (µοντέλων). 
Στην περίπτωση αυτή δεν αρχίζει κάποιος ορίζοντας αξιωµατικά την πιθανότητα 

)(BP  για κάθε ενδεχόµενο 21 ΩΩ ×⊆B  και µετά εξετάζοντας κατά πόσον 

ικανοποιείται η σχέση (9.1) διαπιστώνει την ανεξαρτησία των τυχαίων πειραµάτων (ή 
των δοκιµών του τυχαίου πειράµατος). Αντίθετα µάλιστα, ορίζονται πρώτα οι 
πιθανότητες )( iAP  για κάθε ενδεχόµενο iΩ⊆iA  2 ,1=i  και µετά υποθέτοντας ότι 

τα τυχαία πειράµατα είναι ανεξάρτητα ορίζεται η πιθανότητα )(BP  για κάθε 

ενδεχόµενο 21 ΩΩ ×⊆B  έτσι ώστε να ισχύει η σχέση (9.1). Σηµειώνουµε ότι, από 
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πρακτική άποψη, η υπόθεση της ανεξαρτησίας των τυχαίων πειραµάτων 
διατυπώνεται µετά την εξέταση των συνθηκών κάτω από τις οποίες εκτελούνται και 
σύµφωνα µε τα αποτελέσµατα σειράς παρατηρήσεων. 

 Ας υποθέσουµε για απλότητα ότι οι δειγµατικοί χώροι 1Ω  και 2Ω είναι διακριτοί. 

Ο ορισµός της πιθανότητας )(BP  για κάθε ενδεχόµενο 21 ΩΩ ×⊆B  µέσω των 

πιθανοτήτων )( iAP  για κάθε ενδεχόµενο iΩ⊆iA  2 ,1=i , στην περίπτωση που 

υποθέτουµε ότι τα τυχαία πειράµατα είναι ανεξάρτητα, επιτυγχάνεται ως εξής: 
Αρχικά, χρησιµοποιώντας την (9.1), ορίζεται η πιθανότητα για κάθε στοιχειώδες 
ενδεχόµενο )},{( 21 ωω  του δειγµατικού χώρου 21 ΩΩ × : 

})({})({)}),({( 2121 ωPωPωωP = . 

Η πιθανότητα )(BP  για κάθε ενδεχόµενο 21 ΩΩ ×⊆B , ορίζεται τότε, µέσω της 

πιθανότητας των στοιχειωδών ενδεχοµένων, από τη σχέση 

∑
∈

=
B

PBP
),(

21
21

)}),({()(
ωω

ωω . 

Παρατηρούµε ότι αν 211 ΩAB ×=  και 212 AΩ ×=B , τότε 

)()( 11 APBP = , )()( 22 APBP = . 

Επίσης 

)()()( 2121 APAPAAP =×  

και έτσι 

)()()( 2121 BPBPBBP = . 

Οι ανωτέρω έννοιες και συµπεράσµατα επεκτείνονται, χωρίς καµµιά περαιτέρω 
δυσκολία, σε οποιοδήποτε πεπερασµένο αριθµό ν τυχαίων πειραµάτων (ή δοκιµών 
τυχαίου πειράµατος). 

Παράδειγµα 9.1. Ας θεωρήσουµε µια ακολουθία 5 ρίψεων ενός ζεύγους 
διακεκριµένων κύβων. Να υπολογισθεί η πιθανότητα όπως σε 2 τουλάχιστο ρίψεις ο 
αριθµός που εµφανίζει ο δεύτερος κύβος υπερβαίνει τον αριθµό που εµφανίζει ο 
πρώτος κύβος. 
 Ας θεωρήσουµε, αρχικά, το τυχαίο πείραµα της ρίψης ενός ζεύγους 
διακεκριµένων κύβων µε δειγµατικό χώρο 

}6,...,2 ,1  ,6,...,2 ,1  :),{( === jijiΩ , 
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ο οποίος περιλαµβάνει 366)( 2 ==ΩN  ισοπίθανα δειγµατικά σηµεία. Το ενδεχόµενο 

Α όπως ο αριθµός που εµφανίζει ο δεύτερος κύβος υπερβαίνει τον αριθµό που 
εµφανίζει ο πρώτος κύβος, 

}5,...,2 ,1  ,6,...,2 ,1  :),{( =++== iiijjiA , 

περιλαµβάνει 15)( =AN  δειγµατικά σηµεία. Χαρακτηρίζοντας ως επιτυχία ε το 

ενδεχόµενο Α και ως αποτυχία α το συµπληρωµατικό ενδεχόµενο A′ , ο δειγµατικός 
χώρος Ω δύναται να παρασταθεί ως },1 εαΩ {= . Τότε 

12
5

36
15})({ === εPp , 

12
7

36
21})({ === αPq . 

Περαιτέρω, ο δειγµατικός χώρος του τυχαίου πειράµατος µιας ακολουθίας 5 ρίψεων 
ενός ζεύγους διακεκριµένων κύβων είναι το 

},{:),,,,{( 543215 εαωωωωωω ∈= iΩ , }5,4,3,2,1=i . 

To ενδεχόµενο Β πραγµατοποίησης κ επιτυχιών σε 5 ρίψεις (δοκιµές): 

εωωωωωω == iB :),,,,{( 54321  για κ ακριβώς δείκτες }}5,4,3,2,1{∈i  

περιλαµβάνει ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
k
5

 δειγµατικά σηµεία, όσα και ο αριθµός των επιλογών των κ θέσεων 

για τις επιτυχίες από τις 5 συνολικά θέσεις. Επιπλέον κάθε τέτοιο δειγµατικό σηµείο, 
το οποίο περιλαµβάνει σε κ θέσεις το ε και σε κ−5  θέσεις το α, έχει πιθανότητα 

})({})({})({})({})({)}),,,,({( 5432154321 ωPωPωPωPωPωωωωωP =  

         
κκ −

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

5

12
7

12
5 . 

Εποµένως η πιθανότητα )(BPp =κ  δίδεται από την 

κκ

κ κ

−

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

5

12
7

12
55

p , 5...,,1,0=κ . 

Η πιθανότητα όπως σε 2 τουλάχιστο ρίψεις ο αριθµός που εµφανίζει ο δεύτερος 
κύβος υπερβαίνει τον αριθµό που εµφανίζει ο πρώτος κύβος, έστω 2Q , η οποία είναι 

ίση µε την πιθανότητα 2 τουλάχιστο επιτυχιών, είναι ίση µε  

6913.02412.00675.01
12
7

12
55

12
711
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102 =−−=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−=−−= ppQ . 

Παράδειγµα 9.2. Nόµος κληρονοµικότητας του Mendel. Η κληρονοµικότητα 
χαρακτηριστικών οφείλεται σε ειδικούς φορείς καλουµένους γονίδια. Τα κύτταρα 
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ενός οργανισµού, µε εξαίρεση τους γαµέτες που είναι τα κύτταρα αναπαραγωγής, 
φέρουν γονίδια κατά ζεύγη τα οποία είναι είτε του τύπου Α είτε του τύπου α. Έτσι 
ανάλογα µε τα ζεύγη των γονιδίων που φέρουν τα κύτταρα κάθε οργανισµός ανήκει 
σε ένα από τους τρεις γονότυπους ΑΑ, Αα και αα (δεν υπάρχει διάκριση µεταξύ των 
Αα και αΑ). Οι γαµέτες φέρουν ένα µόνο γονίδιο που στην περίπτωση των γονοτύπων 
ΑΑ και αα είναι του τύπου Α και α, αντίστοιχα, ενώ στην περίπτωση του γονοτύπου 
Αα είναι εξίσου πιθανόν να είναι του τύπου Α ή του τύπου α. Τα παιδιά κληρονοµούν 
από τους γονείς τους τα γονίδια ένα από τον καθένα. Έστω ότι οι γονότυποι ΑΑ, Αα 
και αα εµφανίζονται σε ποσοστά p, 2q και r αντίστοιχα µε 12 =++ rqp  ανεξάρτητα 

φύλου.  

Οι πιθανότητες των τριών γονοτύπων ΑΑ, Αα και αα για οποιονδήποτε απόγονο 
γονέων που εκλέγονται τυχαία δύνανται να υπολογισθούν ως εξής: Ας θεωρήσουµε 
τα ενδεχόµενα 21, AA  και 3A  όπως ένα αρσενικό άτοµο το οποίο εκλέγεται τυχαία 

από τον αρχικό πληθυσµό είναι του γονοτύπου ΑΑ, Αα και αα, αντίστοιχα και τα 
ενδεχόµενα 21 , BB  και 3B  όπως ένα θηλυκό άτοµο το οποίο εκλέγεται τυχαία από τον 

αρχικό πληθυσµό είναι του γονοτύπου ΑΑ, Αα και αα, αντίστοιχα. Επίσης ας 
θεωρήσουµε τα ενδεχόµενα Α και Β όπως ένας απόγονος ζευγαρώµατος δύο ατόµων 
(αρσενικού και θηλυκού) του αρχικού πληθυσµού κληρονοµήσει το γονίδιο Α από 
τον πατέρα και τη µητέρα, αντίστοιχα. Τότε, σύµφωνα µε το θεώρηµα της ολικής 
πιθανότητας, 

qpqpAAPAPAAPAPAP +=+⋅=+=
2
121)|()()|()()( 2211  

και 

rqqpAPAP +=+−=−=′ )(1)(1)(  

εφ’ όσον 12 =++ rqp . Οµοίως 

qpBP +=)( , rqBP +=′)( . 

Ας θεωρήσουµε τώρα και τα ενδεχόµενα 21 , ΓΓ  και 3Γ  όπως ένας απόγονος 

ζευγαρώµατος δύο ατόµων (αρσενικού και θηλυκού) του αρχικού πληθυσµού είναι 
του γονοτύπου ΑΑ, Αα και αα, αντίστοιχα. Τότε ABΓ =1 , BABAΓ ′∪′=2  και 

BAΓ ′′=3 . Τα ενδεχόµενα Α και Β είναι ανεξάρτητα, οπότε τόσο τα ενδεχόµενα Α 

και B′  όσο και τα ενδεχόµενα A′  και Β και τα ενδεχόµενα A′ και B′  είναι 
ανεξάρτητα (βλ. Παρατήρηση 8.1). Εποµένως 

2
1 )()()()()( qpBPAPABPΓP +===  
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                                     )()()()( 2 BAPBAPBABAPΓP ′+′=′∪′=  

                          ))((2)()()()( rqqpBPAPBPAP ++=′+′= , 

2
3 )()()()()( rqBPAPBAPΓP +=′′=′′= . 

 
ΑΣΚΗΣΕΙΣ ΚΕΦ. 1 
 
 1. Η σειρά εξέτασης τεσσάρων µαθηµάτων γβα  , ,  και δ καθορίζεται µε κλήρωση 

για την αποφυγή διαµαρτυριών είτε από τους εξεταζόµενους είτε από τους 
επιτηρητές. Να ορισθεί κατάλληλος δειγµατικός χώρος για την περιγραφή του 
τυχαίου αυτού πειράµατος. Έστω ότι Α είναι το ενδεχόµενο το µάθηµα α να εξετασθεί 
πρώτο και Β το ενδεχόµενο το µάθηµα β να εξετασθεί δεύτερο. Να καταχωρηθούν τα 
δειγµατικά σηµεία των ενδεχοµένων BABA ∪,,  και BA∩ . 

 2. Κατά την τυχαία εκλογή µιας οικογένειας 4 παιδιών ενδιαφερόµαστε για τα 
ενδεχόµενα: A όπως ο αριθµός των αγοριών ισούται µε τον αριθµό των κοριτσιών, Β 
όπως αγόρια και κορίτσια εναλλάσσονται (αναφορικά µε τη σειρά γέννησης) και Γ 
όπως τρία παιδιά του ιδίου φύλου γεννούνται διαδοχικά. Ποιος είναι ο 
καταλληλότερος δειγµατικός χώρος Ω που µπορούµε να χρησιµοποιήσουµε και ποια 
τα δειγµατικά σηµεία που ανήκουν σε κάθε ένα από τα ενδεχόµενα που µας 
ενδιαφέρουν. 

3. Ας θεωρήσουµε το δειγµατικό χώρο Ω ενός στοχαστικού πειράµατος και έστω 
ΩΑ,Β ⊆  ενδεχόµενα µε 

)(4)(3)(2 ABPBPAP == , 2/1)( =− ABP . 

Να υπολογισθούν οι πιθανότητες )(AP , )(BP  και )(ABP  και στη συνέχεια οι 

πιθανότητες )( BAP − , )( BAP ∪ , )( BAP ′∪ , )( BABAP ′∪′ . 

 4. Αν 4/3)( =AP , 3/2)( =BP  και 5/3)( =ABP  να υπολογισθούν οι 

πιθανότητες: )( BAP − , )( BAP ∪  και )( BAP ′′ . 

 5. Αν A′  είναι το συµπληρωµατικό ενός ενδεχοµένου Α και ισχύει 
5/1)(2)( +=′ APAP  να υπολογισθεί η πιθανότητα )(AP . 

 6. Αν 
3

)()(2)( BPAPABP +
= , να αποδείξετε ότι )()( BPAP = . 
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 7. Αν 2/1)( =AP , 3/1)( =BP  και 3/2)( =∪ BAP  να εξετασθεί κατά πόσον τα 

ενδεχόµενα Α και Β είναι ανεξάρτητα. Οµοίως αν 2/1)( =AP , 5/1)( =BP  και 

5/3)( =′′BAP . 

8. Αν 4/3)( =ΑΡ  και 8/3)( =ΒΡ , δείξτε ότι: 

     (α) 4/3)( ≥∪ ΒΑΡ , 

     (β) 
8
3)(

8
1

≤≤ ΑΒΡ . 

Να βρεθούν ανάλογες ανισότητες αν 3/1)( =ΑΡ , 4/1)( =ΒΡ . 

9. Αποδείξτε τους νόµους De Morgan: 
    (α) vv AAAA ′′=′∪∪ LL 11 )( , και 

    (β) vv AAAA ′∪∪′=′ LL 11 )( . 

10. Αν τα ενδεχόµενα Α και Β είναι ανεξάρτητα, αποδείξτε ότι (α) τα Α και B′  
είναι ανεξάρτητα, (β) τα A′  και Β είναι ανεξάρτητα, και (γ) τα A′  και B′  είναι 
ανεξάρτητα. 

11. Να δειχθούν τα (i) και (ii) της Παρατήρησης 6.2 µε τη βοήθεια του Σχήµατος 
6.1. 

12. Ρίχνουµε ν συµµετρικά ζάρια. Υπολογίστε την πιθανότητα όπως η 
µεγαλύτερη ένδειξη (από τις ν) είναι η κ, για 6,5,4,3,2,1=κ . 

13. Εκλέγουµε 10 τραπουλόχαρτα από µία τράπουλα. Ποια η πιθανότητα να 
διαλέξουµε ακριβώς κ κόκκινα, για 10...,,1,0=κ ; 

14. (Πρόβληµα de Méré). Τι είναι πιο πιθανό, να φέρουµε τουλάχιστον ένα έξι 
σε 4 ρίψεις ενός ζαριού, ή τουλάχιστον µία φορά εξάρες σε 24 ρίψεις δύο ζαριών; 

 15. Έστω ότι ένας αριθµός τηλεφώνου εκλέγεται τυχαία από τον τηλεφωνικό 
κατάλογο. Να υπολογισθεί η πιθανότητα όπως και τα τέσσερα τελευταία ψηφία του 
είναι διαφορετικά. 

 16. Aποβιβάσεις ανελκυστήρα. Έστω ότι ανελκυστήρας ν-όροφης οικοδοµής 
ξεκινά από το ισόγειο µε κ άτοµα. Να υπολογισθούν οι πιθανότητες αποβίβασης (α) 
και των κ ατόµων σε διαφορετικό όροφο, (β) νrrr ...,,, 21  ατόµων από τα κ στους 

ορόφους ν...,,2,1 , αντίστοιχα, µε κrrr ν =+++ L21 . 

 17. Ας θεωρήσουµε ένα τραπέζι το οποίο είναι χωρισµένο σε ισόπλευρα τρίγωνα 
πλευράς α. Ένα νόµισµα διαµέτρου r µε α<r  τοποθετείται τυχαία στο τραπέζι. Να 
υπολογισθεί η πιθανότητα όπως το νόµισµα κείται στο εσωτερικό τριγώνου. 
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 18. Έστω }...,,,{ 21 νωωω=Ω  ο δειγµατικός χώρος ενός στοχαστικού 

πειράµατος. Αν })({2})({ 1+= ii PP ωω , 1...,,2,1 −= νi , να υπολογισθούν οι 

πιθανότητες των στοιχειωδών ενδεχοµένων })({ iP ω , ν...,,2,1=i . Επιπλέον να 

υπολογισθεί η πιθανότητα του ενδεχοµένου }...,,,{ 21 κωωω=Α , νκ ≤ . 

 19. Ας θεωρήσουµε το τυχαίο πείραµα 5 διαδοχικών ρίψεων δύο διακεκριµένων 
κύβων. Να υπολογισθεί η πιθανότητα όπως κάθε ένα από τα ζεύγη )6,5( , )5,6(  και 

)6,6(  εµφανισθεί µία τουλάχιστο φορά. 

 20. Έστω ότι το ποσοστό των γυναικών µιας ορισµένης περιοχής που πάσχουν 
από καρκίνο της µήτρας είναι 0.001. Το τεστ Παπανικολάου κάνει ορθή διάγνωση 
της ασθένειας µε πιθανότητα 0.97. ∆εδοµένου ότι το τεστ για µια γυναίκα είναι 
θετικό ποια είναι η πιθανότητα να πάσχει πραγµατικά από καρκίνο; 

 21. Έστω ότι ένας γιατρός όταν, µετά από κλινική εξέταση και µία σειρά 
αρχικών εργαστηριακών εξετάσεων, είναι τουλάχιστο κατά 80% βέβαιος ότι ένας 
ασθενής του έχει µία συγκεκριµένη ασθένεια συνιστά χειρουργική επέµβαση, ενώ σε 
αντίθετη περίπτωση συστήνει πρόσθετες επώδυνες και πολυέξοδες εξετάσεις. Ας 
θεωρήσουµε έναν ασθενή για τον οποίο ο γιατρός, µετά από κλινική εξέταση, είναι 
κατά 60% βέβαιος ότι έχει τη συγκεκριµένη ασθένεια και συνιστά µια σειρά αρχικών 
εξετάσεων, η οποία κάνει ορθή διάγνωση της ασθένειας σε 99% των περιπτώσεων. 
Το αποτέλεσµα των εξετάσεων αυτών είναι θετικό και ο γιατρός είναι έτοιµος να 
συστήσει χειρουργική επέµβαση όταν για πρώτη φορά ο ασθενής του αναφέρει ότι 
είναι διαβητικός. Η πληροφορία αυτή περιπλέκει τα πράγµατα γιατί η αρχική αυτή 
σειρά των εξετάσεων ενώ σε υγιείς κάνει λάθος διάγνωση σε 1% των περιπτώσεων, 
σε διαβητικούς κάνει λάθος διάγνωση σε 30% των περιπτώσεων. Συνεκτιµώντας το 
αποτέλεσµα της σειράς των αρχικών εξετάσεων και το νέο δεδοµένο ότι ο ασθενής 
είναι διαβητικός ποιά πρέπει να είναι η απόφαση του γιατρού; 

 22. Ας θεωρήσουµε το σύνολο των ασθενών που επισκέπτονται τα εξωτερικά 
ιατρεία ενός νοσοκοµείου σε µία συγκεκριµένη µέρα εφηµερίας και τα ενδεχόµενα 
όπως ένας ασθενής που προσέρχεται για εξέταση Α: πάσχει από σοβαρή ασθένεια, Β: 
χρειασθεί εισαγωγή στο νοσοκοµείο και Γ: είναι κάτω των 50 ετών. Έστω ότι 
ισχύουν τα εξής: 30.0)( =AP , 25.0)( =BP , 40.0)( =ΓP , 15.0)( =ABP , 

20.0)( =ΑΓP , 10.0)( =ΒΓP  και 05.0)( =ΑΒΓP . Να υπολογισθούν οι πιθανότητες 

)( BAP ′′ , )( ΓBAP ∪∪ , )( ΓAP −  και )( ΓBAP ′∪′ . 

 23. Ας θεωρήσουµε ένα σύνολο κ ατόµων },...,,,{ 121 κκ αααα −  των οποίων 

καταγράφουµε τα γενέθλια. Να υπολογισθεί η πιθανότητα όπως το συγκεκριµένο 
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άτοµο κα  έχει γενέθλια την ίδια µέρα µε ένα τουλάχιστο από τα υπόλοιπα 1−κ  

άτοµα }...,,,{ 121 −κααα . 

 24. Οι εταιρείες ασφάλισης αυτοκινήτων κατατάσσουν τους οδηγούς σε 10 
κατηγορίες ανάλογα µε την πιθανότητα που έχουν να προκαλέσουν δυστύχηµα. Έστω 
ότι η πιθανότητα όπως ένας οδηγός της κατηγορίας κ έχει σε ένα δωδεκάµηνο ένα 
τουλάχιστο δυστύχηµα είναι 100/κ , 10...,,2,1=κ . Ας θεωρήσουµε µία ασφαλιστική 

εταιρεία στην οποία τα 55/κ  των οδηγών που ασφαλίζει ανήκουν στην κ κατηγορία 
10...,,2,1=κ . Αν ένας οδηγός ασφαλισµένος στην εταιρεία αυτή αναφέρει ένα 

τουλάχιστο δυστύχηµα σε ένα δωδεκάµηνο ποια είναι η πιθανότητα να ανήκει στην κ 
κατηγορία, 10...,,2,1=κ ; 

 25. Έστω ότι σε µία συγκεκριµένη διαδροµή η πιθανότητα όπως οποιοδήποτε 
φανάρι της τροχαίας να είναι του ιδίου χρώµατος µε το προηγούµενο είναι 4/5. Αν το 
πρώτο φανάρι είναι πράσινο µε πιθανότητα 3/5 και κόκκινο µε πιθανότητα 2/5 να 
υπολογισθεί η πιθανότητα το τρίτο φανάρι να είναι πράσινο. 

 26. Στο τυχαίο πείραµα της ρίψης ενός νοµίσµατος δύο φορές ας θεωρήσουµε τα 
ενδεχόµενα όπως εµφανισθεί Α: η ένδειξη κεφαλή µια τουλάχιστο φορά, Β: στην 
πρώτη ρίψη η ένδειξη γράµµατα και Γ: σε κάθε ρίψη διαφορετική ένδειξη. 
Υπολογίζοντας τις σχετικές πιθανότητες, δείξετε ότι 

)()|( BPABP < , )()|( ΓPAΓP > , )()|( ΓPΒΓP = . 

 27. Έστω ότι ένα νόµισµα ρίχνεται διαδοχικά κ φορές. Ας θεωρήσουµε το 
ενδεχόµενο Α εµφάνισης και των δύο όψεων του νοµίσµατος και το ενδεχόµενο Β 
εµφάνισης µια το πολύ φορά της όψης κεφαλή. Να εξετασθεί κατά πόσον τα 
ενδεχόµενα Α και Β είναι ανεξάρτητα. 
 28. Έστω ότι το ποσοστό των ατόµων µιας ορισµένης περιοχής που πάσχουν από 
µία σοβαρή ασθένεια είναι 0.01. Ένα άτοµο υποβάλλεται σε δύο ανεξάρτητα µεταξύ 
τους τέστ καθένα από τα οποία κάνει ορθή διάγνωση µε πιθανότητα 0.95. Να 
υπολογισθούν οι δεσµευµένες πιθανότητες να πάσχει το άτοµο (α) δεδοµένου ότι ένα 
τουλάχιστο τέστ είναι θετικό και (β) δεδοµένου ότι και τα δύο τεστ είναι θετικά. 

 29. Έστω ότι ένα µόριο δύναται να χωρισθεί σε 0 ή 1 ή 2 µόρια µε πιθανότητες 
1/4, 1/2 και 1/4, αντίστοιχα. Ας θεωρήσουµε τα σύνολα των µορίων της πρώτης και 
της δεύτερης γενιάς προερχόµενα από το αρχικό µόριο, του προγεννήτορα. Αν κA  

είναι το ενδεχόµενο όπως ο αριθµός των µορίων της πρώτης γενιάς είναι κ, 2,1,0=κ  

και rB  είναι το ενδεχόµενο όπως ο αριθµός των µορίων της δεύτερης γενιάς είναι r, 

6...,,1,0=r , να υπολογισθούν οι πιθανότητες )( 0BP , )( 1BP  και )|( 12 BAP . 
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30. Τα ποσοστά των φοιτητών που πέρασαν τα µαθήµατα Α, Β, Γ είναι 50%, 40% 
και 40%, αντίστοιχα. Και στα δύο µαθήµατα Α, Β επέτυχε το 35% των φοιτητών. Στα 
Α και Γ πέτυχε το 25% ενώ στα Β και Γ το 20%. Τέλος, 15% των φοιτητών πέτυχε 
και στα τρία µαθήµατα. Ποιο είναι το ποσοστό των φοιτητών που δεν πέτυχε σε 
κανένα µάθηµα; 

31. Η κάλπη 1A  περιέχει 1λ  λευκά και 1µ  µαύρα σφαιρίδια, ενώ η 2Α  περιέχει 2λ  

λευκά και 2µ  µαύρα. Εξάγουµε ένα σφαιρίδιο (στην τύχη) από την 1Α  και το 

τοποθετούµε (χωρίς να το δούµε) στην 2Α . Στην συνέχεια εξάγουµε ένα από την 2Α  

και το τοποθετούµε στην 1A . Τέλος, εξάγουµε ένα σφαιρίδιο από την 1A . 

(α)  Ποια η πιθανότητα να είναι λευκό το τελευταίο σφαιρίδιο; 

(β) Αν το τελευταίο σφαιρίδιο είναι λευκό, ποιά η πιθανότητα τα δύο πρώτα 
σφαιρίδια να ήταν µαύρα; 

32. Από µία (καλά ανακατεµένη) τράπουλα διαλέγουµε στην τύχη διαδοχικά και 
χωρίς επανατοποθέτηση τρία τραπουλόχαρτα. 
(α) Ποια είναι η πιθανότητα το τρίτο χαρτί να είναι άσσος; 
(β) Αν δούµε ότι το τρίτο τραπουλόχαρτο ήταν άσσος, ποιά η πιθανότητα τα δύο 

πρώτα τραπουλόχαρτα να είναι άσσοι; (εννοείται χωρίς να τα δούµε!) 

33. Αποδείξτε ότι αν από µία τράπουλα εκλέξουµε διαδοχικά και χωρίς 
επανατοποθέτηση ν χαρτιά )521( ≤≤ v , τότε η πιθανότητα όπως το κ κατά σειρά 

χαρτί είναι άσσος είναι 4/52, για vκ ...,,2,1= . 

34. Κάποιος έχει ν κλειδιά εκ των οποίων µόνο το 1 ανοίγει την πόρτα. Επειδή 
δεν θυµάται ποιο είναι το σωστό κλειδί, αρχίζει και δοκιµάζει ένα-ένα τα κλειδιά 
µέχρι να βρει αυτό που ταιριάζει (εννοείται ότι δεν ξαναπροσπαθεί µε τα κλειδιά που 
ήδη δοκίµασε). ∆είξτε ότι η πιθανότητα να ανοίξει την πόρτα στην κ δοκιµή είναι 1/ν 
για vκ ...,,1= . 

35. Στην προηγούµενη άσκηση, υποθέτοντας ότι s κλειδιά ταιριάζουν (από τα ν), 
ποια η πιθανότητα να ανοίξει στην κ δοκιµή για 11 +−≤≤ sνκ ; 

36. (α) Να βρείτε την πιθανότητα όπως σε ν ρίψεις ενός συµµετρικού νοµίσµατος 
φέρουµε τουλάχιστον µία φορά κεφάλι. (β) Υποθέτουµε ότι κάθε παιδί που γεννιέται 
σε µία οικογένεια έχει την ίδια πιθανότητα να είναι αγόρι ή κορίτσι. Πόσα παιδιά 
πρέπει να έχει µία οικογένεια, έτσι ώστε να υπάρχει κορίτσι µε πιθανότητα 
τουλάχιστον 95%; Πόσα παιδιά πρέπει να κάνει έτσι ώστε να αποκτήσει παιδιά και 
των δύο φύλων µε πιθανότητα τουλάχιστον 95%; 
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37. Στον πληθυσµό των οικογενειών µε ν παιδιά, έστω Α το ενδεχόµενο να 
υπάρχουν παιδιά και των δύο φύλων και Β το ενδεχόµενο να υπάρχει το πολύ ένα 
κορίτσι. ∆είξτε ότι αν τα Α και Β είναι ανεξάρτητα, τότε η οικογένεια έχει τρία 
παιδιά. 

38. (Ανισότητα Bonferroni). ∆είξτε ότι για οποιαδήποτε ενδεχόµενα vAA ...,,1 , 

1)()()...( 11 +−++≥ vAPAPAAP vv L . 

39. Στην Λευκωσία το 75% των κατοίκων είναι Ελληνοκύπριοι και οι υπόλοιποι 
Τουρκοκύπριοι. Από τους Ελληνοκύπριους το 20% γνωρίζει Αγγλικά, ενώ το 
αντίστοιχο ποσοστό για τους Τουρκοκύπριους είναι 10%. Αν συναντήσουµε κάποιον 
στο δρόµο και µιλάει Αγγλικά, ποια είναι η πιθανότητα να είναι Ελληνοκύπριος; Τι 
ποσοστό των κατοίκων της Λευκωσίας µιλάει Αγγλικά; 

40. ∆ύο συρτάρια περιέχουν χρυσά και αργυρά νοµίσµατα. Το πρώτο συρτάρι 
περιέχει 2 χρυσά και 1 αργυρό, ενώ το δεύτερο συρτάρι περιέχει 1 χρυσό και 2 
αργυρά νοµίσµατα. Κλέφτης, χωρίς να βλέπει (στα σκοτεινά!), ανοίγει ένα συρτάρι 
(στην τύχη) και παίρνει ένα νόµισµα (στην τύχη). 
(α) Ποια η πιθανότητα το νόµισµα να είναι χρυσό; 
(β) Αν το νόµισµα που λείπει είναι χρυσό, ποια η πιθανότητα ο κλέφτης να άνοιξε το 

πρώτο συρτάρι; 

 41. Ας θεωρήσουµε έναν αρχικό πληθυσµό στον οποίο οι γονότυποι ΑΑ, Αα και 
αα εµφανίζονται σε ποσοστά p, 2q και r αντίστοιχα µε 12 =++ rqp  ανεξάρτητα 

φύλου. Έστω ότι καθένας από τους γονείς (πατέρας και µητέρα) κληρονοµεί, 
σύµφωνα µε το νόµο κληρονοµικότητας του Mendel, σε κάθε παιδί του ένα από τα 
γονίδια Α και α. Να υπολογισθεί η δεσµευµένη πιθανότητα ο πατέρας να είναι του 
τύπου Αα δεδοµένου ότι το παιδί είναι του τύπου ΑΑ. 

 42. Έστω ότι 7% των ανδρών και 2% των γυναικών πάσχουν από αχρωµατοψία. 
Αν το 48% του πληθυσµού αυτού είναι άνδρες και το 52% είναι γυναίκες να 
υπολογισθεί η πιθανότητα όπως ένα άτοµο που εκλέγεται τυχαία από τον πληθυσµό 
αυτό να έχει αχρωµατοψία. 

 43. Έστω ότι το 50% των γυναικών έχουν το γονίδιο της αιµοφιλίας. Αν µία 
γυναίκα έχει το γονίδιο η πιθανότητα να το κληρονοµήσει στο παιδί της είναι 1/2. Να 
δειχθεί ότι η πιθανότητα µια γυναίκα να έχει το γονίδιο της αιµοφιλίας δεδοµένου ότι 
απέκτησε υγιή γιό ελαττώνεται κατά 1/3. 

44. Μία αιµατολογική εξέταση ανιχνεύει σωστά την έλλειψη σιδήρου στο 95% 
των περιπτώσεων, δηλαδή ανιχνεύει (ορθά) έλλειψη σιδήρου στο 95% των ατόµων 
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που πράγµατι έχουν έλλειψη, καθώς και ανιχνεύει (εσφαλµένα) έλλειψη στο 5% των 
ατόµων που έχουν επάρκεια σιδήρου. 
α) Αν το ποσοστό των ατόµων του πληθυσµού που έχουν έλλειψη σιδήρου είναι 

10%, ποια είναι η πιθανότητα ένα άτοµο στο οποίο έγινε διάγνωση έλλειψης 
σιδήρου να έχει πράγµατι έλλειψη; 

β) Ας υποθέσουµε ότι δεν γνωρίζουµε το ποσοστό ατόµων του πληθυσµού που 
έχουν έλλειψη σιδήρου, αλλά διαθέτουµε µία δεύτερη (δαπανηρή) εξέταση που 
κάνει πάντα σωστή διάγνωση. Εφαρµόζοντας τη δεύτερη αυτή εξέταση σε όλα τα 
άτοµα για τα οποία η πρώτη εξέταση ήταν θετική, διαπιστώθηκε ότι τα µισά από 
αυτά τα άτοµα είχαν πράγµατι έλλειψη σιδήρου. Τι ποσοστό του πληθυσµού έχει 
έλλειψη σιδήρου; 

45. Θεωρούµε ότι τα άτοµα µε ξανθά µαλλιά έχουν γονότυπο ΚΚ, τα άτοµα µε 
καστανά µαλλιά έχουν γονότυπο ΚΓ και τα µελαχρινά άτοµα έχουν γονότυπο ΓΓ (δεν 
γίνεται διάκριση µεταξύ των γονοτύπων ΚΓ και ΓΚ). Ας υποθέσουµε ότι οι γονότυποι 
ΚΚ, ΚΓ και ΓΓ είναι µοιρασµένοι στον πληθυσµό σε ποσοστά 10%, 40% και 50%, 
αντίστοιχα. Κατά τη διασταύρωση δύο ατόµων, το τέκνο τους κληρονοµεί τον ένα 
γονότυπο από τον πατέρα και τον άλλο από τη µητέρα. Φυσικά, ένα άτοµο της 
µορφής ΚΚ δεν µπορεί να δώσει γονότυπο Γ στο παιδί του, όπως και ένα άτοµο της 
µορφής ΓΓ δεν µπορεί να δώσει Κ. Τέλος, τα καστανά άτοµα µπορούν να δώσουν Κ ή 
Γ µε πιθανότητα 1/2. Ας υποθέσουµε ότι διασταυρώνουµε δύο άτοµα στην τύχη. 
(α) Ποια η πιθανότητα το τέκνο να είναι ξανθό, και ποια µελαχρινό; 
(β) ∆εδοµένου ότι το τέκνο είναι ξανθό, ποια είναι η πιθανότητα ο πατέρας να είναι 

καστανός και η µητέρα καστανή; 

46. (α) ∆είξτε ότι το ενδεχόµενο ∅  είναι στοχαστικά ανεξάρτητο µε κάθε 
ενδεχόµενο (και µε τον εαυτό του). 
(β) Το ίδιο ισχύει για το Ω. 
(γ) Αν ένα ενδεχόµενο Α είναι στοχαστικά ανεξάρτητο µε κάθε ενδεχόµενο τότε 

0)( =AP  ή 1)( =AP . 

47. Από ν ανδρόγυνα ( v2  άτοµα) επιλέγουµε µία επιτροπή κ ατόµων στην τύχη. 
Ποια η πιθανότητα να µην υπάρχουν σύζυγοι στην επιτροπή; Ποια η πιθανότητα να 
υπάρχουν ακριβώς r ζευγάρια στην επιτροπή )2( rvrκ −≤− ; 

48. Από τους αριθµούς v...,,2,1  διαλέγουµε έναν αριθµό x στην τύχη. Μετά, 

διαλέγουµε τυχαία έναν αριθµό y τους αριθµούς x...,,1 . Ποια η πιθανότητα ο y να 

είναι 1; Αν ο y είναι 1, ποια η πιθανότητα ο x να είναι 1; 

49. Αν τα ενδεχόµενα Α, Β και Γ είναι ανεξάρτητα, τότε και τα επόµενα ζεύγη 
ενδεχοµένων είναι ανεξάρτητα: 
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(α) Α και ΓB . 
(β) Α και ΓB∪ . 
(γ) Α και ΓB − . 

50. Ρίχνουµε δύο δίκαια νοµίσµατα και θέτουµε {=A το πρώτο νόµισµα έφερε 

κ}, =B {το δεύτερο νόµισµα έφερε κ}, και {=Γ τα νοµίσµατα έφεραν την ίδια 

ένδειξη}. ∆είξτε ότι τα ΓBA ,,  είναι ανά ζεύγη ανεξάρτητα (δηλαδή, τα Α, Β είναι 

ανεξάρτητα, τα A, Γ είναι ανεξάρτητα και τα B, Γ είναι ανεξάρτητα), αλλά τα Α, B, Γ 
δεν είναι ανεξάρτητα. 

51. Η επίπτωση µιας νόσου σ’ ένα πληθυσµό είναι 5%. Το 80% από τους 
ασθενείς της νόσου αυτής έχουν ένα ορισµένο σύµπτωµα, ενώ 10% από τα άτοµα που 
δεν έχουν την νόσο έχουν το ίδιο σύµπτωµα. Αν ένα άτοµο από τον πληθυσµό αυτό 
έχει το σύµπτωµα, ποια είναι η πιθανότητα να έχει τη νόσο; 

 52. Έστω ότι τα ενδεχόµενα 21  , AΑ  και 3A  είναι ανεξάρτητα. ∆είξετε ότι τα 

ενδεχόµενα (α) 1A  και 32 AA ∪ , (β) 2A  και 31 AA ∪  και (γ) 3A  και 21 AA ∪  είναι 

ανεξάρτητα. 



 
 
ΚΕΦΑΛΑΙΟ 2 
 
 
ΚΑΤΑΝΟΜΕΣ ΠΙΘΑΝΟΤΗΤΑΣ  
ΤΥΧΑΙΩΝ ΜΕΤΑΒΛΗΤΩΝ 
 
 
 
1. ΤΥΧΑΙΑ ΜΕΤΑΒΛΗΤΗ ΚΑΙ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗ ΚΑΤΑΝΟΜΗΣ 
 
 Τα δειγµατικά σηµεία (στοιχειώδη ενδεχόµενα) ενός δειγµατικού χώρου 
στοχαστικού (τυχαίου) πειράµατος (ή φαινοµένου) δύνανται να είναι αριθµοί, όπως 
για παράδειγµα στην περίπτωση που εκφράζουν ποσοτικό χαρακτηριστικό του 
στοχαστικού πειράµατος, ή συµβολικές εκφράσεις µε γράµµατα του αλφαβήτου, 
όπως για παράδειγµα στην περίπτωση που περιγράφουν ποιοτικό χαρακτηριστικό του 
στοχαστικού πειράµατος. Οι περιπτώσεις αυτές αντιµετωπίζονται ενιαία µε την 
αντιστοίχηση σε κάθε δειγµατικό σηµείο ενός πραγµατικού αριθµού. Επιπλέον, σε 
ένα στοχαστικό (τυχαίο) πείραµα (ή φαινόµενο) το ενδιαφέρον και από πρακτική 
άποψη εστιάζεται στην πραγµατοποίηση ή µη αριθµητικών µεγεθών τα οποία 
αντιστοιχούν σε δειγµατικά σηµεία. Σχετικά θέτουµε τον ακόλουθο ορισµό. 

Ορισµός 1.1. Έστω Ω ο δειγµατικός χώρος ενός στοχαστικού (τυχαίου) πειράµατος. 
Μια πραγµατική συνάρτηση Χ που ορίζεται στο δειγµατικό χώρο Ω καλείται τυχαία 
µεταβλητή (τ.µ.). Η συνάρτηση αυτή αντιστοιχεί σε κάθε δειγµατικό σηµείο Ωω∈  έναν 
πραγµατικό αριθµό )(ωXx = . 

 Σηµειώνουµε ότι οι τυχαίες µεταβλητές συµβολίζονται µε τα κεφαλαία γράµµατα 
χωρίς δείκτες WZYX ,,,  ή µε δείκτες κXXX ...,,, 21  και οι τιµές τους µε τα 

αντίστοιχα µικρά γράµµατα wzyx ,,,  ή κxxx ...,,, 21 . 

 Το σύνολο RRX ⊆  των τιµών της τυχαίας µεταβλητής Χ αποτελεί το νέο 

δειγµατικό χώρο του στοχαστικού (τυχαίου) πειράµατος (ή φαινοµένου). Το 
διάστηµα ],( x−∞  είναι βασικό ενδεχόµενο στο νέο αυτόν δειγµατικό χώρο. 

Οποιοδήποτε άλλο ενδεχόµενο XRB ⊆  δύναται να εκφρασθεί (ή να προσεγγιστεί) 

συναρτήσει τέτοιων διαστηµάτων. Είναι εποµένως χρήσιµη η εισαγωγή της 
ακόλουθης συνάρτησης. 

Ορισµός 1.2. Η συνάρτηση F η οποία ορίζεται από τη σχέση 

}))(:({)()( xωXΩωPxXPxF ≤∈=≤= , ∞<<∞− x  
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καλείται συνάρτηση κατανοµής (σ.κ.) ή αθροιστική συνάρτηση κατανοµής (α.σ.κ.) της 
τ.µ. Χ. 

 Στις περιπτώσεις που υπάρχει κίνδυνος σύγχυσης η συνάρτηση κατανοµής της τ.µ. 
Χ συµβολίζεται µε XF  και η τιµή της στο x µε )(xFX . Σηµειώνουµε ότι η συνάρτηση 

κατανοµής, ως πιθανότητα, λαµβάνει τιµές στο διάστηµα ]1,0[ : 

1)(0 ≤≤ xF , ∞<<∞− x . 

Επίσης είναι αύξουσα συνάρτηση, 

)()( 21 xFxF ≤ , ∞<≤<∞− 21 xx , 

επειδή })(:{})(:{ 21 xωXΩωxωXΩω ≤∈⊆≤∈  και ισχύει 

0)(lim)( =≡−∞
−∞→

xFF
x

, 1)(lim)( =≡+∞
+∞→

xFF
x

, 

επειδή ∅=≤∈
−∞→

})(:{lim xωXΩω
x

, ΩxωXΩω
x

=≤∈
+∞→

})(:{lim . Τέλος 

σηµειώνουµε ότι οποιαδήποτε συνάρτηση κατανοµής είναι δεξιά συνεχής. 

 Η πιθανότητα όπως µια τυχαία µεταβλητή βρίσκεται σε συγκεκριµένο διάστηµα 
των πραγµατικών αριθµών δύναται να εκφρασθεί συναρτήσει της συνάρτησης 
κατανοµής της. Σχετικά αποδεικνύουµε το ακόλουθο θεώρηµα. 

Θεώρηµα 1.1. Έστω F η συνάρτηση κατανοµής µιας τυχαίας µεταβλητής Χ. Τότε 

)()()( αFβFβXαP −=≤<                                       (2.2) 

για κάθε πραγµατικούς αριθµούς α και β µε βα < . 

Απόδειξη. Το ενδεχόµενο }:{ βXαΩω ≤<∈  δύναται να εκφρασθεί ως διαφορά δύο 

ενδεχοµένων ως εξής: 

})(:{})(:{}:{ αωXΩωβωXΩωβXαΩω ≤∈−≤∈=≤<∈  

µε })(:{})(:{ βωXΩωαωXΩω ≤∈⊆≤∈ , εφ’ όσον βα < . Εποµένως, 

χρησιµοποιώντας την (6.5) του Κεφ. 1, συνάγουµε, σύµφωνα µε τη (2.1), τη σχέση 
(2.2). 

Παράδειγµα 1.1. Ας θεωρήσουµε δύο διαδοχικές ρίψεις ενός συνήθους νοµίσµατος. 
Ένας κατάλληλος δειγµατικός χώρος για τη µελέτη του τυχαίου αυτού πειράµατος 
είναι το σύνολο 

)},(),,(),,(),,{( κκγκκγγγ=Ω , 

όπου σηµειώνεται µε κ η όψη κεφαλή (ή κορώνα) και µε γ η όψη γράµµατα. Η 
συνάρτηση 
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⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
∈
=

=
),(,2

)},(),,{(,1
),(,0

)(
γγω

γκκγω
κκω

ωX  

η οποία ορίζεται στο δειγµατικό χώρο Ω και παίρνει τιµές στο σύνολο }2,1,0{=XR  

είναι τυχαία µεταβλητή και εκφράζει τον αριθµό εµφανίσεων της όψης γράµµατα. Η 
συνάρτηση κατανοµής F της τ.µ. Χ υπολογίζεται ως εξής: Παρατηρούµε ότι 

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

∞<≤
<≤
<≤
<<∞−∅

=≤∈

xΩ
x
x
x

xωXΩω

2,
21},1,0{
10,}0{
0,

})(:{  

και σύµφωνα µε τον ορισµό 1.2, 

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

∞<≤
<≤
<≤
<<∞−

=≤=

x
x
x
x

xXPxF

2,1
21,4/3
10,4/1
0,0

)()( . 

Η γραφική παράσταση της )(xF  δίδεται στο Σχήµα 1.1. Παρατηρούµε ότι αυτή 

είναι σκαλωτή συνάρτηση µε άλµατα στα σηµεία 2,1,0=x  µεγέθους 1/4, 1/2, 1/4 

αντίστοιχα. 

        0         1        2        3     x

F(x)

   1

3/4

1/2

1/4

 

Σχήµα 1.1. Η συνάρτηση κατανοµής )(xF . 

 
Παράδειγµα 1.2. Ας θεωρήσουµε το τυχαίο πείραµα της ρίψης ενός συνήθους κύβου. 
Καταγράφοντας την ένδειξη της επάνω έδρας του κύβου ο δειγµατικός χώρος του 
τυχαίου αυτού πειράµατος είναι το σύνολο }6,5,4,3,2,1{=Ω . 

Έστω Χ το αποτέλεσµα της ρίψης (η ένδειξη της επάνω έδρας) του κύβου. 
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Η ταυτοτική αυτή συνάρτηση ωωX =)( , Ωω∈ , είναι µια τυχαία µεταβλητή. Η 

συνάρτηση κατανοµής F της Χ υπολογίζεται ως εξής: Παρατηρούµε ότι 

⎪
⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

∞<≤
<≤
<≤
<≤
<≤
<≤
<<∞−∅

=≤∈

xΩ
x
x
x
x
x
x

xωXΩω

6,
65},5,4,3,2,1{
54},4,3,2,1{
43},3,2,1{
32},2,1{
21},1{
1,

})(:{  

και σύµφωνα µε τον ορισµό 1.2, 

⎪
⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

∞<≤
<≤
<≤
<≤
<≤
<≤
<<∞−

=≤=

x
x
x
x
x
x
x

xXPxF

6,1
65,6/5
54,6/4
43,6/3
32,6/2
21,6/1
1,0

)()( . 

Η γραφική παράσταση της )(xF  δίδεται στο Σχήµα 1.2. Παρατηρούµε ότι αυτή είναι 

σκαλωτή συνάρτηση µε άλµατα στα σηµεία 6,5,4,3,2,1=x  µεγέθους 1/6 το καθ’ 

ένα. 

    0         1        2        3        4        5        6            x

F(x)

1

5/6

4/6

3/6

2/6

1/6

 

Σχήµα 1.2. Η συνάρτηση κατανοµής )(xF  
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Παράδειγµα 1.3. Ας θεωρήσουµε µία τυχαία µεταβλητή Χ µε τιµές x στο διάστηµα 
]1,0[  και ας υποθέσουµε ότι η συνολική πιθανότητα 1)10( =≤≤ XP  κατανέµεται 

οµοιόµορφα στο διάστηµα ]1,0[  (κατά το ανάλογο της οµοιόµορφης κατανοµής της 

µάζας µιας ράβδου µε άκρα τα σηµεία 0 και 1). Στην περίπτωση αυτή η πιθανότητα η 
Χ να βρίσκεται στο διάστηµα ],( 21 xx  µε 10 21 ≤≤≤ xx  είναι ανάλογη του µήκους 

12 xx − , δηλαδή 

)()( 1221 xxcxXxP −=≤< , 

όπου η c είναι η σταθερά αναλογίας. Επιπλέον έχουµε 

0)0( =<<−∞ XP , 0)1( =∞<< XP . 

Εποµένως θέτοντας 01 =x , 12 =x  λαµβάνουµε 

cXP =≤< )10(  

και επειδή 1)10( =≤< XP  συµπεραίνουµε ότι 1=c . Η συνάρτηση κατανοµής F της 

Χ είναι τότε η 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

∞<≤
<≤
<<∞−

=≤=
.1,1

10,
0,0

)()(
x
xx
x

xXPxF  

Η γραφική παράσταση της )(xF  δίδεται στο Σχήµα 1.3. Παρατηρούµε ότι αυτή είναι 

συνεχής συνάρτηση. 

        0                          1                          x

F(x)

  1

 

Σχήµα 1.3. Η συνάρτηση κατανοµής )(xF  

2. ∆ΙΑΚΡΙΤΕΣ ΚΑΙ ΣΥΝΕΧΕΙΣ ΤΥΧΑΙΕΣ ΜΕΤΑΒΛΗΤΕΣ 
 Η µελέτη πολλών σηµαντικών εννοιών που συνδέονται µε τις τυχαίες µεταβλητές 
διευκολύνεται µε το διαχωρισµό των δύο βασικών κατηγοριών: των διακριτών και 
των συνεχών τυχαίων µεταβλητών. Σχετικά θέτουµε τους ακόλουθους ορισµούς. 
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Ορισµός 2.1. Μία τυχαία µεταβλητή Χ καλείται διακριτή (ή απαριθµητή) αν παίρνει, µε 
πιθανότητα 1, αριθµήσιµο (πεπερασµένο ή αριθµησίµως άπειρο) σύνολο τιµών 

...},...,,,{ 10 νxxxRX = . Η συνάρτηση f η οποία σε κάθε σηµείο κx , ...,2,1,0=κ , 

εκχωρεί την πιθανότητά του 

}))(:({)()( κκκ xωXΩωPxXPxf =∈=== , ...,2,1,0=κ ,            (2.1) 

καλείται συνάρτηση πιθανότητας της τυχαίας µεταβλητής Χ.  

Στις περιπτώσεις που υπάρχει κίνδυνος σύγχυσης η συνάρτηση πιθανότητας της 
τ.µ. Χ συµβολίζεται µε Xf  και η τιµή της στο κx  µε )( κxf X . 

 Σηµειώνουµε ότι, χρησιµοποιώντας την παράσταση ∪∪∪= L}{}{ 10 xxRX  

L∪}{ νx , η συνθήκη )( XRXP ∈  δύναται να γραφεί στη µορφή 

1)(
0

==∑
∞

=κ
κxXP . 

Επίσης η συνάρτηση πιθανότητας, όπως προκύπτει άµεσα από τον ορισµό της, είναι 
µη αρνητική 

0)( ≥κxf , ...,2,1,0=κ  και 0)( =xf , XRx∉                         (2.2) 

και 

∑
∞

=
=

0
1)(

κ
κxf .                                                  (2.3) 

Στην περίπτωση που το σύνολο των τιµών της τυχαίας µεταβλητής Χ είναι 
πεπερασµένο, }...,,,{ 10 νxxxRX = , η σειρά (2.3) γίνεται ένα πεπερασµένο άθροισµα 

∑
=

=
ν

κ
κ

0
1)(xf . 

 Η συνάρτηση πιθανότητας )()( κκ xXPxf == , ...,2,1,0=κ  µιας διακριτής 

τυχαίας µεταβλητής συνδέεται µε τη συνάρτηση κατανοµής αυτής )()( xXPxF ≤= , 

∞<<∞− x . Συγκεκριµένα, στη µερική περίπτωση που L<<< 210 xxx , ισχύουν οι 

σχέσεις 

∑
=

=
r

xfxF
0

)()(
κ

κ , 1+<≤ rr xxx , ...,2,1,0=r ,                        (2.4) 

µε 0)( =xF  για 0xx <<∞−  και 

)()()( 1−−= κκκ xFxFxf , ...,2,1=κ                               (2.5) 



 63

µε )()( 00 xFxf = . Γενικότερα ισχύει η σχέση 

∑
≤

=
xx

xfxF
κ

κ )()( , ∞<<∞− x ,                                    (2.6) 

όπου η άθροιση εκτείνεται σε όλα τα κx  τα οποία είναι µικρότερα ή ίσα του x. 

Σηµειώνουµε ότι η συνάρτηση κατανοµής F  µιας διακριτής τ.µ. X  είναι σταθερή 
κατά διαστήµατα (Σχήµατα 1.1 και 1.2) και αυξάνει µόνο µε άλµατα στα σηµεία 

Xk Rx ∈ . 

Ορισµός 2.2. Μία τυχαία µεταβλητή Χ καλείται συνεχής αν υπάρχει µη αρνητική 
συνάρτηση, 

0)( ≥xf , ∞<<∞− x ,                                            (2.7) 

µε 

∫
∞

∞−
= 1)( dxxf                                                   (2.8) 

τέτοια ώστε για κάθε πραγµατικούς αριθµούς α και β µε βα <  να ισχύει 

∫=≤<
β

α
dxxfβXαP )()( .                                       (2.9) 

Η )(xf  καλείται πυκνότητα πιθανότητας ή απλώς πυκνότητα της τυχαίας µεταβλητής 

Χ. 

 Άµεση συνέπεια των ορισµών της συνάρτησης κατανοµής )(xF  και της 

συνάρτησης πυκνότητας )(xf  µιας συνεχούς τυχαίας µεταβλητής Χ είναι η σχέση 

∫ ∞−
=

x dttfxF )()( , ∞<<∞− x ,                                 (2.10) 

που δείχνει ότι η συνάρτηση κατανοµής F  µιας συνεχούς τ.µ. X  είναι συνεχής 
συνάρτηση (Σχήµα 1.3). Συνεπώς, αν η X  είναι συνεχής τ.µ., τότε για κάθε Rx∈ , 

)()()( xXPxFxXP ≤==< . 

Αν η συνάρτηση )(xf  είναι συνεχής στο σηµείο x τότε παραγωγίζοντας τη σχέση 

(2.10) παίρνουµε την 

)()()( xf
dx

xdFxF ==′ .                                               (2.11) 

 Σηµειώνουµε ότι οι σχέσεις (2.10) και (2.11) είναι οι αντίστοιχες των (2.4) και 
(2.5) για συνεχείς τυχαίες µεταβλητές. Η πυκνότητα )(xf , σε αντίθεση µε τη 

συνάρτηση πιθανότητας, δεν παριστάνει την πιθανότητα κάποιου ενδεχοµένου. Η 
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πιθανότητα 0)( 0 == xXP  και εποµένως η )( 0xf  δεν παριστάνει βέβαια αυτή την 

πιθανότητα. Μόνον όταν η συνάρτηση αυτή ολοκληρώνεται µεταξύ δύο σηµείων, 
όπως στην (2.9), δίδει κάποια πιθανότητα. Κατά προσέγγιση για µικρό 0>∆x  
έχουµε 

∆xxf∆xxXxP )()( ≅+≤< . 

Παράδειγµα 2.1. Ας επανέλθουµε στο τυχαίο πείραµα, του παραδείγµατος 1.1, των 
δύο διαδοχικών ρίψεων ενός συνήθους νοµίσµατος. Ο αριθµός Χ των εµφανίσεων της 
όψης γράµµατα είναι µια διακριτή τυχαία µεταβλητή εφ’ όσον το σύνολο των τιµών 
της }2,1,0{=XR  είναι διακριτό (απαριθµητό). Η συνάρτηση πιθανότητας της τ.µ. Χ 

υπολογίζεται ως εξής: 

4
1)}],[{()0()0( ==== κκPXPf ,  

2
1)}],(),,[{()1()1( ==== γκκγPXPf , 

4
1)}],[{()2()2( ==== γγPXPf . 

Σηµειώνουµε ότι 

∑
=

=++=
2

0

1
4
1

2
1

4
1)(

x

xf , 

όπως απαιτείται από τον ορισµό µιας διακριτής τυχαίας µεταβλητής. 

Παράδειγµα 2.2. Ας θεωρήσουµε µια τυχαία µεταβλητή Χ µε τιµές x στο διάστηµα 
]1,0[  και ας υποθέσουµε ότι η συνολική πιθανότητα κατανέµεται οµοιόµορφα στο 

διάστηµα αυτό (βλ. Παράδειγµα 1.3). Να προσδιορισθεί η πυκνότητα της Χ. 

 Η συνάρτηση κατανοµής της Χ έχει υπολογισθεί στο Παράδειγµα 1.3 και είναι η 

⎪⎩

⎪
⎨

⎧

∞<≤
<≤
<<∞−

=
.1,1

10,
0,0

)(
x
xx
x

xF  

Παραγωγίζοντας αυτή συνάγουµε, σύµφωνα µε τη (2.11), την πυκνότητα της τ.µ. Χ 

⎩
⎨
⎧

><
≤≤

=
.1ή0,0

10,1
)(

xx
x

xf  

Αξίζει να σηµειώσουµε ότι η )(xF ′  δεν υπάρχει στα ακραία σηµεία 0=x  και 1=x . 

Αποδεικνύεται ότι χωρίς βλάβη της γενικότητας µπορούµε να ορίζουµε αυθαίρετα τις 
τιµές της πυκνότητας σε τέτοια µεµονωµένα σηµεία όπου η )(xF ′  δεν υπάρχει. 
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Παράδειγµα 2.3. Έστω ότι ο χρόνος απορρόφησης ενός φαρµάκου µετρούµενος σε 
ώρες είναι µία συνεχής τυχαία µεταβλητή Χ µε πυκνότητα 

2

)(2)(
θ

xθxf −
= , θx ≤≤0 , 

όπου 0>θ  είναι παράµετρος της κατανοµής. Να υπολογισθούν η συνάρτηση 
κατανοµής )(xF , ∞<<∞− x , και οι πιθανότητες )( βXαP ≤< , )( αXP >  µε 

θβα ≤<<0 . 

Η συνάρτηση κατανοµής για θx ≤≤0  είναι 

∫ ∫ ∫ ∫∞− ∞− ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −
−=−=+==

x x x
x

θ
tθdttθ

θ
dttfdttfdttfxF 0

0 0
0

2

2

2
)()(2)()()()(  

                  2

2)(1
θ

xθ −
−= . 

Επίσης 0)( =xF , 0<<∞− x  και 1)( =xF , ∞<≤ xθ . 

 Χρησιµοποιώντας τη συνάρτηση κατανοµής οι ζητούµενες πιθανότητες 
υπολογίζονται ως εξής: 

2

22 )()()()()(
θ

βθαθαFβFβXαP −−−
=−=≤< , 

2

2)()(1)(
θ
αθαFαXP −

=−=> . 

 
3. ΚΑΤΑΝΟΜΗ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗΣ ΤΥΧΑΙΑΣ ΜΕΤΑΒΛΗΤΗΣ 
 Στην πιθανοθεωρητική µελέτη ενός στοχαστικού (τυχαίου) πειράµατος (ή 
φαινοµένου), όπως επίσης και στη στατιστική συµπερασµατολογία, αναφύεται συχνά 
η ανάγκη προσδιορισµού της κατανοµής µιας τυχαίας µεταβλητής )(XgY = , η 

οποία είναι συνάρτηση µιας άλλης τυχαίας µεταβλητής Χ µε γνωστή κατανοµή. 
Συνήθως το ενδιαφέρον αφορά την περίπτωση που τόσο η τυχαία µεταβλητή Χ όσο 
και η τυχαία µεταβλητή Υ είναι συνεχείς. Στην περίπτωση αυτή ο προσδιορισµός της 
κατανοµής της Υ επιτυγχάνεται ευκολότερα µε την εύρεση, αρχικά, της συνάρτησης 
κατανοµής. Η πυκνότητα της Υ προσδιορίζεται µε παραγώγιση της συνάρτησης 
κατανοµής. Η έκφραση της συνάρτησης κατανοµής της τυχαίας µεταβλητής 

)(XgY = , 

])([)()( yXgPyYPyFY ≤=≤= , 
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συναρτήσει της συνάρτησης κατανοµής της τυχαίας µεταβλητής Χ απαιτεί τον 
προσδιορισµό του συνόλου })(:{ yxgx ≤ . Τούτο επιτυγχάνεται εύκολα αν ο 

µετασχηµατισµός )(xgy =  είναι ένα προς ένα από το σύνολο XR  των τιµών της Χ 

επί του συνόλου YR  των τιµών της Υ και γνησίως µονότονος. Τότε υπάρχει ο 

αντίστροφος µετασχηµατισµός )(1 ygx −=  και είναι γνησίως µονότονος. Στην 

περίπτωση αυτή η σχέση yxg ≤)(  είναι ισοδύναµη µε τη σχέση )(1 ygx −≤ , αν η 

)(xgy =  είναι γνησίως αύξουσα και µε τη σχέση )(1 ygx −≥ , αν η )(xgy =  είναι 

γνησίως φθίνουσα και εποµένως 

))(()]([)( 11 ygFygXPyF XY
−− =≤= , 

αν η )(xgy =  είναι γνησίως αύξουσα και 

))((1)]([1)]([1)]([)( 1111 ygFygXPygXPygXPyF XY
−−−− −=≤−=<−=≥= , 

αν η )(xgy =  είναι φθίνουσα. Αν η αντίστροφη συνάρτηση )(1 ygx −=  

παραγωγίζεται και η παράγωγος dyydg /)(1−  είναι συνεχής για κάθε y στο YR , τότε 

παραγωγίζοντας την ανωτέρω έκφραση της συνάρτησης κατανοµής )( yFY , σύµφωνα 

µε τον κανόνα παραγώγισης σύνθετης συνάρτησης , συνάγουµε τη σχέση 

dy
ydgygfyf XY

)())(()(
1

1
−

−= , 

αν η )(xgy =  είναι γνησίως αύξουσα και τη σχέση 

dy
ydgygfyf XY

)())(()(
1

1
−

−−= , 

αν η )(xgy =  είναι γνησίως φθίνουσα. Εποµένως 

dy
ydgygfyf XY

)())(()(
1

1
−

−= . 

 Τα αποτελέσµατα αυτά συνοψίζονται στο ακόλουθο θεώρηµα. 

Θεώρηµα 3.1. Έστω ότι η Χ είναι µια συνεχής τυχαία µεταβλητή µε πυκνότητα )(xf X , 

XRx∈ . Αν ο µετασχηµατισµός )(XgY =  είναι γνησίως µονότονος από το σύνολο XR  

επί του συνόλου )( XY RgR =  και υπάρχει η παράγωγος dyydg /)(1−  και είναι συνεχής 

για κάθε y στο YR , τότε η τυχαία µεταβλητή )(XgY =  είναι συνεχής µε πυκνότητα 

dy
ydgygfyf XY

)())(()(
1

1
−

−= , YRy∈ .                              (3.1) 
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 Στη µερική περίπτωση που βαxxgy +== )( , όπου α και β πραγµατικές σταθερές 

µε 0≠α , ο αντίστροφος µετασχηµατισµός είναι ο αβyygx /)()(1 −== −  και 

αdyydg /1/)(1 =− . Έτσι συνάγουµε το ακόλουθο πόρισµα. 
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Πόρισµα 3.1. Έστω ότι η Χ είναι µια συνεχής τυχαία µεταβλητή µε πυκνότητα )(xf X , 

XRx∈ . Τότε η βαΧY += , 0≠α , είναι µια συνεχής τυχαία µεταβλητή µε πυκνότητα 

||
1)(
αα

βyfyf XY ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

= , YRy∈ .                                 (3.2) 

Παράδειγµα 3.1. Ας θεωρήσουµε µια συνεχή τυχαία µεταβλητή Χ µε πυκνότητα 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −
−= 2

2

2
)(exp

2
1)(

σ
µ

πσ
xxf X , ∞<<∞− x , 

όπου ∞<<∞− µ  και ∞<< σ0  είναι παράµετροι της κατανοµής. Σηµειώνουµε ότι 

αυτή είναι η πυκνότητα της κανονικής κατανοµής. Να προσδιορισθεί η πυκνότητα 
της τυχαίας µεταβλητής βα += XY , 0≠α . 

 Χρησιµοποιώντας την (3.2) παίρνουµε 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −−
−= 2

2

)(2
)(exp

2||
1)(

ασ
βαµ

πσα
yyfY , ∞<<∞− y . 

Θέτοντας 

βαµµ +=Y , σασ ||=Y , 

η πυκνότητα αυτή γράφεται στη µορφή 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −
−= 2

2

2
)(

exp
2

1)(
Y

y

Y
Y

y
yf

σ
µ

πσ
, ∞<<∞− y , 

η οποία είναι η πυκνότητα της κανονικής κατανοµής µε παραµέτρους βαµµ +=Y  

και σασ ||=Y . 

 Ειδικά για σα /1=  και σµβ /−= , οπότε 0=Yµ  και 1=Yσ , η πυκνότητα της 

τυχαίας µεταβλητής 

σ
µ−

=
XY  

παίρνει τη µορφή 

2/2

2
1)( y

Y eyf −=
π

, ∞<<∞− y , 

η οποία είναι γνωστή ως τυποποιηµένη κανονική πυκνότητα. 

 Η περίπτωση που ο µετασχηµατισµός )(xgy =  δεν είναι ένα προς ένα από το 

σύνολο XR  των τιµών της Χ επί του συνόλου YR  των τιµών της Υ  δύναται να 
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αντιµετωπισθεί µε τον προσδιορισµό του συνόλου })(:{ yxgx ≤  και την εύρεση, 

αρχικά, της συνάρτησης κατανοµής της τυχαίας µεταβλητής Υ. Μια τέτοια περίπτωση 
εξετάζεται στο επόµενο παράδειγµα. 

Παράδειγµα 3.2. (α) Ας θεωρήσουµε µια συνεχή τυχαία µεταβλητή Χ µε πυκνότητα 
)(xf X , XRx∈  και συνάρτηση κατανοµής )(xFX , Rx∈ . Να προσδιορισθεί η 

πυκνότητα της τυχαίας µεταβλητής 2XY = . 

 Η τυχαία µεταβλητή Υ δεν µπορεί να πάρει αρνητικές τιµές και έτσι για 
0≤<∞− y , 0)( =yFY  ενώ για ∞<< y0 , 

)()()()()()( 2 yFyFyXyPyXPyYPyF YYY −−=≤≤−=≤=≤= . 

Παραγωγίζοντας τη συνάρτηση αυτή, σύµφωνα µε τον κανόνα παραγώγισης 
σύνθετης συνάρτησης, συνάγουµε τη συνάρτηση πυκνότητας 

)}()({
2

1)( yfyf
y

yf XXY −+= , ∞<< y0 . 

 (β) Έστω ότι η τυχαία µεταβλητή Χ έχει την τυποποιηµένη κανονική πυκνότητα 

2/2

2
1)( x

X exf −=
π

, ∞<<∞− x . 

Να προσδιορισθεί η πυκνότητα της 2XY = . 

 Παρατηρούµε ότι η Xf  είναι άρτια συνάρτηση, )()( xfxf XX =− , και έτσι η 

ανωτέρω έκφραση της )( yfY  συναρτήσει της )(xf X  γίνεται 

)(1)( yf
y

yf XY = , ∞<< y0 . 

Εποµένως 

2/

2
1)( y

Y e
y

yf −=
π

, ∞<< y0 . 

 
4. ΜΕΣΗ ΤΙΜΗ ΚΑΙ ∆ΙΑΣΠΟΡΑ ΤΥΧΑΙΑΣ ΜΕΤΑΒΛΗΤΗΣ 
 
 Η κατανοµή πιθανότητας µιας τυχαίας µεταβλητής, όπως έχουµε ήδη 
παρατηρήσει, δύναται να εκφρασθεί είτε από τη συνάρτηση κατανοµής είτε από τη 
συνάρτηση πιθανότητας ή πυκνότητας αυτής. Μια περιληπτική περιγραφή της 
πιθανοθεωρητικής συµπεριφοράς µιας τυχαίας µεταβλητής παρέχεται από τη 
θεώρηση και µελέτη µερικών βασικών παραµέτρων της κατανοµής της. Η µέση τιµή 
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που αποτελεί µέτρο θέσης ή κεντρικής τάσης και η διασπορά που αποτελεί µέτρο 
συγκεντρωτικότητας ή µεταβλητότητας είναι οι πιο βασικές παράµετροι της 
κατανοµής µιας τυχαίας µεταβλητής. Στο εδάφιο αυτό εισάγονται διαδοχικά και 
µελετώνται η µέση τιµή και η διασπορά µιας τυχαίας µεταβλητής. 
 Η µέση τιµή µιας τυχαίας µεταβλητής αποτελεί γενίκευση του αριθµητικού µέσου 
µιας ακολουθίας τιµών. Συγκεκριµένα έχουµε τον ακόλουθο ορισµό. 

Ορισµός 4.1. (α) Έστω ότι η Χ είναι µια διακριτή τυχαία µεταβλητή µε συνάρτηση 
πιθανότητας )()( κκ xXPxf == , ...,2,1,0=κ . Τότε η µέση τιµή αυτής, 

συµβολιζόµενη µε )(ΧΕ  ή Χµ  ή απλώς µ αν δεν υπάρχει κίνδυνος σύγχυσης, ορίζεται 

από τη σχέση 

∑
∞

=

=≡
0

)()(
κ

κκµ xfxXE .                                         (4.1) 

 (β) Έστω ότι η Χ είναι µια συνεχής τυχαία µεταβλητή µε πυκνότητα )(xf , 

∞<<∞− x . Τότε η µέση τιµή αυτής ορίζεται από τη σχέση 

∫
∞

∞−
=≡ dxxxfXEµ )()( .                                         (4.2) 

 Σηµειώνουµε ότι η µέση τιµή µ,  οριζόµενη από την (4.1) ή την (4.2), είναι ένας 
πραγµατικός αριθµός, ∞<<∞− µ . Αυτό συµβαίνει όταν η σειρά στο δεξιό µέλος 

της (4.1) ή το ολοκλήρωµα στο δεξιό µέλος της (4.2) συγκλίνουν απολύτως (σε 
αντίθετη περίπτωση, η µέση τιµή δεν ορίζεται). 

 Αξίζει να σηµειωθεί η αναλογία µεταξύ της µέσης τιµής µιας τυχαίας µεταβλητής 
και του κέντρου βάρους µάζας στη µηχανική. Αν µια µονάδα µάζας κατανέµεται στα 
σηµεία ...,,, 210 xxx  µιας ευθείας και )( κxf  είναι η µάζα στο σηµείο κx , 

...,2,1,0=κ  τότε η (4.1) παριστάνει το κέντρο βάρους (περί την αρχή). Κατά τον ίδιο 

τρόπο αν η µονάδα µάζας έχει συνεχή κατανοµή σε µια ευθεία και αν η )(xf  

παριστάνει την πυκνότητα µάζας στο x τότε η (4.2) ορίζει και πάλι το κέντρο βάρους. 
Με την έννοια αυτή η µέση τιµή θεωρείται ως το κέντρο της κατανοµής πιθανότητας, 
δηλαδή η τυχαία µεταβλητή X  παίρνει τιµές «γύρω» από τη µέση της τιµή µ. 

Παράδειγµα 4.1. Έστω Χ ο αριθµός της επάνω έδρας στο τυχαίο πείραµα της ρίψης 
ενός συνήθους κύβου (βλ. Παράδειγµα 1.2). Να υπολογισθεί η µέση τιµή )(XE . 

 Η συνάρτηση πιθανότητας της τ.µ. Χ δίδεται από την 

6
1)()( === xXPxf , 6...,,2,1=x . 

Εποµένως, σύµφωνα µε τον ορισµό 4.1 (α), 
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∑
=

==
+++++

===
6

1 2
7

6
21

6
654321

6
1)(

x
xXEµ . 

Σηµειώνουµε ότι, όπως φαίνεται και από το απλό αυτό παράδειγµα, η µέση τιµή µιας 
διακριτής τυχαίας µεταβλητής δεν είναι κατ’ ανάγκη µια από τις δυνατές τιµές της. 

Παράδειγµα 4.2. Ας θεωρήσουµε µια συνεχή τυχαία µεταβλητή Χ η οποία 
κατανέµεται οµοιόµορφα στο διάστηµα ],[ θθ− . Να υπολογισθεί η µέση τιµή )(XE . 

 Η συνάρτηση πυκνότητας της τ.µ.  Χ  δίδεται από την 

θ
xf

2
1)( = , θxθ ≤≤− . 

Εποµένως, σύµφωνα µε τον ορισµό 4.1 (β), 

∫ ∫
∞

∞− −
−

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
====

θ

θ

θ

θ
θ

xxdx
θ

dxxxfXEµ 0
42

1)()(
2

. 

Σηµειώνουµε ότι η µέση τιµή της Χ είναι 0)( =ΧΕ , ανεξάρτητη της παραµέτρου θ. 

Στην κατανοµή αυτή η παράµετρος θ καθορίζει τη συγκεντρωτικότητα των τιµών της 
Χ περί τη µέση τιµή. Όσο πιο µικρό είναι το θ τόσο πιο µεγάλη είναι η 
συγκεντρωτικότητα. 

 Ας θεωρήσουµε µια τυχαία µεταβλητή Χ, διακριτή µε συνάρτηση πιθανότητας 
)()( κκ xXPxf X == , ...,2,1,0=κ  ή συνεχή µε πυκνότητα )(xf X , ∞<<∞− x . 

Σηµειώνουµε ότι µια συνάρτηση αυτής )(XgY =  είναι επίσης τυχαία µεταβλητή και 

η συνάρτηση πιθανότητας )()( rrY yYPyf == , ...,2,1,0=r  ή πυκνότητας )(yfY , 

∞<<∞− y  αυτής προσδιορίζεαι µέσω της συνάρτησης πιθανότητας )( κxf X , 

...,2,1,0=κ  ή πυκνότητας )(xf X  της τυχαίας µεταβλητής Χ. Είναι εποµένως 

ενδιαφέρον και έχει έννοια ο υπολογισµός της µέσης τιµής της )(XgY = . Ο 

υπολογισµός αυτός δύναται να γίνει, σύµφωνα µε τον ορισµό 4.1, αφού πρώτα 
υπολογισθεί η συνάρτηση πιθανότητας ή πυκνότητας της Υ. Τούτο δεν είναι αναγκαίο 
να γίνεται σε κάθε µερική περίπτωση. Σχετικά ισχύει η ακόλουθη έκφραση 

∑
∞

=

=≡
0

)()()]([)(
κ

κκ xfxgXgEYE X ,                               (4.3) 

αν η Χ είναι διακριτή (µε την προϋπόθεση ότι η σειρά συγκλίνει απολύτως), και η 
έκφραση 

∫
∞

∞−
=≡ dxxfxgXgEYE X )()()]([)( ,                               (4.4) 

αν η Χ είναι συνεχής (µε την προϋπόθεση ότι το ολοκλήρωµα συγκλίνει απολύτως). 
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 Η διασπορά µιας τυχαίας µεταβλητής αποτελεί ένα µέτρο της συγκεντρωτικότητας 
ή µεταβλητότητας της κατανοµής της. Η ύπαρξη κατανοµών οι οποίες έχουν την ίδια 
µέση τιµή και των οποίων οι τιµές είναι περισσότερο ή λιγότερο διασπαρµένες (βλ. 
Παράδειγµα 4.2) καθιστά αναγκαία την εισαγωγή ενός τέτοιου µέτρου. Η διασπορά, 
η οποία δύναται να χρησιµοποιηθεί για τη διάκριση των κατανοµών αυτών, είναι η 

µέση τιµή του τετραγώνου της απόκλισης 2)()( µ−= XXg , της τυχαίας µεταβλητής 

Χ από τη µέση της τιµή )(XE=µ  και υπολογίζεται µε τη χρησιµοποίηση των (4.3) 

και (4.4) ανάλογα µε το αν Χ είναι διακριτή ή συνεχής τυχαία µεταβλητή. 

Ορισµός 4.2. Έστω Χ µια τυχαία µεταβλητή µε µέση τιµή )(XE=µ . Τότε η διασπορά 

ή διακύµανση της Χ, συµβολιζόµενη µε )(XVar  ή 2
Xσ  ή απλώς 2σ  αν δεν υπάρχει 

κίνδυνος σύγχυσης, ορίζεται από τη σχέση 

])[()( 22 µXEXVarσ −=≡ .                                       (4.5) 

Η θετική τετραγωνική ρίζα της διασποράς )(XVar , 

)(XVarσσ X =≡                                               (4.6) 

καλείται τυπική απόκλιση της τυχαίας µεταβλητής Χ. 

 Σύµφωνα µε τις (4.3) και (4.4), αν η Χ είναι µια διακριτή τ.µ. µε συνάρτηση 
πιθανότητας )()( κκ xXPxf == , ...,2,1,0=κ , τότε 

∑
∞

=
−=

0

2 )()()(
κ

κκ xfµxXVar , 

και αν η Χ είναι µια συνεχής τ.µ. µε πυκνότητα )(xf , τότε 

∫
∞

∞−
−= dxxfµxXVar )()()( 2 . 

Σηµειώνουµε ότι η αναλογία που υπάρχει µεταξύ της µέσης τιµής µιας τυχαίας 
µεταβλητής και του κέντρου βάρους µάζας στη µηχανική επεκτείνεται και µεταξύ της 
διασποράς και της ροπής αδρανείας περί το κέντρο βάρους. 

 Στο επόµενο θεώρηµα αποδεικνύουµε βασικές ιδιότητες της µέσης τιµής και της 
διασποράς. 

Θεώρηµα 4.1. Έστω Χ µια τυχαία µεταβλητή µε µXE =)( , 2)( σXVar =  και α, β 

σταθερές. Τότε 

βµαβαXE +=+ )( ,                                                           (4.7) 

)]([)]([)]()([ XhEXgEXhXgE +=+ ,                             (4.8) 
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22)( σαβαXVar =+ ,                                                        (4.9) 

22 )()( µXEXVar −= .                                                   (4.10) 

Απόδειξη. Έστω ότι η Χ είναι µια διακριτή τυχαία µεταβλητή µε συνάρτηση 
πιθανότητας )()( κκ xXPxf == , ...,2,1,0=κ . Τότε σύµφωνα µε την (4.3) 

παίρνουµε 

∑ ∑ ∑
∞

=

∞

=

∞

=

+=+=+=+
0 0 0

)()()()()()(
κ κ κ

κκκκκ βXαExfβxfxαxfβαxβαΧE  

και 

∑ ∑ ∑
∞

=

∞

=

∞

=

+=+=+
0 0 0

)()()()()()]()([)]()([
κ κ κ

κκκκκκκ xfxhxfxgxfxhxgXhXgE  

                                 )]([)]([ XhEXgE += . 

Στην περίπτωση που η Χ είναι συνεχής, χρησιµοποιώντας την (4.4), συνάγουµε κατά 
τον ίδιο τρόπο τις (4.7) και (4.8). 
 Σύµφωνα µε τον ορισµό 4.2 της διασποράς και χρησιµοποιώντας τις σχέσεις (4.7), 
(4.8),  

])]()[[()( 2βµαβαXEβαXVar +−+=+  

                                        222222 ])[(])([ σαµXEαµΧαE =−=−= . 

Αναπτύσσοντας το τετράγωνο 2)( µ−X , της απόκλισης της τ.µ. Χ από τη µέση τιµή 

)(XE=µ , και χρησιµοποιώντας τις (4.7) και (4.8) παίρνουµε 

)2()()2(])[()( 22222 µXµEXEµXµXEµXEXVar −−=+−=−=  

                        2222 )()(2)( µXEµXEµXE −=+−= . 

Παρατήρηση 4.1. (α) Τυποποιηµένη τυχαία µεταβλητή. Αν Χ είναι µια τυχαία 

µεταβλητή µε µ=)(XE  και 0)( 2 >= σXVar , τότε η τυχαία µεταβλητή 

σ
µ−

=
XZ                                                  (4.11) 

έχει µέση τιµή, σύµφωνα µε την (4.7), 

0/])([]/)[()( =−=−= σµσµ XEXEZE  

και διασπορά, σύµφωνα µε την (4.9), 

1/)(]/)[()( 2 ==−= σXVarσµXVarZVar . 
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Η τυχαία µεταβλητή Ζ που ορίζεται από την (4.11) καλείται τυποποιηµένη τυχαία 
µεταβλητή που αντιστοιχεί στη Χ. 

(β) Αξίζει να σηµειωθεί ότι στην περίπτωση που 0)( =XVar , τότε υπάρχει 

πραγµατικός αριθµός c  τέτοιος ώστε 1)( == cXP . 

Παρατήρηση 4.2. Παραγοντικές ροπές. Η έκφραση (4.10) διευκολύνει τον 
υπολογισµό της διασποράς µιας τυχαίας µεταβλητής Χ, ιδιαίτερα στην περίπτωση που 
αυτή είναι συνεχής. Αν η τυχαία µεταβλητή Χ είναι διακριτή τότε η διασπορά αυτής 
υπολογίζεται ευκολότερα µε τη χρησιµοποίηση της παραγοντικής ροπής δεύτερης 
τάξης, 

])[( 2)2( XE=µ , 

όπου )1()( 2 −= XXX . Συγκεκριµένα έχουµε 

2
2 ])[()( µµXEXVar −+= .                              (4.12) 

Η σχέση αυτή συνάγεται άµεσα από την (4.10) και την 

µXEXXEXXEXEµ −=−=−== )()()]1([])[( 22
2)2( . 

Παράδειγµα 4.3. Έστω Χ ο αριθµός της επάνω έδρας στο τυχαίο πείραµα της ρίψης 
ενός συνήθους κύβου. Να υπολογισθεί η διασπορά )(XVar . 

 Η συνάρτηση πιθανότητας της τ.µ. Χ δίδεται από την 

6
1)()( === xXPxf , 6...,,2,1=x . 

Εποµένως, σύµφωνα µε την (4.3) 

∑
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=
+++++

==
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22

6
91

6
362516941

6
1)(

x

xXE . 

Χρησιµοποιώντας την (4.10) και το ότι (βλ. Παράδειγµα 4.1) 2/7)( == XEµ , 

παίρνουµε 

12
35

4
49

6
91

2
7

6
91)()(

2
22 =−=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−=−= µXEXVar . 

Παράδειγµα 4.4. Να υπολογισθεί η διασπορά της τυχαίας µεταβλητής Χ µε 
πυκνότητα 

θ
xf

2
1)( = , θxθ ≤≤− . 

Χρησιµοποιώντας την (4.4) παίρνουµε 
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∫ ∫
∞
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θ

θ

θ

θ

θ
θ

xdxx
θ

dxxfxXE
362

1)()(
23

222  

και σύµφωνα µε την (4.10) και επειδή (βλ. Παράδειγµα 4.2) 0)( == XEµ  

συµπεραίνουµε ότι 3/)()( 22 θXEXVar == . 

Παράδειγµα 4.5. Έστω ότι ο χρόνος απορρόφησης ενός φαρµάκου µετρούµενος σε 
ώρες είναι µια συνεχής µεταβλητή Χ µε πυκνότητα 

2

)(2)(
θ

xθxf −
= , θx ≤≤0 , 

όπου 0>θ  είναι παράµετρος της κατανοµής (βλ. Παράδειγµα 2.3). Να υπολογισθούν 
ο µέσος χρόνος απορρόφησης του φαρµάκου )(XE  και η διασπορά του χρόνου 

απορρόφησης )(XVar . 

 Η µέση τιµή )(XE , σύµφωνα µε τον ορισµό 4.1, δίδεται από την 

∫ ∫
∞

∞−
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xdxxθx

θ
dxxxfXE θ

θ

. 

Επίσης χρησιµοποιώντας την (4.4), παίρνουµε 
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2

0
0

2

43
2

2
22 θ

θ
x

θ
xdxxθx

θ
dxxfxXE θ

θ

 

και έτσι  

1896
)]([)()(

222
22 θθθXEXEXVar =−=−= . 

 Οι βασικές ανισότητες που ικανοποιούνται από τη µέση τιµή περιγράφονται στο 

Θεώρηµα 4.1. Έστω Χ µια τυχαία µεταβλητή µε τιµές στο XR  και g οποιαδήποτε 

συνάρτηση µε πεδίο ορισµού το XR  για την οποία υπάρχει η )]([ XgE .  

(i)  Αν αxg ≥)(  για κάθε XRx∈  τότε  

αXgE ≥)]([ .            (4.13) 

(ii) Αν βxg ≤)(  για κάθε XRx∈  τότε  

βXgE ≤)]([ .            (4.14) 

(iii) Αν βxgα ≤≤ )(  για κάθε XRx∈  τότε  

βXgEα ≤≤ )]([ .            (4.15) 
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(iv) Αν η συνάρτηση h, για την οποία υπάρχει η )]([ XhE , είναι τέτοια ώστε )()( xgxh ≤  

για κάθε XRx∈  τότε  

)]([)]([ XgEXhE ≤ .            (4.16) 

Απόδειξη. (iv) Έστω ότι η Χ είναι µια διακριτή τυχαία µεταβλητή µε συνάρτηση 
πιθανότητας )()( κκ xXPxf == , ...,2,1,0=κ . Τότε σύµφωνα µε την (4.3) 

παίρνουµε 

)]([)()()()()]([
0 0

ΧgExfxgxfxhΧhE
κ κ

κκκκ =≤= ∑ ∑
∞

=

∞

=
, 

επειδή )()( κκ xgxh ≤ , K,2,1,0=κ , δηλαδή την (4.16). Η απόδειξη γίνεται κατά τον 

ίδιο τρόπο στην περίπτωση που η Χ είναι συνεχής, χρησιµοποιώντας την (4.4). 

(i)  Προκύπτει από την (4.16) για αxh ≡)( . 

(ii)  Είναι βxg −≥− )(  για κάθε XRx∈ , και εφαρµόζοντας την (4.13), 

βXgEΧgE −≥−=− )]([)]([ , 

από την οποία συνάγεται η (4.14). 

(iii)  Άµεση συνέπεια των (4.13) και (4.14). 

 

 
AΣΚΗΣΕΙΣ ΚΕΦ. 2 

1. Έστω ότι η τυχαία µεταβλητή Χ έχει συνάρτηση κατανοµής 

⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

∞<≤

<≤

<≤

<≤

<≤

<<∞−

=

.4,1

43,
25
23

32,
25
19

21,
25
13

10,
5
1

0,0

)(

x

x

x

x

x

x

xF  

 Να υπολογισθούν (α) οι πιθανότητες )31( ≤< XP , )2( >XP  και (β) η 

συνάρτηση πιθανότητας )()( xXPxf == , 4,3,2,1,0=x . 

 2. Έστω ότι ο χρόνος αναµονής Χ σε λεπτά σε συγκεκριµένο σταθµό του υπογείου 
σιδηροδρόµου είναι µια συνεχής τυχαία µεταβλητή µε συνάρτηση κατανοµής 
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⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪

⎨

⎧

∞<≤
<≤
<≤
<≤
<<∞−

=

.4,1
42,4/
21,2/1
10,2/
0,0

)(

x
xx
x
xx
x

xF  

 Να υπολογισθούν (α) οι πιθανότητες )2( ≤XP , )31( ≤< XP , )3( >XP  και (β) η 

πυκνότητα )(xf . 

 3. Ας θεωρήσουµε το τυχαίο πείραµα της ρίψης δύο διακεκριµένων κύβων και 
έστω Χ η τυχαία µεταβλητή η οποία στο σηµείο ),( ji  του δειγµατικού χώρου 

αντιστοιχεί το σηµείο 2−+ ji , 6...,,2,1=i , 6...,,2,1=j . Να υπολογισθούν η 

συνάρτηση πιθανότητας )()( xXPxf X == , 10...,,1,0=x  και η συνάρτηση 

κατανοµής )()( xXPxFX ≤= , ∞<<∞− x  της τυχαίας µεταβλητής Χ. 

 4. Έχει διαπιστωθεί εµπειρικά ότι ο αριθµός Χ των πεταλούδων σε µια ορισµένη 
περιοχή έχει συνάρτηση κατανοµής 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

∞<≤

<<∞−
= ∑

=

xθc

x
xF x

1,/

1,0
)( ][

1κ

κ κ  

όπου ][x  παριστάνει το ακέραιο µέρος του x και θ είναι παράµετρος µε 10 << θ . Να 

προσδιορισθούν η σταθερά c και η συνάρτηση πιθανότητας )()( xXPxf == , 

...,2,1=x . 

 5. Η ποσότητα βενζίνης Χ (σε χιλιόλιτρα) που πωλεί πρατήριο βενζίνης σε µια 
µέρα είναι συνεχής τυχαία µεταβλητή µε συνάρτηση πυκνότητα 

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

∞<≤
<≤−
<≤
<≤

=

.3,0
32),3(
21,
10,

)(

x
xxc
xc
xcx

xf  

Να υπολογισθούν (α) η σταθερά c και (β) οι πιθανότητες )4/3( ≤XP , 

)2/52/1( ≤< XP , )4/9( >XP  και (γ) η µέση τιµή )(XE  και η διασπορά )(XVar . 

 6. Η εκατοστιαία περιεκτικότητα σε οινόπνευµα ενός παρασκευάσµατος είναι µια 
συνεχής µεταβλητή Χ µε πυκνότητα 

)1()( 3 xcxxf −= , 10 << x . 
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 (α) Να υπολογισθούν η σταθερά c και οι πιθανότητες )3/10(1 ≤<= XPp  και 

)3/23/1(2 ≤<= XPp . (β) Αν το παρασκεύασµα πωλείται προς j3  χιλιάδες 

δραχµές το λίτρο όταν η περιεκτικότητα σε οινόπνευµα είναι 3/3/)1( jXj ≤<− , 

ενώ κοστίζει 1+j  χιλιάδες δραχµές, 3,2,1=j , να υπολογισθεί το µέσο κέρδος ανά 

λίτρο και η διασπορά του κέρδους. 

 7. Έστω ότι το ετήσιο εισόδηµα µισθωτού Χ, µετρούµενο σε χιλιάδες Ευρώ, είναι 
µία συνεχής τυχαία µεταβλητή µε πυκνότητα 

5
324)(
x

xf = , ∞<≤ x3 . 

Να υπολογισθούν (α) η συνάρτηση κατανοµής )(xF , ∞<<∞− x  και (β) το µέσο 

εισόδηµα )(XE  και η διασπορά του εισοδήµατος )(XVar . 

 8. Ο χρόνος πέψης Χ, µετρούµενος σε ώρες, µιας µονάδας τροφής είναι µια 
συνεχής τυχαία µεταβλητή µε πυκνότητα 

xθxeθxf −= 2)( , ∞<< x0 , )0( ∞<< θ . 

Να υπολογισθούν (α) η συνάρτηση κατανοµής )(xF , ∞<<∞− x , (β) η πιθανότητα 

όπως για την πέψη µιας µονάδας τροφής απαιτηθεί περισσότερο από µια ώρα και (γ) 
ο µέσος χρόνος πέψης µιας µονάδας τροφής )(XE . 

 9. Έστω ότι Χ µια διακριτή τυχαία µεταβλητή µε συνάρτηση πιθανότητας 

ν
xf

2
1)( = , νx ±±±= ...,,2,1 . 

Να υπολογισθούν η µέση τιµή )(XE  και η διασπορά )(XVar . 

 10. Έστω Χ µια συνεχής τυχαία µεταβλητή µε πυκνότητα )(xf X  και συνάρτηση 

κατανοµής )(xFX . (α) Να προσδιορισθούν η συνάρτηση κατανοµής  )(yFY  και η 

πυκνότητα )(yfY  της τυχαίας µεταβλητής || XY = . (β) Αν 3/1)( =xf X , 21 ≤≤− x , 

να βρεθεί η πυκνότητα )(yfY  της || XY = . 



 
 
ΚΕΦΑΛΑΙΟ 3 
 
 

ΒΑΣΙΚΕΣ ∆ΙΑΚΡΙΤΕΣ ΚΑΤΑΝΟΜΕΣ 
 
 
 
 
1. ΕΙΣΑΓΩΓΙΚΑ 
 
 Η κατανοµή πιθανότητας, η µέση τιµή και η διασπορά µιας τυχαίας µεταβλητής 
εξετάσθηκαν στο Κεφάλαιο 2. Στο κεφάλαιο αυτό µελετώνται διεξοδικά οι 
σηµαντικότερες διακριτές κατανοµές. Πιο συγκεκριµένα διατυπώνονται τα πιο 
βασικά και χρήσιµα στοχαστικά πρότυπα (µοντέλα) καθ’ ένα από τα οποία δύναται 
να χρησιµοποιηθεί για την περιγραφή µιας ευρείας κλάσης στοχαστικών (τυχαίων) 
πειραµάτων ή φαινοµένων. Ορίζονται διακριτές τυχαίες µεταβλητές και σε κάθε 
περίπτωση προσδιορίζεται η κατανοµή τους, υπολογίζοντας τη συνάρτηση 
πιθανότητας αυτής. Επίσης υπολογίζονται η µέση τιµή και η διασπορά της κατανοµής 
και αποδεικνύονται χρήσιµες ιδιότητές της. Για τη διευκόλυνση των εφαρµογών 
γίνεται χρήση των πινάκων των κατανοµών αυτών. Στο επόµενο κεφάλαιο 
µελετώνται µε τον ίδιο διεξοδικό τρόπο οι σπουδαιότερες συνεχείς κατανοµές. 
 
2. ΚΑΤΑΝΟΜΗ BERNOULLI ΚΑΙ ∆ΙΩΝΥΜΙΚΗ ΚΑΤΑΝΟΜΗ 
 
2.1. Κατανοµή Bernoulli 
 Ας θεωρήσουµε ένα τυχαίο πείραµα µε δειγµατικό χώρο Ω και ένα ενδεχόµενο Α 
στον Ω. Αν A′  είναι το συµπληρωµατικό ενδεχόµενο του Α στον Ω, τότε τα 
ενδεχόµενα ),( AA ′  αποτελούν µια διαίρεση του δειγµατικού χώρου Ω, εφ’ όσον 

∅=′∩ AA  και ΩAA =′∪ . Το ενδεχόµενο Α χαρακτηρίζεται συνήθως ως επιτυχία 
και το A′  ως αποτυχία. Παριστάνοντας µε ε την επιτυχία και α την αποτυχία ο 
δειγµατικός χώρος δύναται να παρασταθεί ως },{ εαΩ = . Ένα τέτοιο τυχαίο πείραµα 

καλείται δοκιµή Bernoulli. Έστω 

pεP =})({ , qpεPαP =−=−= 1})({1})({ ,                         (2.1) 

και ας θεωρήσουµε την ακόλουθη τυχαία µεταβλητή. 

Ορισµός 2.1. Έστω Χ ο αριθµός των επιτυχιών σε µια δοκιµή Bernoulli µε πιθανότητα 
επιτυχίας p (και αποτυχίας pq −= 1 ). Η κατανοµή της δίτιµης (µηδέν-ένα) τυχαίας 

µεταβλητής Χ καλείται (µηδέν-ένα) κατανοµή Bernoulli µε παράµετρο p. 
(Συµβολίζουµε ))(~ pbX . 
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Οι συναρτήσεις πιθανότητας και κατανοµής, όπως επίσης η µέση τιµή και η 
διασπορά της κατανοµής Bernoulli δίδονται στο ακόλουθο θεώρηµα. 

Θεώρηµα 2.1. Η συνάρτηση πιθανότητας της κατανοµής Bernoulli µε παράµετρο p 
δίδεται από την 

xxqpxXPxf −=== 1)()( , 1,0=x .                                (2.2) 

και η συνάρτηση κατανοµής από την 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

∞<≤
<≤
<<∞−

=
.1,1

10,
0,0

)(
x
xq
x

xF                                         (2.3) 

Η µέση τιµή και διασπορά της κατανοµής Bernoulli µε παράµετρο p δίδονται από τις 

pXEµ == )( , pqXVarσ == )(2 .                                 (2.4) 

Απόδειξη. Ο αριθµός Χ των επιτυχιών σε µια δοκιµή Bernoulli είναι µια τυχαία 
µεταβλητή ορισµένη στον },{ εαΩ =  µε 

0)( =αX , 1)( =εX , 

και έτσι συνάγουµε τις πιθανότητες 

qαPωXΩωPXP ===∈== })({})0)(:({)0( , 

pεPωXΩωPXP ===∈== })({})1)(:({)1( , 

οι οποίες συνεπάγονται τη συνάρτηση πιθανότητας (2.2). Η συνάρτηση κατανοµής 
(2.3) προκύπτει άµεσα από τη (2.2) µε τη χρησιµοποίηση της (2.4) του Κεφ. 2. 
 H µέση τιµή της τυχαίας µεταβλητής Χ είναι 

pqxpXEµ
x

xx === ∑
=

−
1

0

1)(  

και η διασπορά αυτής συνάγεται ως εξής: 

pqpqqpqppxµXEXVarσ
x

xx =+=−=−== ∑
=

− 22
1

0

1222 )(])[()( . 

 
2.2. ∆ιωνυµική κατανοµή 
Ορισµός 2.1. Έστω Χ ο αριθµός των επιτυχιών σε µια ακολουθία ν ανεξαρτήτων 
δοκιµών Bernoulli µε πιθανότητα επιτυχίας p (και αποτυχίας pq −= 1 ), 

pεP =})({ , pqαP −== 1})({ , 



 81

σταθερή (ίδια) σε όλες τις δοκιµές. Η κατανοµή της τυχαίας µεταβλητής Χ καλείται 
διωνυµική µε παραµέτρους ν και p. (Συµβολίζουµε µε )),(~ pvbX . 

 Προτού υπολογίσουµε τις συναρτήσεις πιθανότητας και κατανοµής της 
διωνυµικής, διατυπώνουµε το εξής θεώρηµα. 

Θεώρηµα 2.2. ∆ιωνυµικό Θεώρηµα, Τύπος ∆ιωνύµου του Νεύτωνα. Για 
οποιουσδήποτε πραγµατικούς yx, , ισχύει η ταυτότητα 

∑
=

−
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=+

v

k

kvkv yx
k
v

yx
0

)( ,   ...,2,1=v . 

Απόδειξη. Είναι 

),(),(),()())(()( 21 yxpyxpyxpyxyxyxyx v
v LL ⋅=+++=+ , 

όπου yxyxpp ii +== ),( , vi ...,,2,1= . Εκτελώντας τις πράξεις σύµφωνα µε την 

επιµεριστική ιδιότητα θα προκύψουν προσθετέοι της µορφής kvkvv yxyxx −− ...,,, 1 , 
vv yxy ,..., 1− , δηλαδή της γενικής µορφής kvk yx −  για vk ...,,1,0= . Εποµένως, µετά 

την εκτέλεση των πράξεων, η έκφραση για το vyx )( +  θα πάρει τη µορφή 

∑
=

−=+
v

k

kvk
kv

v yxCyx
0

,)( , 

όπου 

=kvC , φορές που εµφανίζεται ο όρος kvk yx −  µετά την εκτέλεση των πράξεων. 

Είναι φανερό ότι ο όρος kvk yx −  σχηµατίζεται όταν και µόνο όταν επιλέξουµε k από 

τις παρενθέσεις vpp ...,,1 , από τις οποίες θα λάβουµε το x (και άρα, από τις υπόλοιπες 

kv −  παρενθέσεις θα λάβουµε το y). Τελικά, 

=kvC , πλήθος τρόπων που επιλέγονται k στοιχεία από τα ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

k
v

pp v...,,1 , 

λόγω του Θεωρήµατος 4.1 (β) του Κεφ. 1. 
Οι συναρτήσεις πιθανότητας και κατανοµής της διωνυµικής κατανοµής 

συνάγονται στο ακόλουθο θεώρηµα. 

Θεώρηµα 2.3. Η συνάρτηση πιθανότητας της διωνυµικής κατανοµής µε παραµέτρους ν 
και p δίδεται από την 

xxqp
x
ν

xXPxf −
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=== ν)()( , νx ...,,2,1,0=                        (2.5) 
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και η συνάρτηση κατανοµής από την 
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⎪
⎨

⎧

∞<≤

<≤⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

<<∞−

= ∑
=

−

, ,1

0,

0,0

)(
][

0

xν

νxqp
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xF
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κνκ                                (2.6) 

όπου ][x  παριστάνει το ακέραιο µέρος του x. 

Απόδειξη. Ο δειγµατικός χώρος του συνθέτου τυχαίου πειράµατος των ν 
ανεξαρτήτων δοκιµών Bernoulli είναι, σύµφωνα µε το Εδάφιο 9 του Κεφ. 1, το ν-πλό 
καρτεσιανό γινόµενο του },{ εαΩ =  µε τον εαυτό του, 

},...,2 ,1  },,{:)...,,,{( 21 νiεαωωωωΩ i =∈= ν
ν . 

Το ενδεχόµενο }{ xX =  να πραγµατοποιηθούν x επιτυχίες στις ν δοκιµές 

περιλαµβάνει ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
x
ν

 στοιχειώδη ενδεχόµενα, όσα και ο αριθµός των επιλογών των x 

θέσεων για τις επιτυχίες από τις ν θέσεις. Επιπλέον κάθε τέτοιο στοιχειώδες 
ενδεχόµενο, επειδή οι δοκιµές είναι ανεξάρτητες, έχει πιθανότητα 

xxqp −ν . 

Εποµένως 

xxqp
x
ν

xXPxf −
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=== ν)()( , νx ...,,2,1,0= . 

Σηµειώνουµε ότι 

0)( >xf , νx ...,,2,1,0= , 0)( =xf , }...,,2,1,0{ νx∉  

και σύµφωνα µε τον τύπο του διωνύµου του Νεύτωνα, 
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= =

− =+=⎟⎟
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νν

0 0
1)()(

x x

xx qpqp
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xf , 

όπως απαιτείται από τον ορισµό της συνάρτησης πιθανότητας. 
 Η συνάρτηση κατανοµής (2.6) προκύπτει άµεσα από τη (2.5) µε τη 
χρησιµοποίηση της (2.4) του Κεφ. 2. 

 Οι πίνακες της συνάρτησης πιθανότητας (2.5) και της συνάρτησης κατανοµής 
(2.6) της διωνυµικής κατανοµής διευκολύνουν τους υπολογισµούς που 
περιλαµβάνουν διωνυµικές πιθανότητες και χρησιµοποιούνται ευρύτατα, ιδιαίτερα 
στη Στατιστική. Οι πίνακες της διωνυµικής κατανοµής δίνουν συνήθως τη συνάρτηση 
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πιθανότητας (2.5) για 20...,,2,1=ν  και 50.0...,,10.0 ,05.0=p . Στην περίπτωση που 

5.0>p  οπότε 5.01 <−= pq , χρησιµοποιείται ο τύπος 

)( xxxx pq
xν

ν
qp

x
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⎜⎜
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⎛ νννν .                                 (2.7) 

 Στο επόµενο θεώρηµα συνάγονται η µέση τιµή και η διασπορά της διωνυµικής 
κατανοµής. 

Θεώρηµα 2.3. Έστω ότι η τυχαία µεταβλητή Χ ακολουθεί τη διωνυµική κατανοµή µε 
συνάρτηση πιθανότητας την (2.5). Τότε η µέση τιµή και η διασπορά της αυτής δίδονται 
από τις 

νpXEµ == )( , νpqXVarσ == )(2 .                                 (2.8) 

Απόδειξη. Η µέση τιµή της τ.µ. Χ, σύµφωνα µε τον ορισµό, δίδεται από την 

∑
=

−
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
==

ν
ν

1
)(

x

xxqp
x
ν

xXEµ . 

Χρησιµοποιώντας τη σχέση 
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και σύµφωνα µε τον τύπο του διωνύµου του Νεύτωνα συµπεραίνουµε ότι 

νpqpνpXEµ =+== −1)()( ν . 

Επίσης 
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και επειδή 
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                222 )1()()1( pννqppνν −=+−= −ν . 

Εποµένως, 

νpqpννppννµµXEXVarσ =−+−=−+== 2222
2

2 )1(])[()( . 

Παράδειγµα 2.1. Έστω ότι σε ν ασθενείς µετρείται η πίεση του αίµατος πριν και 
µετά τη χορήγηση ενός ορισµένου φαρµάκου και τα αποτελέσµατα είναι ),( 11 zy , 

),(...,),,( 22 νν zyzy . Αν κκ zy >  θεωρούµε ότι η κ–οστή δοκιµή είχε αποτέλεσµα 

επιτυχία, ενώ αν κκ zy ≤  αποτυχία, νκ ...,,2,1= . Αν το φάρµακο δεν έχει καµµιά 

επίδραση τότε η πιθανότητα επιτυχίας p είναι ίση µε την πιθανότητα αποτυχίας 
pq −=1  και εποµένως 2/1=p . 

Έστω Χ ο αριθµός των επιτυχιών στις ν δοκιµές. Τότε, υποθέτοντας ότι το 
φάρµακο δεν έχει καµµιά επίδραση στην πίεση του αίµατος, 

ν

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
===

2
1)()(

x
ν

xXPxf , νx ...,,2,1,0= . 

(Σηµειώνουµε ότι πολύ µικρός αριθµός επιτυχιών αποτελεί ένδειξη ότι το φάρµακο 
έχει αρνητική επίδραση (αυξάνει την πίεση), ενώ πολύ µεγάλος αριθµός επιτυχιών 
σηµαίνει ότι έχει ευεργετική επίδραση (µειώνει την πίεση)). Να υπολογισθούν οι 
πιθανότητες (α) 2 το πολύ επιτυχιών και (β) 7 τουλάχιστον επιτυχιών στην περίπτωση 

8=ν  ασθενών. 
 Έχουµε 

∑
=

=++=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=≤
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8 1445.01094.00312.00039.0)5.0(
8

)2(
x x
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=+=⎟⎟
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⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=≥

8
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8 0351.00039.00312.0)5.0(
8

)7(
x x

XP . 

Παράδειγµα 2.2. Ας θεωρήσουµε έναν αρχικό πληθυσµό στον οποίο οι γονότυποι 
AαAA,  και αα  εµφανίζονται µε πιθανότητες qp 2 ,  και r  ( 12 =++ rqp ), 

ανεξάρτητα φύλου. Έστω ότι καθένας από τους γονείς (πατέρας και µητέρα) 
κληρονοµεί, σύµφωνα µε το νόµο κληρονοµικότητας του Mendel, σε κάθε παιδί του 
ένα από τα γονίδια Α και α. 
 Ας θεωρήσουµε ένα ζευγάρι (άνδρα και γυναίκα) από τον πληθυσµό αυτό το 
οποίο αποκτά ν παιδιά και έστω ότι το ενδιαφέρον για κάθε παιδί εστιάζεται στο κατά 
πόσον έχει το γονότυπο AA . Χαρακτηρίζοντας το ενδεχόµενο 1Γ  όπως ένα παιδί έχει 

το γονότυπο AA  ως επιτυχία και το συµπληρωµατικό του ως αποτυχία, η γέννηση 
ενός παιδιού δύναται να θεωρηθεί ως δοκιµή Bernoulli µε πιθανότητες (βλ. 
Παράδειγµα 9.2 του Κεφ. 1) 
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2
11 )()(})({ qpΓPεPp +=== , 2

11 )(1)(})({ qpΓPαPq +−=′== . 

Η σειρά των ν γεννήσεων αποτελεί µια ακολουθία ν ανεξαρτήτων δοκιµών Bernoulli 
και έτσι ο αριθµός Χ των παιδιών που έχουν το γονότυπο AA  ακολουθεί τη 
διωνυµική κατανοµή µε συνάρτηση πιθανότητας 

xxqp
x
ν

xf −
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
= ν

11)( , νx ...,,1,0= . 

 Στη µερική περίπτωση που οι πιθανότητες των τριών γονοτύπων στον αρχικό 
πληθυσµό είναι 4/1=== rqp , οπότε 4/11 =p , 4/31 =q , ο αριθµός Χ των 

παιδιών που έχουν το γονότυπο AA , σε σύνολο 4=ν  παιδιών, έχει συνάρτηση 
πιθανότητας 

xx

x
xf

−
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)( , 4,3,2,1,0=x . 

Η πιθανότητα όπως ένα τουλάχιστο από τα 4 παιδιά έχει το γονότυπο AA  είναι ίση 
µε 

6836.0
256
175

4
31)0(1)1(

4

==⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−==−=≥ XPXP . 

Ο αναµενόµενος αριθµός παιδιών µε το γονότυπο AA  είναι 

1
4
14)( =⋅== XEµ . 

 
3. ΓΕΩΜΕΤΡΙΚΗ ΚΑΤΑΝΟΜΗ ΚΑΙ ΚΑΤΑΝΟΜΗ PASCAL 
 
3.1. Γεωµετρική κατανοµή 
Ορισµός 3.1. Ας θεωρήσουµε µια ακολουθία ανεξαρτήτων δοκιµών Bernoulli µε 
πιθανότητα επιτυχίας p (και αποτυχίας q), 

pεP =})({ , pqαP −== 1})({ , 

σταθερή (ίδια) σε όλες τις δοκιµές. Έστω Χ ο αριθµός των δοκιµών µέχρι την πρώτη 
επιτυχία. Η κατανοµή της τυχαίας µεταβλητής Χ καλείται γεωµετρική µε παράµετρο p. 
(Συµβολίζουµε ))(~ pGX . 

Οι συναρτήσεις πιθανότητας και κατανοµής της γεωµετρικής κατανοµής 
συνάγονται στο ακόλουθο θεώρηµα. 

Θεώρηµα 3.1. Η συνάρτηση πιθανότητας της γεωµετρικής κατανοµής µε παράµετρο p 
δίδεται από την 
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1)()( −=== xpqxXPxf , ...,2,1=x                                (3.1) 

και η συνάρτηση κατανοµής από την 

⎩
⎨
⎧

∞<≤−

<<∞−
=

,1,1
1,0

)( ][ xq
x

xF x
                                      (3.2) 

όπου ][x  παριστάνει το ακέραιο µέρος του x. 

Απόδειξη. Το ενδεχόµενο }{ xX = , η πρώτη επιτυχία να πραγµατοποιηθεί στη x-

οστή δοκιµή, περιλαµβάνει ένα µόνο δειγµατικό σηµείο (στοιχειώδες ενδεχόµενο) και 
συγκεκριµένα το 

)},...,,,{( εααα , 

όπου στις 1−x  θέσεις (δοκιµές) έχει αποτυχία και στη x-οστή θέση (δοκιµή) έχει 
επιτυχία. Χρησιµοποιώντας ότι οι δοκιµές είναι ανεξάρτητες τούτο έχει πιθανότητα 

pq x 1− . 

Εποµένως η συνάρτηση πιθανότητας της τ.µ. Χ είναι η 

1)()( −=== xpqxXPxf , ...,2,1=x . 

Σηµειώνουµε ότι 

0)( >xf , ...,2,1=x , 0)( =xf , ...},2,1{∉x  

και σύµφωνα µε τον τύπο του αθροίσµατος των απείρων όρων γεωµετρικής προόδου 
(σειράς), 

∑ ∑
∞

=

∞

=

−− =−==
1 1

11 1)1()(
x x

x qpqpxf , 

όπως απαιτείται από τον ορισµό της συνάρτησης πιθανότητας. 
 Η συνάρτηση κατανοµής (3.2) προκύπτει άµεσα από τη συνάρτηση πιθανότητας 
(3.1) µε τη χρησιµοποίηση της (2.4) του Κεφ. 2. 

 Στο επόµενο θεώρηµα συνάγονται η µέση τιµή και η διασπορά της γεωµετρικής 
κατανοµής. 

Θεώρηµα 3.2. Έστω ότι η τυχαία µεταβλητή Χ ακολουθεί τη γεωµετρική κατανοµή µε 
συνάρτηση πιθανότητας την (3.1). Τότε η µέση τιµή και η διασπορά αυτής δίδονται από 
τις 

p
XEµ 1)( == , 2

2 )(
p
qXVarσ == .                                  (3.3) 
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Απόδειξη. Η µέση τιµή και η δεύτερης τάξης παραγοντική ροπή της γεωµετρικής 
κατανοµής δίδονται από τις 

∑ ∑
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−− ===
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x x

xx xqpxpqXEµ  

και 
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x x
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Παρατηρούµε ότι, παραγωγίζοντας διαδοχικά ως προς q τη γεωµετρική σειρά 
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συνάγουµε τις σχέσεις 
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Εποµένως 
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και 
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οπότε 

22
2

2
2 112])[()(

p
q

ppp
qµµXEXVarσ =−+=−+== . 

 Η έλλειψη µνήµης αποτελεί χαρακτηριστική ιδιότητα της γεωµετρικής 
κατανοµής. Η ιδιότητα αυτή αποδεικνύεται στο επόµενο θεώρηµα. 

Θεώρηµα 3.3. Έστω ότι η τυχαία µεταβλητή Χ ακολουθεί τη γεωµετρική κατανοµή µε 
συνάρτηση πιθανότητας την (3.1). Τότε 

)()|( rXPκXrκXP >=>+> , ...,2,1 ,0, =rκ .                     (3.4) 

Απόδειξη. Η δεσµευµένη πιθανότητα του ενδεχοµένου })(:{ rκωXω +>  δεδοµένου 

του ενδεχοµένου })(:{ κωXω > , λαµβάνοντας υπόψη ότι })(:{ rκωXω +>  

})(:{ κωXω >⊆  και χρησιµοποιώντας την (3.2), είναι ίση µε 
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και επειδή 

rqrFrXP =−=> )(1)(  

συνάγεται η (3.4). 

Σηµειώνουµε ότι η ιδιότητα αυτή σηµαίνει έλλειψη µνήµης της γεωµετρικής 
κατανοµής µε την ακόλουθη έννοια: Η πιθανότητα να απαιτηθούν επιπρόσθετα 
περισσότερες από r δοκιµές µέχρι την πρώτη επιτυχία δεδοµένου ότι δεν έχει 
πραγµατοποιηθεί επιτυχία στις κ πρώτες δοκιµές είναι η ίδια µε την (µη δεσµευµένη) 
πιθανότητα να απαιτηθούν περισσότερες από r δοκιµές µέχρι την πρώτη επιτυχία. 
Εποµένως η πληροφορία µη επίτευξης του στόχου (επιτυχία) ξεχνιέται και η 
προσπάθεια συνεχίζεται όπως όταν πρωταρχίζει. 

Παρατήρηση 3.1. Η συνάρτηση πιθανότητας του αριθµού Υ των αποτυχιών µέχρι 
την πρώτη επιτυχία υπολογίζεται µε τη χρησιµοποίηση της σχέσης 1−= XY  και της 
(3.1) ως εξής: 

y
Y pqyXPyYPyf =+==== )1()()( , ...,2,1,0=y .                  (3.5) 

Η κατανοµή της τ.µ. Υ καλείται επίσης γεωµετρική µε παράµετρο p. H µέση τιµή και 
η διασπορά αυτής προκύπτουν από τις (3.3): 

p
qXEXEYE =−=−= 1)()1()( ,     2)()1()(

p
qXVarXVarYVar ==−= .           (3.6) 

Παράδειγµα 3.1. Το κόστος εκτέλεσης για πρώτη φορά ενός συγκεκριµένου 
πειράµατος είναι 100 Ευρώ. Αν το πείραµα αποτύχει, για ορισµένες µεταβολές που 
πρέπει να γίνουν πριν από την επόµενη εκτέλεσή του απαιτείται ένα πρόσθετο ποσόν 
20 Ευρώ. Υποθέτουµε ότι οι δοκιµές είναι ανεξάρτητες µε πιθανότητα επιτυχίας 

5/4=p  και ότι συνεχίζονται µέχρι την πρώτη επιτυχία. Να υπολογισθούν (α) η 

πιθανότητα να απαιτηθούν 4 το πολύ δοκιµές µέχρι την πρώτη επιτυχία και (β) το 
αναµενόµενο κόστος µέχρι την πρώτη επιτυχία. 

 (α) Ο αριθµός Χ των δοκιµών µέχρι την πρώτη επιτυχία ακολουθεί τη 
γεωµετρική κατανοµή µε συνάρτηση πιθανότητας 

1

5
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−

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛===

x

xXPxf , ...,2,1=x  
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και συνάρτηση κατανοµής 
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Εποµένως 
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 (β) Αν Κ είναι το κόστος µέχρι την πρώτη επιτυχία τότε 

20120)1(20100 −=−+= XXXK  

και 

20)(120)( −= XEKE . 

Η µέση τιµή της τυχαίας µεταβλητής Χ είναι ίση µε 

4
51)( ==

p
XE  

και συνεπώς 

130)( =KE . 

 
3.2. Κατανοµή Pascal (Αρνητική ∆ιωνυµική) 
Ορισµός 3.2. Ας θεωρήσουµε µια ακολουθία ανεξαρτήτων δοκιµών Bernoulli µε 
πιθανότητα επιτυχίας p (και αποτυχίας q), 

pεP =})({ , pqαP −== 1})({ ,  

σταθερή (ίδια) σε όλες τις δοκιµές. Έστω Χ ο αριθµός των δοκιµών µέχρι την r-οστή 
επιτυχία. Η κατανοµή της τυχαίας µεταβλητής Χ καλείται κατανοµή Pascal ή Αρνητική 
∆ιωνυµική, µε παραµέτρους r και p. (Συµβολίζουµε )),(~ prNBX  

Οι συναρτήσεις πιθανότητας και κατανοµής της κατανοµής Pascal συνάγονται στο 
ακόλουθο θεώρηµα 

Θεώρηµα 3.4. Η συνάρτηση πιθανότητας της κατανοµής Pascal µε παραµέτρους r και 
p δίδεται από την 
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)()( , ...,1, += rrx                      (3.7) 

και η συνάρτηση κατανοµής από την 
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όπου ][x  παριστάνει το ακέραιο µέρος του x. 

Απόδειξη. Το ενδεχόµενο }{ xX =  περιλαµβάνει τα δειγµατικά σηµεία (στοιχειώδη 

ενδεχόµενα) ),...,,,( 121 εωωω x− , µε 1−r  επιτυχίες στις 1−x  πρώτες δοκιµές και 

επιτυχία στη x-οστή δοκιµή, τα οποία είναι πλήθους ⎟⎟
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, όσα και ο αριθµός των 

επιλογών των 1−r  θέσεων για τις επιτυχίες από τις 1−x  δυνατές θέσεις. Επιπλέον 
κάθε τέτοιο δειγµατικό σηµείο έχει πιθανότητα 

rxr qp − . 

Εποµένως 
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 Σηµειώνουµε ότι 

0)( >xf , ...,1, += rrx , 0)( =xf , ...},1,{ +∉ rrx  

και χρησιµοποιώντας το αρνητικό διωνυµικό ανάπτυγµα, 
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συνάγουµε τη σχέση 
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όπως απαιτείται από τον ορισµό της συνάρτησης πιθανότητας. 
 Η συνάρτηση κατανοµής (3.8) προκύπτει άµεσα από τη συνάρτηση πιθανότητας 
(3.7) µε τη χρησιµοποίηση της (2.4) του Κεφ. 2. 

 Στο επόµενο θεώρηµα συνάγονται η µέση τιµή και η διασπορά της κατανοµής 
Pascal. 

Θεώρηµα 3.5. Έστω ότι η τυχαία µεταβλητή Χ ακολουθεί την κατανοµή Pascal µε 
συνάρτηση πιθανότητας την (3.7). Τότε η µέση τιµή και η διασπορά αυτής δίδονται από 
τις 
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rqXVarσ == .                                (3.10) 

Απόδειξη. Η µέση τιµή της τ.µ. Χ δίδεται από την 
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οπότε, χρησιµοποιώντας τη σχέση 
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και την (3.9), συνάγουµε την έκφραση 
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Η δεύτερης τάξης ανοδική παραγοντική ροπή της τ.µ. Χ  δίδεται από την 
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οπότε, χρησιµοποιώντας τη σχέση 
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και την (3.9), συνάγουµε την έκφραση 
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Εποµένως η διασπορά της τ.µ. Χ είναι 

22
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22 )1()]1([)(
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p
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p
rrµµXXEXVarσ =−−
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=−−+== . 

Παρατήρηση 3.2. Ας θεωρήσουµε τον αριθµό Υ των αποτυχιών µέχρι τη r-οστή 
επιτυχία σε µια ακολουθία ανεξαρτήτων δοκιµών Bernoulli µε πιθανότητα επιτυχίας 
p. Η συνάρτηση πιθανότητας της τυχαίας αυτής µεταβλητής δύναται να υπολογισθεί 
είτε απευθείας είτε µε τη χρησιµοποίηση της σχέσης rXY −=  και της συνάρτησης 
πιθανότητας (3.7) της Χ.  Έχουµε 
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yr
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yrXPyYPyf ⎟⎟
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1
)()()( , ...,2,1,0=y .       (3.11) 

Η κατανοµή της τ.µ. Υ καλείται επίσης κατανοµή Pascal ή αρνητική διωνυµική µε 
παραµέτρους r και p. Η µέση τιµή και η διασπορά αυτής δύνανται να προκύψουν από 
τις (3.10) ως εξής: 

p
rqr

p
rrXEYEµ =−=−== )()( , 2

2 )()(
p
rqXVarYVarσ === .         (3.12) 

Παρατήρηση 3.3. Σύνδεση των κατανοµών Pascal και διωνυµικής.  

Ας παραστήσουµε µε prX ,  τον αριθµό των δοκιµών µέχρι την r-οστή επιτυχία σε µια 

ακολουθία ανεξαρτήτων δοκιµών Bernoulli µε πιθανότητα επιτυχίας p (το οποίο 
συµβολικά δηλώνεται ως ),(~, prNBX pr ), και µε pνY ,  τον αριθµό των επιτυχιών  σε 

µια ακολουθία ν ανεξαρτήτων δοκιµών Bernoulli µε πιθανότητα επιτυχίας p 
(συµβολικά ),(~, prbY pν ).  Τότε 

)()( ,, rYPνXP pνpr ≥=≤ ,     ,,...,2,1 νr =                                     (3.13) 

επειδή το ενδεχόµενο όπως ο αριθµός των δοκιµών µέχρι την r-οστή επιτυχία είναι το 
πολύ ν είναι ισοδύναµο µε το ενδεχόµενο όπως ο αριθµός των επιτυχιών στις ν 
δοκιµές είναι τουλάχιστον r. Επίσης 

)1()1( ,, −==+= rYpPνXP pνpr ,      ,1,...,2,1 += νr                               (3.14) 

επειδή το ενδεχόµενο όπως η r-οστή επιτυχία πραγµατοποιηθεί στην 1+ν  δοκιµή 
είναι ίσο µε την τοµή των ανεξαρτήτων ενδεχοµένων όπως πραγµατοποιηθούν 1−r  
επιτυχίες στις ν δοκιµές και επιτυχία στη 1+ν  δοκιµή. Η σχέση (3.14) δύναται να 
χρησιµοποιηθεί µαζί µε τον πίνακα πιθανοτήτων της διωνυµικής κατανοµής για τον 
υπολογισµό των πιθανοτήτων της κατανοµής Pascal. 

Παράδειγµα 3.3. Μια γυναίκα εξακολουθεί να τεκνοποιεί µέχρι να αποκτήσει δύο 
αγόρια. Έστω ότι η πιθανότητα γέννησης αγοριού είναι 49.0=p . Να υπολογισθούν 

(α) η πιθανότητα όπως η γυναίκα αυτή αποκτήσει το πολύ 4 παιδιά µέχρι να πετύχει 
το σκοπό της και (β) ο αναµενόµενος αριθµός παιδιών µέχρι τη γέννηση του δεύτερου 
αγοριού. 

 (α) Έστω Χ ο αριθµός των παιδιών µέχρι και τη γέννηση του δεύτερου αγοριού. 
Τότε η τ.µ. Χ έχει την κατανοµή Pascal µε παραµέτρους ,2=r  49.0=p  και έτσι 

∑
=

− =++=−=≤
4

2

2222 67.0})51.0(3)51.0(21{)49.0()51.0()49.0)(1()4(
κ

κκXP . 
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 (β) Ο αναµενόµενος αριθµός παιδιών µέχρι τη γέννηση του δεύτερου αγοριού, 
σύµφωνα µε την πρώτη από τις (3.10), είναι 

08.4
49.0
2)( === XEµ . 

Παράδειγµα 3.4. Το πρόβληµα των σπιρτόκουτων του Banach. Στη διάρκεια µιας 
τελετής προς τιµή του γνωστού µαθηµατικού Banach, o Steinhaus αναφερόµενος 
χιουµοριστικά στις καπνιστικές συνήθειες του τιµωµένου έδωσε το ακόλουθο 
παράδειγµα ως εφαρµογή της κατανοµής Pascal. Ένας µαθηµατικός έχει πάντα µαζί 
του ένα σπιρτόκουτο στη δεξιά τσέπη και ένα άλλο στην αριστερή. Όταν χρειάζεται 
σπίρτο παίρνει τυχαία ένα από τα κουτιά και εποµένως οι διαδοχικές εκλογές 
σπιρτόκουτων αποτελούν µια ακολουθία ανεξαρτήτων δοκιµών Bernoulli µε 

2/1== qp . Έστω ότι αρχικά το κάθε κουτί περιέχει ν σπίρτα και ας θεωρήσουµε τη 

στιγµή κατά την οποία για πρώτη φορά ο µαθηµατικός ανακαλύπτει ότι το ένα κουτί 
είναι κενό. Τη στιγµή αυτή το άλλο κουτί θα περιέχει Ζ σπίρτα. Η τυχαία αυτή 
µεταβλητή µπορεί να πάρει τις τιµές νz ...,,2,1,0= . Να υπολογισθεί η συνάρτηση 

πιθανότητας )()( zZPzf Z == , νz ...,,2,1,0= . 

Ας θεωρήσουµε ως επιτυχία την εκλογή του σπιρτόκουτου που βρίσκεται στη 
δεξιά τσέπη. Παρατηρούµε ότι το σπιρτόκουτο στη δεξιά τσέπη θα βρεθεί κενό όταν 
το άλλο θα περιέχει z σπίρτα αν και µόνο αν ο αριθµός Χ των δοκιµών µέχρι τη 

)1( +ν  επιτυχία είναι ίσος µε 12)()1( +−=−++= zνzννx . Το ίδιο ισχύει και µε 

την εναλλαγή του ρόλου των δύο τσεπών. Εποµένως, σύµφωνα µε την (3.7), 
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)12(2)()( , νz ...,,2,1,0= . 

 
4. ΥΠΕΡΓΕΩΜΕΤΡΙΚΗ ΚΑΤΑΝΟΜΗ 
 
 Ας θεωρήσουµε έναν πεπερασµένο πληθυσµό του οποίου τα στοιχεία, σύµφωνα 
µε κάποιο χαρακτηριστικό, κατατάσσονται σε δύο κατηγορίες. Έστω ότι ένα δείγµα 
συγκεκριµένου µεγέθους εκλέγεται από τον πληθυσµό αυτό, χωρίς επανάθεση. Ο 
αριθµός των στοιχείων της µιας ή της άλλης κατηγορίας που περιλαµβάνονται στο 
δείγµα αποτελεί αντικείµενο πιθανοθεωρητικής µελέτης. Σχετικά θέτουµε τον 
ακόλουθο ορισµό. 

Ορισµός 4.1. Έστω ότι από µια κάλπη που περιέχει Λ άσπρα και Μ µαύρα σφαιρίδια 
εξάγονται διαδοχικά το ένα µετά το άλλο, χωρίς επανάθεση, ν σφαιρίδια. Στο τυχαίο 
(στοχαστικό) αυτό πείραµα έστω Χ o αριθµός των άσπρων σφαιριδίων τα οποία 
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εξάγονται. Η κατανοµή της τ.µ. Χ καλείται υπεργεωµετρική µε παραµέτρους ΜΛ,  και 

ν. (Συµβολίζουµε )),,(~ νΜΛΥΓΧ . 

Η συνάρτηση πιθανότητας της υπεργεωµετρικής κατανοµής συνάγεται στο 
ακόλουθο θεώρηµα. 

Θεώρηµα 4.1. Η συνάρτηση πιθανότητας της υπεργεωµετρικής κατανοµής µε 
παράµετρους ΜΛ,  και ν δίδεται από την 
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Απόδειξη. Ο δειγµατικός χώρος Ω  περιλαµβάνει ⎟⎟
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ΩN )(  δειγµατικά 

σηµεία, όσα και ο αριθµός των ν-άδων σφαιριδίων που δύνανται να εξαχθούν. Τα 
δειγµατικά αυτά σηµεία είναι ισοπίθανα. Το ενδεχόµενο }{ xX =  περιλαµβάνει 
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 ν-άδες σφαιριδίων µε x άσπρα από τα Λ και xν −  µαύρα από τα Μ. 

Εποµένως, σύµφωνα µε τον κλασικό ορισµό της πιθανότητας, 
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Σηµειώνουµε ότι 

0)( ≥xf , νx ...,,2,1,0= , 0)( =xf , }...,,2,1,0{ νx∉  

και σύµφωνα µε τον τύπο του Cauchy, 
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ισχύει 
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όπως απαιτείται από τον ορισµό της συνάρτησης πιθανότητας. Επίσης τα σηµεία µε 
θετική πιθανότητα καθορίζονται από τις ανισότητες 

νx ≤≤0 , Λx ≤≤0 , Μxν ≤−≤0  

και είναι οι ακέραιοι x µε 

},min{},0max{ ΛνxΜν ≤≤− . 



 95

 Στο επόµενο θεώρηµα συνάγονται η µέση τιµή και η διασπορά της 
υπεργεωµετρικής κατανοµής. 

Θεώρηµα 4.2. Έστω ότι η τυχαία µεταβλητή Χ ακολουθεί την υπεργεωµετρική 
κατανοµή µε συνάρτηση πιθανότητας την (4.1). Τότε η µέση τιµή και η διασπορά αυτής 
δίδονται από τις 
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Απόδειξη. Η µέση τιµή της τ.µ. Χ, σύµφωνα µε τον ορισµό, δίδεται από την 
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Χρησιµοποιώντας τη σχέση 
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και τον τύπο (4.2) του Cauchy, 
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H δεύτερης τάξης παραγοντική ροπή της τ.µ. Χ  δίδεται από την 
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και τον τύπο (4.2) του Cauchy συνάγουµε την 
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Εποµένως 
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 Η υπεργεωµετρική κατανοµή δύναται να προσεγγισθεί, για µεγάλο ΜΛN +=  
από τη διωνυµική κατανοµή σύµφωνα µε το επόµενο θεώρηµα. 

Θεώρηµα 4.3. Έστω ότι η τυχαία µεταβλητή Χ έχει την υπεργεωµετρική συνάρτηση 
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Απόδειξη. Σύµφωνα µε την υπόθεση p
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Χρησιµοποιώντας τις οριακές αυτές σχέσεις και την  
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συνάγουµε την (4.4). 

Παράδειγµα 4.2. Εκτίµηση του αριθµού των ψαριών λίµνης (Feller, 1968). Aς 
υποθέσουµε ότι σε µια λίµνη υπάρχει ένας άγνωστος αριθµός N ψαριών. Από τη 
λίµνη αυτή ψαρεύουµε Λ ψάρια τα οποία σηµαδεύουµε µε µια ανεξίτηλη κόκκινη 
κηλίδα και αφήνουµε και πάλι ελεύθερα. Μετά από ορισµένο χρόνο ψαρεύουµε από 
τη λίµνη αυτή ν ψάρια και παρατηρούµε ότι κ από αυτά έχουν την κόκκινη κηλίδα. 
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Να υπολογισθεί η τιµή του N  η οποία µεγιστοποιεί την πιθανότητα κNp ,  το δεύτερο 

δείγµα ψαριών να περιέχει κ σηµαδεµένα ψάρια. 

 Παρατηρούµε ότι στο στοχαστικό αυτό πείραµα ικανοποιούνται οι υποθέσεις του 
υπεργεωµετρικού στοχαστικού προτύπου (µοντέλου) και σύµφωνα µε την (4.3) η 
πιθανότητα κNp ,  δίδεται από την 
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Για τη µεγιστοποίηση ως προς N της πιθανότητας αυτής σηµειώνουµε ότι το πηλίκο 

)/()(1
)/(1

)(
))((

,1

,

ΛNκν
Nν

NκνΛN
νNΛN

p
p

κN

κN

−−−
−=

+−−
−−=

−

 

είναι µεγαλύτερο του 1 αν )/()()/( ΛNκνNν −−<  και µικρότερο του 1 αν 

)/()()/( ΛNκνNν −−> . Εποµένως η πιθανότητα κNp ,  ως συνάρτηση του N αυξάνει 

στο διάστηµα /κΛνN < , φθίνει στο διάστηµα /κΛνN >  και παίρνει τη µέγιστη τιµή 
της για ][ /κΛνN = , όπου ][x  παριστάνει το ακέραιο µέρος του x. Η τιµή αυτή του Ν 

η οποία µεγιστοποιεί την πιθανότητα κNp ,  αποτελεί µια εκτίµηση του αριθµού των 

ψαριών της λίµνης. 

 
5. ΚΑΤΑΝΟΜΗ POISSON 
 
Ορισµός 5.1. Έστω Χ µια διακριτή τυχαία µεταβλητή µε συνάρτηση πιθανότητας 

!
)(

x
λexf

x
λ−= , ...,2,1,0=x ,                                       (5.1) 

όπου ∞<< λ0 . Η κατανοµή της τ.µ. Χ καλείται κατανοµή Poisson µε παράµετρο λ. 
(Συµβολίζουµε µε ))(~ λΡΧ . 

 Σηµειώνουµε ότι 

0)( >xf , ...,2,1,0=x , 0)( =xf , ...},2,1,0{∉x  

και χρησιµοποιώντας το ανάπτυγµα της εκθετικής συνάρτησης ze  σε δυναµοσειρά, 

∑
∞

=

=
0 !x

x
z

x
ze ,                                                    (5.2) 

συµπεραίνουµε ότι 
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όπως απαιτείται από τον ορισµό της συνάρτησης πιθανότητας. 

 Η συνάρτηση κατανοµής της τ.µ. Χ  δίδεται από την 
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λ                                    (5.3) 

όπου ][x  παριστάνει το ακέραιο µέρος του x. 

 Οι τιµές της συνάρτησης πιθανότητας (5.1) της κατανοµής Poisson δίνονται και 
από πίνακες. 

 Η κατανοµή Poisson µελετήθηκε από το Γάλλο µαθηµατικό Simeon Denia Pois-
son (1781-1840) ως προσεγγιστική κατανοµή της διωνυµικής κατανοµής. Σχετικά ο 
Poisson απέδειξε το 1837 το ακόλουθο θεώρηµα. 

Θεώρηµα 5.1. Έστω ότι η τυχαία µεταβλητή Χ έχει τη διωνυµική κατανοµή µε 
συνάρτηση πιθανότητας την (2.5). Αν για ∞→ν  το 0→p  έτσι ώστε λνp =  (ή 

γενικότερα λνp =
∞→ν

lim ), όπου 0>λ  σταθερά, τότε 
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Απόδειξη. Η συνάρτηση πιθανότητας (2.5) της διωνυµικής κατανοµής, σύµφωνα µε 
την υπόθεση λ/νp = , ...,2,1=ν , δύναται να γραφεί ως εξής: 
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Χρησιµοποιώντας τις οριακές σχέσεις 
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συνάγουµε την (5.4). 

Παρατήρηση 5.1. Η προσέγγιση (5.4) είναι ικανοποιητική για 20≥ν  και νp /10≤ . 

Επειδή η πιθανότητα p εµφάνισης ενός ενδεχοµένου (επιτυχίας) υποτίθεται µικρή 
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(θεωρητικά 0→p  για ∞→ν ) η κατανοµή Poisson θεωρείται ως κατανοµή των 

σπάνιων ενδεχοµένων. Επίσης αναφέρεται και ως νόµος των µικρών αριθµών. 

 Σχετικά µε τη µέση τιµή και τη διασπορά της κατανοµής Poisson αποδεικνύουµε 
το ακόλουθο θεώρηµα. 

Θεώρηµα 5.2. Έστω ότι η τυχαία µεταβλητή Χ έχει την κατανοµή Poisson µε 
συνάρτηση πιθανότητας την (5.1). Τότε η µέση τιµή και η διασπορά αυτής δίδονται από 
τις 

λXEµ == )( , λXVarσ == )(2 .                                    (5.5) 

Απόδειξη. Η µέση τιµή της τ.µ. Χ, σύµφωνα µε τον ορισµό, δίδεται από την 
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οπότε, χρησιµοποιώντας την (5.2) συνάγουµε την πρώτη από τις (5.5). 
Η δεύτερης τάξης παραγοντική ροπή της τ.µ. Χ  δίδεται από την 
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οπότε, χρησιµοποιώντας την (5.2) συµπεραίνουµε ότι 

2
)2( )]1([ λXXEµ =−= . 

Εποµένως 

λλλλµµXXEXVarσ =−+=−+−== 2222 )]1([)( . 

Παράδειγµα 5.1. Ας υποθέσουµε ότι η παραγωγή ενός βιοµηχανικού προϊόντος 
γίνεται κάτω από στατιστικό έλεγχο ποιότητας έτσι ώστε να πληρούνται οι υποθέσεις 
του στοχαστικού προτύπου (µοντέλου) των ανεξαρτήτων δοκιµών Bernoulli. Μια 
µονάδα του προϊόντος αυτού θεωρείται ελαττωµατική αν δεν πληροί όλες τις 
καθορισµένες προδιαγραφές και η πιθανότητα γι’ αυτό έστω ότι είναι 01.0=p . Να 

υπολογισθεί η πιθανότητα όπως σε ένα κιβώτιο 100 µονάδων του προϊόντος αυτού 
υπάρχει µια το πολύ ελαττωµατική. 

 Έστω Χ ο αριθµός των ελαττωµατικών µονάδων του προϊόντος στο κιβώτιο των 
100 µονάδων. Η τυχαία αυτή µεταβλητή έχει τη διωνυµική κατανοµή µε συνάρτηση 
πιθανότητας 

xx

x
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== 100)99.0()01.0(

100
)( , 100...,,2,1,0=x . 
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Επειδή το 100=ν  είναι µεγάλο και το 01.0=p  µικρό έτσι ώστε 1== νpλ  είναι 

µικρότερο του 10,  η προσέγγιση αυτής από την Poisson µε 

!/)( 1 xexXP −== , ...,2,1,0=x  

είναι ικανοποιητική. Συνεπώς 

7358.03679.022)1()0()1( 1 =⋅=≅=+==≤ −eXPXPXP . 

Σηµειώνουµε ότι χρησιµοποιώντας τη διωνυµική συνάρτηση πιθανότητας, παίρνουµε 

7357.03697.03660.0)1()0()1( =+==+==≤ XPXPXP . 

Παρατήρηση 5.2. Στοχαστική ανέλιξη (διαδικασία) Poisson. Ας θεωρήσουµε ένα 
τυχαίο πείραµα στο οποίο ένα ενδεχόµενο Α µπορεί να εµφανίζεται 
(πραγµατοποιείται) σε διάφορες χρονικές στιγµές ή σε διάφορα σηµεία του χώρου 
(µονοδιάστατου, διδιάστατου ή τριδιάστατου). Για παράδειγµα σε ένα σταθµό 
βενζίνης το ενδεχόµενο άφιξης αυτοκινήτου µπορεί να πραγµατοποιηθεί σε 
οποιαδήποτε χρονική στιγµή όπως και σε µια πλάκα Petri µε βακτηρίδια το 
ενδεχόµενο παρατήρησης µε το µικροσκόπιο σκοτεινού σηµείου (το οποίο σηµαίνει 
την ύπαρξη αποικίας βακτηριδίων) µπορεί να εµφανισθεί σε οποιοδήποτε σηµείο 
αυτής (δηλαδή σηµείο του επιπέδου). Υποθέτουµε ότι οι συνθήκες του πειράµατος 
παραµένουν αµετάβλητες στο χρόνο ή το χώρο και ότι ο αριθµός εµφανίσεων του Α 
σε δύο ξένα µεταξύ τους χρονικά ή χωρικά διαστήµατα είναι ανεξάρτητα ενδεχόµενα. 
Επιπλέον, υποθέτουµε ότι η πιθανότητα όπως το ενδεχόµενο Α πραγµατοποιηθεί µια 
φορά σε ένα µικρό χρονικό διάστηµα είναι ανάλογη του µήκους του, ενώ η 
πιθανότητα όπως το ενδεχόµενο Α πραγµατοποιηθεί δύο ή περισσότερες φορές στο 
µικρό αυτό χρονικό διάστηµα είναι αµελητέα. 
 Στο τυχαίο αυτό πείραµα ας παραστήσουµε µε tX  τον αριθµό εµφανίσεων του Α 

σε χρονικό ή χωρικό διάστηµα µήκους t. Για δεδοµένο t, η tX  είναι µια τυχαία 

µεταβλητή που µπορεί να πάρει τις τιµές ...,2,1,0 , ενώ όταν το t µεταβάλλεται, η tX , 

0≥t , ορίζει µια οικογένεια τυχαίων µεταβλητών η οποία καλείται στοχαστική 
ανέλιξη (ή διαδικασία). 
 Για τον προσδιορισµό της συνάρτησης πιθανότητας της tX  χωρίζουµε το 

διάστηµα ],0( t  σε ένα µεγάλο αριθµό ν υποδιαστηµάτων µήκους t/ν∆t = . Σε κάθε 

τέτοιο διάστηµα θα έχουµε σύµφωνα µε τις συνθήκες του πειράµατος είτε µια 
πραγµατοποίηση του Α (επιτυχία) µε πιθανότητα θt/νθ∆tp =≅ν , 0>θ , είτε καµµιά 

πραγµατοποίηση του Α (αποτυχία) µε πιθανότητα νν pq −=1 . Η συνάρτηση 

πιθανότητας του αριθµού tX  εµφανίσεων του Α στα ν υποδιαστήµατα (ανεξάρτητες 

δοκιµές) είναι η 
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Επειδή για 0→∆t , το ∞→ν  και θtνpν =∞→ν
lim , η διωνυµική αυτή συνάρτηση 

πιθανότητας στο όριο γίνεται 

!
)()(

x
θtexXP

x
θt

t
−==  ...,2,1,0=x , )0,0( >> tθ .                    (5.6) 

Εποµένως )(~ tθPX t . 

 Αξίζει να σηµειώσουµε µερικά από τα πιο χαρακτηριστικά παραδείγµατα 
φαινοµένων που εµφανίζονται στην πράξη και ικανοποιούν τις συνθήκες του 
πιθανοθεωρητικού µοντέλου της κατανοµής Poisson. 

 (α) Μια ραδιενεργός πηγή εκπέµπει σωµάτια α. Ο αριθµός των σωµατίων που 
φθάνουν σε δεδοµένο τµήµα του χώρου σε χρόνο t αποτελεί το πιο γνωστό 
παράδειγµα τυχαίας µεταβλητής που ακολουθεί την κατανοµή Poisson. Στο περίφηµο 
πείραµα των Rutherford, Chadwick και Ellis (1920) παρατηρήθηκε µια ραδιενεργός 
πηγή για 2608=ν  χρονικά διαστήµατα των 5.7  δευτερολέπτων. Τα παρατηρηθέντα 
αποτελέσµατα βρέθηκαν πολύ κοντά στα αντίστοιχα θεωρητικά που δίδει η κατανοµή 
Poisson µε 87.3=λ . 

 (β) Είναι γνωστό το πρόβληµα των λανθασµένων τηλεφωνικών συνδέσεων, όπου 
αντί του αριθµού που έχει σχηµατισθεί στο καντράν καλείται άλλος αριθµός. Έχει 
πειραµατικά παρατηρηθεί ότι ο αριθµός των λανθασµένων τηλεφωνικών συνδέσεων 
ακολουθεί την κατανοµή Poisson. Επίσης ο αριθµός των τηλεφωνικών κλήσεων που 
φθάνουν σε ένα τηλεφωνικό κέντρο στη διάρκεια µιας χρονικής περιόδου ακολουθεί 
την κατανοµή Poisson. 

 (γ) Ο αριθµός των τροχαίων ατυχηµάτων σε µια πόλη ή σε κάποιο τµήµα του 
οδικού δικτύου στη διάρκεια µιας χρονικής περιόδου (ηµέρα, µήνας, χρόνος κ.λ.π.) 
ακολουθεί την κατανοµή Poisson. Το µοντέλο όµως αυτό δεν µπορεί να εφαρµοσθεί 
για την περίπτωση του αριθµού των αυτοκινήτων που συγκρούονται γιατί σε µερικά 
δυστυχήµατα εµπλέκονται περισσότερα από ένα αυτοκίνητα. 

 (δ) Ο αριθµός των επιβατών µιας αεροπορικής πτήσης που δεν εµφανίζονται την 
ώρα της αναχώρησης ενώ έχουν κρατήσει θέσεις. Με αυτό υπόψη οι αεροπορικές 
εταιρείες έχουν σε αναµονή ένα µικρό κατάλογο επιβατών από τον οποίο και 
συµπληρώνουν τις κενές θέσεις του αεροσκάφους. 

 (ε) Κατά τον βοµβαρδισµό ενός στόχου οι βόµβες πέφτουν συνήθως σε διάφορα 
σηµεία κοντά στο στόχο. Ο αριθµός των βοµβών που πέφτουν σε επιφάνεια t 
τετραγωνικών µέτρων γύρω από το στόχο ακολουθεί την κατανοµή Poisson. Αυτό 
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έχει αποδειχθεί και από τα στατιστικά στοιχεία του βοµβαρδισµού του Λονδίνου µε 
ιπτάµενες βόµβες στη διάρκεια του δευτέρου παγκοσµίου πολέµου. 

 (στ) Μια πλάκα Petri µε αποικίες βακτηριδίων, οι οποίες µε το µικροσκόπιο είναι 
ορατές ως σκοτεινές κηλίδες, χωρίζεται σε µικρά τετραγωνίδια. Ο αριθµός των 
βακτηριδίων σε επιφάνεια t τετραγωνιδίων ακολουθεί την κατανοµή Poisson. 
 Εκτός από τα παραδείγµατα αυτά υπάρχουν και άλλα φαινόµενα ή πειράµατα, 
ίσως λιγότερο γνωστά, στα οποία µπορεί να εφαρµοσθεί η κατανοµή Poisson. 

 Στη συνέχεια θα εξετάσουµε µερικά αριθµητικά παραδείγµατα εφαρµογής της 
κατανοµής Poisson. 

Παράδειγµα 5.2. Σε µια συγκεκριµένη αεροπορική πτήση που εξυπηρετείται από 
αεροπλάνο 80 θέσεων έχει παρατηρηθεί ότι 4 επιβάτες κατά µέσο όρο δεν 
εµφανίζονται κατά την αναχώρηση. Ποια είναι η πιθανότητα άτοµο που βρίσκεται (α) 
στη δεύτερη θέση και (β) στην πέµπτη θέση του καταλόγου αναµονής να ταξιδεύσει; 

 Ο αριθµός Χ των επιβατών που δεν εµφανίζονται κατά την αναχώρηση 
ακολουθεί την κατανοµή Poisson µε συνάρτηση πιθανότητας 

!
4)( 4

x
exXP

x
−== , ...,2,1,0=x . 

Εποµένως, έχουµε για την περίπτωση (α) 

9084.00733.00183.01)1()0(1)2( =−−==−=−=≥ XPXPXP , 

που σηµαίνει ότι είναι σχεδόν βέβαιο ότι το άτοµο θα ταξιδέψει. Για την περίπτωση 
(β) παίρνουµε 

∑
=

=−−−−−==−=≥
4

0
3711.01954.01954.01465.00733.00183.01)(1)5(

x
xXPXP

που σηµαίνει ότι υπάρχει αρκετά µεγάλη πιθανότητα το άτοµο να ταξιδέψει. 

Παράδειγµα 5.3. Έχει παρατηρηθεί ότι 3 άτοµα το µήνα κατά µέσο όρο πεθαίνουν 
στην Αθήνα από µια σπάνια ασθένεια. Να υπολογισθούν οι πιθανότητες: (α) να 
υπάρξουν το πολύ 2 θάνατοι από την ασθένεια αυτή σε ένα µήνα, (β) να υπάρξουν το 
πολύ 4 θάνατοι από την ασθένεια αυτή σε χρονικό διάστηµα 2 µηνών, (γ) να 
υπάρξουν 2 τουλάχιστο µήνες µε 2 το πολύ θανάτους στο επόµενο τρίµηνο. 

 Ο αριθµός tX  των θανάτων από την ασθένεια αυτή σε διάστηµα t µηνών 

ακολουθεί την κατανοµή Poisson µε 

!
)3()( 3

x
texXP

x
t

t
−== , ...,2,1,0=x . 
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Εποµένως, για το (α) έχουµε 

∑
=

− =++==≤
2

0

3
1 4232.02240.01494.00498.0

!
3)2(

x

x

x
eXP  

και (β) 

∑
=

− =++++==≤
4

0

6
2 2851.01339.00892.00446.00149.00025.0

!
6)4(

x

x

x
eXP . 

Ο αριθµός Υ των µηνών µε 2 το πολύ θανάτους ακολουθεί τη διωνυµική κατανοµή 
),( pνb  µε 3=ν  και 4232.0=p  (από το (α)), οπότε 

yy

y
yYP −

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
== 3)5768.0()4232.0(

3
)( , 3,2,1,0=y  

και έτσι (γ) 

3857.0)4232.0(
3
3

)5768.0()4232.0(
2
3

)2( 32 =⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=≥YP . 

 
ΑΣΚΗΣΕΙΣ ΚΕΦ. 3 
 
 1. Έστω ότι δύο διακεκριµένοι κύβοι ρίχνονται 12 φορές. Να προσδιορισθεί η 
συνάρτηση πιθανότητας του αριθµού Χ των ρίψεων στις οποίες ο αριθµός του πρώτου 
κύβου υπερβαίνει τον αριθµό του δευτέρου κύβου. 

 2. Έστω ότι σε 10 ρίψεις ενός µη αµερόληπτου νοµίσµατος η πιθανότητα να 
εµφανισθεί 5 φορές κεφαλή είναι διπλάσια της πιθανότητας να εµφανισθεί 4 φορές 
κεφαλή. Να υπολογισθεί η πιθανότητα σε 5 ρίψεις του νοµίσµατος να εµφανισθεί µια 
τουλάχιστο φορά κεφαλή. 

 3. Έστω ότι η πιθανότητα επιτυχούς βολής κατά στόχου είναι 3.0=p . Να 

υπολογισθεί ο αριθµός ν των βολών που απαιτούνται έτσι ώστε η πιθανότητα να 
κτυπηθεί ο στόχος τουλάχιστο µια φορά να είναι µεγαλύτερη ή ίση του 0.9. 

 4. Ας θεωρήσουµε ένα σύνολο rν  ατόµων τα οποία παρουσιάζουν κλινικά 

συµπτώµατα µια συγκεκριµένης ασθένειας. Έστω p η πιθανότητα όπως ένα άτοµο 
που παρουσιάζει τα κλινικά αυτά συµπτώµατα πάσχει από τη συγκεκριµένη ασθένεια. 
Η τελική διάγνωση της ασθένειας εξαρτάται από µια δαπανηρή αιµατολογική 
εξέταση. Έστω ότι λαµβάνεται αίµα για εξέταση από κάθε ένα από τα rν  άτοµα. Αν 

τα δείγµατα αυτά εξετασθούν χωριστά θα απαιτηθούν rν  αιµατολογικές εξετάσεις. 

Έστω ότι τα rν  άτοµα χωρίζονται, κατά σειρά προσέλευσης, σε ν οµάδες µε r άτοµα 
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σε κάθε οµάδα. Ο αιµατολόγος, λαµβάνοντας αίµα και από τα r δείγµατα των ατόµων 
µιας οµάδας και αναµειγνύοντάς το κάνει την αιµατολογική εξέταση. Αν ένα 
τουλάχιστο από τα µέλη της οµάδας πάσχει από την ασθένεια αυτή η αιµατολογική 
εξέταση είναι θετική. Στην περίπτωση αυτή ο αιµατολόγος κάνει την αιµατολογική 
εξέταση για κάθε ένα από τα r δείγµατα των ατόµων της οµάδας για να διαπιστωθεί 
ποιος ή ποιοι παρουσιάζουν την ασθένεια αυτή. Η διαδικασία αυτή ακολουθείται και 
για τις ν οµάδες. (α) Έστω Χ ο αριθµός των αιµατολογικών εξετάσεων που 
απαιτούνται για µια συγκεκριµένη οµάδα r ατόµων. Να υπολογισθούν ο µέσος 
αριθµός αιµατολογικών εξετάσεων )(XE  και η διασπορά του αριθµού των 

αιµατολογικών εξετάσεων )(XVar . (β) Έστω Υ ο συνολικός αριθµός των 

αιµατολογικών εξετάσεων που απαιτούνται για τις ν οµάδες των r ατόµων η κάθε µία. 
Να υπολογισθούν ο µέσος συνολικός αριθµός των αιµατολογικών εξετάσεων )(YE  

και η διασπορά του συνολικού αριθµού των αιµατολογικών εξετάσεων )(XVar . (γ) 

Στην µερική περίπτωση που 5=ν , 3=r  και 1.0=p  να υπολογισθούν ο µέσος 

συνολικός αριθµός αιµατολογικών εξετάσεων )(YE  και να συγκριθεί µε τον αριθµό 

15. Επίσης να υπολογισθεί η διασπορά του συνολικού αριθµού των αιµατολογικών 
εξετάσεων )(YVar . 

 5. (α) Ας θεωρήσουµε δύο φυσικούς αριθµούς a και β µε βa <≤1 , και ας 

υποθέσουµε ότι εκτελούµε το εξής πείραµα ν φορές: Εξάγουµε στην τύχη έναν 
αριθµό x από µία κληρωτίδα που περιέχει τους αριθµούς β...,,2,1 , και αν συµβεί 

ax ≤  τότε θεωρούµε ότι είχαµε επιτυχία, αλλιώς (δηλαδή αν )1+≥ ax  θεωρούµε ότι 

είχαµε αποτυχία. 
Να δείξετε ότι η πιθανότητα όπως πραγµατοποιηθούν k επιτυχίες στις ν δοκιµές είναι 

kvk pp
k
v

kp −−⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
= )1()(   για  vk ...,,1,0= , 

όπου βap /=  (διωνυµική κατανοµή ),( pvb  µε παραµέτρους =v πλήθος δοκιµών 

και πιθανότητας επιτυχίας )/ βap = . 

(β) Χρησιµοποιώντας το αποτέλεσµα (α), αποδείξτε ότι για οποιουσδήποτε φυσικούς 
αριθµούς a και c, 

∑
=

− +=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛v

k

vkνk caca
k
v

0
)( , 

που αποτελεί ειδική περίπτωση του ∆ιωνυµικού Θεωρήµατος για ax =  και cy = . 

 6. Έστω ότι η πιθανότητα επιτυχούς βολής κατά στόχου είναι 0.9. Να 
υπολογισθούν (α) η πιθανότητα να απαιτηθούν 5 το πολύ βολές για να κτυπηθεί ο 
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στόχος και (β) ο µέσος αριθµός των βολών που απαιτούνται για να κτυπηθεί ο 
στόχος. 

 7. Ας θεωρήσουµε µια ακολουθία ανεξαρτήτων δοκιµών Bernoulli µε πιθανότητα 
επιτυχίας p. Να υπολογισθούν οι πιθανότητες (α) να πραγµατοποιηθεί άρτιος αριθµός 
επιτυχιών σε ν δοκιµές και (β) να απαιτηθεί περιττός αριθµός δοκιµών µέχρι την r–
οστή επιτυχία. 

 8. Από τους 125 εργαζόµενους σε µια επιχείρηση 50 είναι γυναίκες. Έστω ότι για 
κάποια συγκεκριµένη εργασία επιλέγονται τυχαία 5 εργαζόµενοι. Να υπολογισθεί η 
πιθανότητα όπως µεταξύ των 5 οι 2 είναι γυναίκες, χρησιµοποιώντας (α) την ακριβή 
κατανοµή του αριθµού Χ των γυναικών µεταξύ των 5 και (β) κατάλληλη προσέγγιση 
της κατανοµής αυτής. 

 9. Από µια κληρωτίδα που περιέχει ν κλήρους αριθµηµένους από το 1 µέχρι το ν, 
εξάγονται διαδοχικά ο ένας µετά τον άλλο χωρίς επανάθεση κ κλήροι. Έστω Χ ο 
µεγαλύτερος αριθµός που εξάγεται. Να υπολογισθούν (α) η συνάρτηση πιθανότητας 

)()( xXPxf ==  και (β) η µέση τιµή )(XE  και η διασπορά )(XVar . 

 10. Έστω ότι ένα βιβλίο 350 σελίδων περιέχει 42 τυπογραφικά λάθη. Αν τα λάθη 
αυτά είναι τυχαία κατανεµηµένα στο βιβλίο να υπολογισθούν οι πιθανότητες (α) όπως 
σε µια σελίδα που εκλέγεται τυχαία περιέχει x λάθη και (β) όπως από 10 σελίδες που 
εκλέγονται τυχαία µόνο 3 δεν έχουν λάθος. 

 11. Μια ασφαλιστική εταιρεία έχει διαπιστώσει ότι 0.1% του πληθυσµού 
εµπλέκεται σε ένα τουλάχιστο δυστύχηµα κάθε χρόνο. Αν η εταιρεία αυτή έχει 
ασφαλίσει 5000 άτοµα να υπολογισθούν οι πιθανότητες να εµπλακούν σε δυστύχηµα 
(α) το πολύ 3 πελάτες της τον επόµενο χρόνο (β) το πολύ 2 σε κάθε ένα από τα 
επόµενα δύο χρόνια και (γ) το πολύ 4 στα επόµενα δύο χρόνια. 

 12. Έστω ότι ο αριθµός των θανάτων σε νοσοκοµείο των Αθηνών σε ένα µήνα 
ακολουθεί την κατανοµή Poisson. Αν η πιθανότητα να συµβεί το πολύ ένας θάνατος 
είναι τετραπλάσια της πιθανότητας να συµβούν δύο ακριβώς θάνατοι σε ένα µήνα να 
υπολογισθούν οι πιθανότητες (α) να µη συµβεί θάνατος σε ένα µήνα και (β) να 
συµβούν το πολύ δύο θάνατοι σε δύο µήνες. 



 
 
ΚΕΦΑΛΑΙΟ 4 
 
 
ΒΑΣΙΚΕΣ ΣΥΝΕΧΕΙΣ ΚΑΤΑΝΟΜΕΣ 
 
 
 
 
1. ΟΜΟΙΟΜΟΡΦΗ ΚΑΤΑΝΟΜΗ 
 
 H απλούστερη συνεχής κατανοµή πιθανότητας είναι η οµοιόµορφη η οποία 
εκχωρεί ίσες (οµοιόµορφες) πιθανότητες στα στοιχειώδη δυνατά αποτελέσµατα ενός 
τυχαίου (στοχαστικού) πειράµατος µε συνεχή (µη απαριθµητό) δειγµατικό χώρο Ω. 
Συγκεκριµένα, ας θεωρήσουµε µια συνεχή τυχαία µεταβλητή Χ ορισµένη στον Ω µε 
πεδίο τιµών το διάστηµα ] ,[ βα , όπου βα <  πραγµατικοί αριθµοί. Η οµοιόµορφη 

εκχώρηση πιθανότητας εκφράζεται από τη σχέση 

)()( 1221 xxcxXxP −=≤< , βxxα ≤≤≤ 21 ,                        (1.1) 

όπου c προσδιοριστέα σταθερά. Θέτοντας αx =1 , βx =2  και χρησιµοποιώντας τη 

σχέση 1)()( =≤≤=≤< βXαPβXαP  συµπεραίνουµε ότι 

αβ
c

−
=

1 .                                                     (1.2) 

Σηµειώνουµε ότι στην περίπτωση αυτή, στην οποία η τυχαία µεταβλητή Χ είναι 
συνεχής, οπότε 0)( == xXP  για κάθε Rx∈ , η εκχώρηση πιθανότητας δεν γίνεται 

σε σηµεία αλλά σε διαστήµατα και είναι ανάλογη του µήκους των. Τούτο είναι 
ισοδύναµο µε το ότι διαστήµατα του ιδίου µήκους είναι ισοπίθανα. 
 Η συνάρτηση κατανοµής της τυχαίας µεταβλητής Χ, όπως προκύπτει από τις 
(1.1) και (1.2), δίδεται από την 

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

∞<≤

<≤
−
−

<<∞−

=

.,1

,

,0

)(

xβ

βxα
αβ
αx

αx

xF                                       (1.3) 

Η συνάρτηση αυτή είναι συνεχής και έτσι παραγωγίζοντάς την συνάγουµε την 
πυκνότητα της τυχαίας µεταβλητής Χ: 
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⎪⎩

⎪
⎨
⎧

><

≤≤
−=

.ή,0

  ,1
)(

βxαx

βxα
αβxf                                   (1.4) 

Ορισµός 1.1. Έστω Χ µια συνεχής τυχαία µεταβλητή µε πυκνότητα την (1.4). Η 
κατανοµή της τ.µ. Χ συµβολίζεται µε ) ,( βαU  και καλείται οµοιόµορφη ή ορθογώνια 

στο διάστηµα ] ,[ βα . Τα σηµεία α και β είναι παράµετροι της κατανοµής. (Το γεγονός 

ότι  η τ.µ. X  έχει οµοιόµορφη κατανοµή στο διάστηµα ] ,[ βα  συµβολίζεται µε 

),(~ βαUX ). 

 Σχετικά µε τις ροπές της οµοιόµορφης κατανοµής αποδεικνύουµε το επόµενο 
θεώρηµα. 

Θεώρηµα 1.1. Έστω ότι η τυχαία µεταβλητή Χ έχει την οµοιόµορφη κατανοµή 
) ,( βαU . Τότε η µέση τιµή και η διασπορά αυτής δίδονται από τις 

2
)( βαXEµ +
== ,  

12
)()(

2
2 αβXVarσ −

== .                           (1.5) 

Απόδειξη. Η µέση τιµή της τ.µ. Χ, σύµφωνα µε τον ορισµό, είναι 

∫ −
−

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

=
−

==
β

α

β

α
αβ
αβ

αβ
xxdx

αβ
XEµ

)(2)(2
1)(

222
 

και επειδή ))(()( 22 αβαβαβ +−=− , 

2
)( βαXEµ +
== . 

Επίσης είναι 

∫ −
−

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

=
−

=
β

α

β

α
αβ
αβ

αβ
xdxx
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)(3)(3
1)(

333
22  

και επειδή ))(( 2233 ααββαβαβ ++−=− , 

3
)(

22
2 βαβαXE ++
= . 

Η διασπορά της τ.µ. Χ είναι τότε 

12
)(

4
2

3
)()(

22222
222 αββαβαβαβαµXEXVarσ −

=
++

−
++

=−== . 

Παράδειγµα 1.1. Ας θεωρήσουµε ένα όργανο µέτρησης µε ακρίβεια τριών 
δεκαδικών ψηφίων. Το παρεχόµενο από το όργανο αυτό τέταρτο δεκαδικό ψηφίο 
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αποτελεί στρογγυλοποίηση προς τον πλησιέστερο ακέραιο. Τα σφάλµατα που 
προκύπτουν από την στρογγυλοποίηση της µέτρησης δύνανται να θεωρηθούν ότι 

έχουν την οµοιόµορφη κατανοµή ) ,( βαU  µε 2/10 4−−=α , 2/10 4−=β . Να 

υπολογισθούν (α) η πιθανότητα όπως το σφάλµα µέτρησης µιας ποσότητας είναι κατ’ 

απόλυτη τιµή µεγαλύτερο του 3/10 4−  και (β) η µέση τιµή και η διασπορά του 
σφάλµατος µέτρησης. 

 (α) Χρησιµοποιώντας την (1.3) µε 2/10 4−−=α , 2/10 4−=β  παίρνουµε 

)]3/10()3/10([1)3/10|(|1)3/10|(| 4444 −−−− −−−=≤−=> FFXPXP  

                                       
3
1

3
21 =−= . 

 (β) Σύµφωνα µε τις (1.5) έχουµε 

0)( == XEµ , 12/10)( 82 −== XVarσ . 

Παράδειγµα 1.2. Έστω ότι ο συρµός φθάνει σε συγκεκριµένο σταθµό του υπογείου 
σιδηροδρόµου κάθε 10 λεπτά, αρχίζοντας τα δροµολόγιά του στις 5 π.µ. Αν ένας 
επιβάτης φθάνει στο σταθµό σε χρόνο ο οποίος κατανέµεται οµοιόµορφα στο 
διάστηµα 7:20 ως 7:40 να υπολογισθούν οι πιθανότητες να περιµένει το συρµό (α) το 
πολύ 4 λεπτά και (β) τουλάχιστον 7 λεπτά. 
 Έστω Χ ο χρόνος άφιξης του επιβάτη στο σταθµό, µετρούµενος σε λεπτά µε αρχή 
τη χρονική στιγµή 7:20. Τότε η τ.µ. Χ έχει την οµοιόµορφη κατανοµή στο διάστηµα 

]20,0[  και έτσι 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

≥

<≤

<

=

.20 ,1

200,
20

0 ,0

)(

x

xx
x

xF  

(α) Το ενδεχόµενο Α ο επιβάτης να περιµένει το πολύ 4 λεπτά είναι ισοδύναµο µε 
το ενδεχόµενο να φθάσει στο σταθµό στο διάστηµα 7:26 ως 7:30 ή στο διάστηµα 7:36 
ως 7:40. Εποµένως 

5
2)}16()20({)}6()10({)2016()106()( =−+−=≤<+≤<= FFFFXPXPAP . 

 (β) Το ενδεχόµενο Β ο επιβάτης να περιµένει τουλάχιστο 7 λεπτά είναι 
ισοδύναµο µε το ενδεχόµενο να φθάσει στο σταθµό στο διάστηµα 7:20 ως 7:23 ή 7:30 
ως 7:33. Εποµένως 
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10
3)}10()13({)}0()3({)1310()30()( =−+−=≤<+≤<= FFFFXPXPBP . 

 
2. ΕΚΘΕΤΙΚΗ ΚΑΤΑΝΟΜΗ ΚΑΙ ΚΑΤΑΝΟΜΗ ERLANG 
 
2.1. Εκθετική κατανοµή 
Ορισµός 2.1. Έστω Χ µια συνεχής τυχαία µεταβλητή µε πυκνότητα 

⎩
⎨
⎧

<<∞−
∞<≤

=
−

,0 ,0
0 ,

)(
x
xeθ

xf
xθ

                                      (2.1) 

όπου ∞<< θ0 . Η κατανοµή της τ.µ. Χ καλείται εκθετική µε παράµετρο θ. 
(Συµβολίζουµε ))(~ θΕX . 

 Σηµειώνουµε ότι η συνάρτηση (2.1) είναι µη αρνητική και 

∫ ∫
∞

∞−

∞ ∞−− =−== 1][)(
0 0

xθxθ edxeθdxxf , 

όπως απαιτείται από τον ορισµό της συνάρτησης πυκνότητας. 
 Η συνάρτηση κατανοµής της τ.µ. Χ, σύµφωνα µε την (2.10) του Κεφ. 2, είναι η 

⎩
⎨
⎧

∞<≤−

<<∞−
=

− .0 ,1
0,0

)(
xe
x

xF xθ
                                     (2.2) 

Θεώρηµα 2.1. Έστω ότι η τυχαία µεταβλητή Χ έχει την εκθετική κατανοµή µε 
πυκνότητα τη (2.1). Τότε η µέση τιµή και η διασπορά αυτής δίδονται από τις 

θ
XEµ 1)( == ,  2

2 1)(
θ

XVarσ == .                                  (2.3) 

Απόδειξη. Η µέση τιµή της τ.µ. Χ, σύµφωνα µε τον ορισµό, δίδεται από την 

∫ ∫ ∫
∞

∞−

∞ ∞ −− ====
0 0

1)()( dyye
θ

dxxeθdxxxfXEµ yxθ , 

όπου χρησιµοποιήθηκε ο µετασχηµατισµός xθy = . Εφαρµόζοντας την ολοκλήρωση 

κατά παράγοντες το τελευταίο ολοκλήρωµα είναι 

∫∫ ∫
∞ ∞−−−∞ ∞ ∞−−− =+−=+−=−=
0 00 0 0 1][][ yyyyyy eyedyeyeydedyye  

και έτσι 

θ
XEµ 1)( == . 

Οµοίως 
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∫ ∫∫
∞

∞−

∞ −∞ − ===
0

2
20

222 1)()( dyey
θ

dxeθxdxxfxXE yθx  

και επειδή 

∫∫ ∫
∞ ∞−−−−∞ ∞ ∞−−− =++−=+−=−=
0 0

2
0 0 0

222 2]22[2][ yyyyyyy eyeeydyyeeydeydyey  

έχουµε 

2
2 2)(

θ
XE = . 

Εποµένως 

2
22 1)()(

θ
µXEXVar =−= . 

 Η ιδιότητα του αµνήµονος είναι χαρακτηριστική της εκθετικής κατανοµής. Την 
ιδιότητα αυτή αποδεικνύουµε στο επόµενο θεώρηµα. 

Θεώρηµα 2.2. Έστω ότι η τυχαία µεταβλητή Χ έχει την εκθετική κατανοµή µε 
συνάρτηση πυκνότητας τη (2.1). Τότε 

)()|( yXPxXyxXP >=>+> , 0≥x , 0≥y .                      (2.4) 

Απόδειξη. Η δεσµευµένη πιθανότητα του ενδεχοµένου }{ yxX +>  δεδοµένου του 

ενδεχοµένου }{ xX > , λαµβάνοντας υπόψη ότι }{}{ xXyxX >⊆+>  και 

χρησιµοποιώντας την (2.2), είναι ίση µε 

)(
)(

)(
),()|(

xXP
yxXP

xXP
xXyxXPxXyxXP

>
+>

=
>

>+>
=>+>  

                     yθ
xθ

yxθ
e

e
e

xF
yxF −

−

+−

==
−

+−
=

)(

)(1
)(1  

και επειδή 

yθeyFyXP −=−=> )(1)(  

έπεται η (2.4). 

Παρατήρηση 2.1. Ας θεωρήσουµε µια ανέλιξη Poisson tX , 0≥t , µε µέση τιµή 

θtXE t =)(  (βλ. Παρατήρηση 5.2 του Κεφ. 3) και ας παραστήσουµε µε Τ το χρόνο 

αναµονής µέχρι την πραγµατοποίηση της πρώτης επιτυχίας (εµφάνισης του 
ενδεχοµένου Α). Επειδή το ενδεχόµενο }{ tT > , όπως η πρώτη επιτυχία 

πραγµατοποιηθεί µετά τη χρονική στιγµή t, είναι ισοδύναµο µε το ενδεχόµενο 
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}0{ =tX , όπως ο αριθµός των επιτυχιών µέχρι τη χρονική στιγµή t είναι µηδέν, 

χρησιµοποιώντας την (5.6) του Κεφ. 3, συνάγουµε τη σχέση 

t
t eXPtTP θ−===> )0()( , 0≥t  

και από αυτή τη συνάρτηση κατανοµής της τ.µ. Τ, 

⎩
⎨
⎧

∞<≤−

<<∞−
=

− .0,1
0,0

)(
te
t

tF tθ                                        (2.5) 

Εποµένως, σύµφωνα µε τη (2.2) ο χρόνος αναµονής Τ µέχρι την πραγµατοποίηση της 
πρώτης επιτυχίας σε µια ανέλιξη Poisson έχει εκθετική κατανοµή. Γενικότερα 
δύναται να δειχθεί ότι οι ενδιάµεσοι χρόνοι µεταξύ διαδοχικών επιτυχιών σε µια 
ανέλιξη Poisson έχουν εκθετική κατανοµή. 

Παράδειγµα 2.1. Έστω ότι η διάρκεια σε λεπτά ενός τηλεφωνήµατος, σ’ ένα δηµόσιο 
τηλεφωνικό θάλαµο, ακολουθεί την εκθετική κατανοµή µε µέση τιµή 10 λεπτά. 
Επίσης, έστω ότι τη στιγµή που κάποιος µπαίνει στον τηλεφωνικό αυτό θάλαµο για 
ένα τηλεφώνηµα ένας άλλος φθάνει εκεί και δεν συναντά κανένα να περιµένει. Να 
υπολογισθούν οι πιθανότητες ο δεύτερος να περιµένει (α) περισσότερο από 10 λεπτά 
(β) µεταξύ 10 και 20 λεπτών. 
 Αν Χ είναι η διάρκεια του τηλεφωνήµατος του πρώτου ατόµου, τότε 

⎩
⎨
⎧

≥−

<
=

− 0,1
0,0

)( 10/ xe
x

xF x
 

και οι ζητούµενες πιθανότητες είναι (α) 

3679.0)10(1)10( 1 ==−=> −eFXP , 

και (β) 

2326.01353.03679.0)10()20()2010( 21 =−=−=−=≤< −− eeFFXP . 

 
2.2. Κατανοµή Erlang 
Ορισµός 2.2. Έστω Χ µια συνεχής τυχαία µεταβλητή µε πυκνότητα 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

<<∞−

∞<≤
−=

−−

,0,0

0,
)!1()(

1

x

xex
ν
θ

xf
xθν

ν

                               (2.6) 

όπου ν θετικός ακέραιος και ∞<< θ0 . Η κατανοµή της τ.µ. Χ καλείται κατανοµή 
Erlang µε παραµέτρους ν και θ.  (Συµβολίζουµε ),(~ θνEX ). 

 Σηµειώνουµε ότι η συνάρτηση (2.6) είναι µη αρνητική και επειδή 
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,...2 ,1  ,)!1(
0

1 =−== ∫
∞ −− ννdxexI xν

ν ,                               (2.7) 

συµπεραίνουµε ότι 

∫ ∫ ∫
∞

∞−

∞ ∞ −−−− =
−

=
−

=
0 0

11 1
)!1(

1
)!1(

)( dyey
ν

dxex
ν
θdxxf yνxθν
ν

, 

όπως απαιτείται από τον ορισµό της συνάρτησης πυκνότητας. 
 Το ολοκλήρωµα ,...2 ,1  , =νIν , δύναται να υπολογισθεί εφαρµόζοντας την 

ολοκλήρωση κατά παράγοντες ως εξής: 

∫ ∫ ∫
∞ ∞ ∞ −−∞−−−

+ +−=−==
0 0 0

1
01 ][ dxexνexdexdxexI xνxνxνxν

ν  

και έτσι 

,...2 ,1,1 ==+ ννII νν .                                            (2.8) 

Εφαρµόζοντας διαδοχικά την αναγωγική αυτή σχέση και επειδή 

∫
∞ − ==
01 1dxeI x  

συνάγουµε τη (2.7). 

Θεώρηµα 2.3. Έστω ότι η τυχαία µεταβλητή Χ έχει την κατανοµή Erlang µε συνάρτηση 
πυκνότητας τη (2.6). Τότε η µέση τιµή και η διασπορά αυτής δίδονται από τις 

θ
νXEµ == )( ,  2

2 )(
θ
νXVarσ == .                                  (2.9) 

Απόδειξη. Η µέση τιµή της τ.µ. Χ  δίδεται από την 

∫ ∫∫
∞ ∞ −−∞

∞− −
=

−
===

0 0)!1(
1

)!1(
)()( dyey

νθ
dxex

ν
θdxxxfXEµ yνxθν
ν

 

και χρησιµοποιώντας την (2.7) συνάγουµε την 

θ
ν

νθ
νµ =
−

=
)!1(

! . 

Οµοίως 

∫ ∫∫
∞

∞−

∞ −+∞ −+

−
=

−
==

0
1

20
122

)!1(
1

)!1(
)()( dyey

νθ
dxex

ν
θdxxfxXE yνxθν
ν

 

και 

22
2 )1(

)!1(
)!1()(

θ
νν

νθ
νXE +

=
−
+

= . 
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Εποµένως η διασπορά της τ.µ. Χ είναι 

22

2

2
222 )1()()(

θ
ν

θ
ν

θ
ννµXEXVarσ =−

+
=−== . 

Παρατήρηση 2.2. Ας θεωρήσουµε µια ανέλιξη Poisson tX , 0≥t , µε µέση τιµή 

tθXE t =)(  (βλ. Παρατήρηση 5.2 του Κεφ. 3) και ας παραστήσουµε µε νT  το χρόνο 

αναµονής µέχρι την πραγµατοποίηση της ν-οστής επιτυχίας (εµφάνισης του 
ενδεχοµένου Α). Επειδή το ενδεχόµενο }{ tT >ν , όπως η ν-οστή επιτυχία 

πραγµατοποιηθεί µετά τη χρονική στιγµή t είναι ισοδύναµο µε το ενδεχόµενο 
}{ νX t < , όπως ο αριθµός των επιτυχιών µέχρι τη χρονική στιγµή t είναι µικρότερος 

του ν, χρησιµοποιώντας την (5.6) του Κεφ. 3, συνάγουµε τη σχέση 

∑ ∑
−

=

−

=

−===<=>
1

0

1

0 !
)()()()(

ν

κ

κν

κ

tθ
ttν κ

tθeκXPνXPtTP , 0≥t . 

Η συνάρτηση κατανοµής της τ.µ. νT  δίδεται τότε από την 

∑
−

=

−−=
1

0 !
)(1)(

ν

κ

κ
θ

κ
tθetF t , 0≥t ,                                   (2.10) 

µε 0  ,0)( <= ttF . Παραγωγίζοντας αυτήν ως προς t παίρνουµε 

∑∑
−

=

−−

=

−−

−
−==

1

1

11

0 )!1(
)(

!
)()()(

ν

κ

κν

κ

tθ
κ

tθ

κ
θtθe

κ
tθeθtF

dt
dtf  

και εποµένως η πυκνότητα της τ.µ. νT  είναι η 

tet
ν
θtf θν
ν

−−

−
= 1

)!1(
)( , ∞<≤ t0 , 

δηλαδή ),(~ θνETν . Η κατανοµή αυτή µελετήθηκε από το ∆ανό µαθηµατικό A.K. 

Erlang (1878-1929). Σηµειώνουµε ότι η σχέση (2.10), επειδή 

dxex
ν
θtF t xθν
ν

∫ −−

−
=

0
1

)!1(
)(  

συνεπάγεται τη χρήσιµη στις εφαρµογές σχέση 

∑∫
−

=

−−− −=
−

=
1

0
0

1

!
)(1

)!1(
)(

ν

κ

κ
tθt xθν

ν

κ
tθedxex

ν
θtF .                      (2.11) 

Παράδειγµα 2.2. Έστω ότι ο αριθµός των τραυµατιών σε αυτοκινητιστικά 
δυστυχήµατα µε σοβαρά κατάγµατα που εισάγονται σε νοσοκοµεία των Αθηνών 
ακολουθεί την κατανοµή Poisson µε µέση τιµή 8 άτοµα ανά ηµέρα. Να υπολογισθούν 
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(α) η πιθανότητα όπως ο χρόνος αναµονής µέχρι την άφιξη του τρίτου τραυµατία, 
µετρούµενος από την αρχή της ηµέρας, είναι τουλάχιστο 12 ώρες και (β) ο µέσος 
χρόνος αναµονής µέχρι την άφιξη του τρίτου τραυµατία. 

 (α) Ο αριθµός tX  των τραυµατιών σε χρονικό διάστηµα t ωρών ακολουθεί την 

κατανοµή Poisson µε µέση τιµή θtXE t =)( , όπου 3/124/8 ==θ . Ο χρόνος 

αναµονής 3T  ακολουθεί την κατανοµή Erlang µε συνάρτηση κατανοµής 

∑
=

−−=
2

0

3/

!
)3/(1)(

κ

κ

κ
tetF t . 

Εποµένως 

∑
=

−−=−=>
2

0

4
3 !

41)12(1)12(
κ

κ

κ
eFTP  

και χρησιµοποιώντας τη συνάρτησης πιθανότητας της κατανοµής Poisson παίρνουµε 

7619.0)1465.00733.00183.0(1)12( 3 =++−=>TP . 

 (β) Η µέση τιµή της 3T , σύµφωνα µε την πρώτη από τις (2.9), είναι 

93)( 3 ==
θ

TE . 

Παρατήρηση 2.3. Αξίζει να σηµειώσουµε ότι τόσο η εκθετική κατανοµή µε 
παράµετρο θ, ),1()( θΕθE ≡ , όσο και η κατανοµή Erlang µε παραµέτρους ν και θ,  

),( θνΕ , αποτελούν ειδικές περιπτώσεις της κατανοµής Γάµµα µε παραµέτρους 

0>α και 0>θ , η οποία συµβολίζεται µε ),( θαΓ . Συγκεκριµένα, η συνεχής τυχαία 

µεταβλητή X  ακολουθεί την Γάµµα κατανοµή µε παραµέτρους 0>α και 0>θ  
(συµβολίζουµε ),(~ θαΓX ), όταν η πυκνότητά της δίδεται από τον τύπο (πρβλ. 

(2.1) και (2.6))  

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

<<∞−

∞<≤
=

−−

,0,0

0,
)()(

1

x

xex
αΓ

θ
xf

xθα
α

      (2.12) 

όπου )(αΓ  η Συνάρτηση Euler, οριζόµενη από το oλοκλήρωµα  

∫
∞ −−=
0

1)( dueuαΓ uα ,   .0>α          (2.13) 

Όταν }...,2,1{∈= να , τότε εξ’ ορισµού )!1()( −== νΙνΓ ν   (βλ. (2.7) και (2.13)), 

και συνεπώς οι κατανοµές ),( θνΓ  και ),( θνΕ  ταυτίζονται. Εποµένως, η οικογένεια 
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των κατανοµών Γάµµα περιέχει τις κατανοµές Erlang (και, φυσικά, τις Εκθετικές 
κατανοµές). Γενικά οι τιµές )(αΓ , 0>α , δεν είναι δυνατόν να υπολογιστούν σε 

κλειστή µορφή. Εξαίρεση αποτελούν οι περιπτώσεις ...},2,1{∈= να , όπως είδαµε 

παραπάνω, καθώς και η περίπτωση }...,3,2,1{2/1 ∈−a  (δηλ. όταν ο αριθµός α  είναι 

ακέραιος ή ηµιακέραιος). Όσον αφορά την περίπτωση ηµιακέραιου αριθµού έχουµε 
τα εξής: Για κάθε 0>α , 

)()1( αΓααΓ =+ ,       (2.14) 

(όπως προκύπτει εύκολα µε ολοκλήρωση κατά παράγοντες, πρβλ. (2.8)). Άρα, 
χρησιµοποιώντας  τη σχέση 

πΓ =)2/1( ,        (2.15) 

(η απόδειξη της (2.15) δόθηκε από τον Euler), οι τιµές ...),2/5(),2/3(),2/1( ΓΓΓ  

προκύπτουν αναγωγικά από τις (2.14) και  (2.15). Για παράδειγµα, 

2/)2/1()2/1()12/1()2/3( πΓΓΓ ==+= , 

4/3)2/3()2/3()12/3()2/5( πΓΓΓ ==+= , 

8/15)2/5()2/5()12/5()2/7( πΓΓΓ ==+= , 

κ.ο.κ.  Η µέση τιµή και η διασπορά µιας τυχαίας µεταβλητής Χ  µε κατανοµή ),( θαΓ , 

µπορούν να υπολογιστούν χρησιµοποιώντας τα ίδια επιχειρήµατα όπως για την 
κατανοµή Erlang (Θεώρηµα 2.3). Συγκεκριµένα, ισχύουν οι τύποι (πρβλ. (2.9)) 

θ
αXEµ == )( ,  2

2 )(
θ
αXVarσ == .                                  (2.16) 

Τέλος, σηµειώνουµε ότι στην ενδιαφέρουσα περίπτωση που 2/να =  (ν ένας θετικός 
ακέραιος) και 2/1=θ , η κατανοµή )2/1,2/(νΓ  καλείται χι-τετράγωνο (chi-square) 

κατανοµή µε ν βαθµούς ελευθερίας (degrees of freedom), και συµβολίζεται διεθνώς 

µε 2
νχ . Συνοψίζοντας, λέµε ότι η τυχαία µεταβλητή Χ  έχει χι-τετράγωνο κατανοµή 

µε ν  βαθµούς ελευθερίας (συµβολίζουµε  2~ νχX ), όταν η πυκνότητά της δίδεται 

από τον τύπο 

⎪⎩

⎪
⎨

⎧

<<∞−

∞<≤
=

−−

.0,0

0,
)2/(2

1
)(

2/1)2/(
2/

x

xex
νΓxf

xν
ν       (2.17) 

Φυσικά, για την τ.µ. Χ  µε κατανοµή 2
νχ , ισχύει νXVarσνΧΕµ 2)(,)( 2 ==== , 

όπως προκύπτει άµεσα από την (2.16) για 2/να =  και 2/1=θ .  
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Οι κατανοµές Γάµµα, και ιδιαίτερα οι κατανοµές χι-τετράγωνο, είναι πολύ χρήσιµες 
στη Στατιστική Συµπερασµατολογία, την κατασκευή ∆ιαστηµάτων Εµπιστοσύνης  
και τους Ελέγχους Υποθέσεων. 
 
3. ΚANONIKH KATANOMH 

 Η Κανονική κατανοµή είναι η πιο σπουδαία κατανοµή της Θεωρίας 
Πιθανοτήτων και της Στατιστικής, κυρίως λόγω της ευρείας χρησιµότητάς της σε ένα 
µεγάλο πλήθος εφαρµογών. Μερικοί από τους λόγους που εξηγούν την εξέχουσα 
θέση της είναι οι εξής: 

 • πολλά πληθυσµιακά χαρακτηριστικά (π.χ. ύψος, βάρος, βαθµολογία σε τεστ 
κ.λ.π.) ακολουθούν (περιγράφονται ικανοποιητικά από) την Κανονική κατανοµή. 

 • τυχαία σφάλµατα που εµφανίζονται σε διάφορες µετρήσεις έχουν Κανονική 
κατανοµή. Για το λόγο αυτό, η Κανονική κατανοµή αναφέρεται πολλές φορές και 
ως κατανοµή σφαλµάτων. 

 • το άθροισµα και ο µέσος όρος µεγάλου αριθµού παρατηρήσεων ακολουθεί κατά 
προσέγγιση Κανονική κατανοµή ανεξάρτητα από το ποια κατανοµή ακολουθούν 
οι αρχικές παρατηρήσεις. 

 • πολλές κατανοµές, τόσο διακριτές όσο και συνεχείς, µπορούν κάτω από 
ορισµένες συνθήκες να προσεγγισθούν από την Κανονική κατανοµή. 

Η Κανονική κατανοµή χρησιµοποιήθηκε αρχικά από τους De Moivre και Laplace για 
την προσέγγιση της ∆ιωνυµικής κατανοµής ),( pb ν  (όταν ∞→ν ) ενώ αργότερα ο 

Gauss τη χρησιµοποίησε για να περιγράψει τα τυχαία σφάλµατα των µετρήσεων. Η 
ονοµασία "Κανονική" (Normal) δόθηκε πιο πρόσφατα από τον Karl Pearson. 

Ορισµός 3.1. Μία συνεχής τυχαία µεταβλητή X θα λέµε ότι ακολουθεί την Κανονική 

κατανοµή µε παραµέτρους µ και 2σ  )0,( 2 >∞<<−∞ σµ  αν η πυκνότητα f της X 

δίνεται από τον τύπο 

2

2

2
)(

2

π2
1),;()( σ

µx

e
σ

σµxfxf
−

−

== ,    ∞<<∞− x . 

Συµβολικά θα γράφουµε ),(~ 2σµNX . 

Ενώ η ισχύς της ανισότητας 0),;( 2 >σµxf  είναι προφανής, η επαλήθευση της 

ισότητας ∫
∞

∞−
= 1),;( 2 dxσµxf  απαιτεί τη χρήση διπλών ολοκληρωµάτων (και 

αντίστοιχους διπλούς µετασχηµατισµούς µεταβλητών) και παραλείπεται. Μπορούµε 
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ωστόσο να δείξουµε τις επόµενες χρήσιµες ιδιότητες της συνάρτησης ),;( 2σµxf  οι 

οποίες διευκολύνουν την κατασκευή της γραφικής της παράστασης. 

Θεώρηµα 3.1. (α) Η συνάρτηση f έχει ένα µόνο τοπικό µέγιστο (το οποίο είναι και 
ολικό) στη θέση µx =  µε αντίστοιχη µέγιστη τιµή 

π2
1),;(max 2

σ
σµxf

x
=

∞<<∞−
. 

(β) Η συνάρτηση f  είναι συµµετρική γύρω από το σηµείο µ, 
(γ) Τα σηµεία σµ ±  αποτελούν σηµεία καµπής της  f. 

Απόδειξη. (α) Παραγωγίζοντας την ),;( 2σµxf  ως προς x βρίσκουµε  

)2/()(
3

2 22

π2
),;( σµxe

σ
µxσµxf −−−−=′  

οπότε 

 0),;( 2 >′ σµxf  για µx <  και 0),;( 2 <′ σµxf  για µx > .  

Άρα η f είναι γνήσια αύξουσα στο διάστηµα ),( µ−∞  και γνήσια φθίνουσα στο 

),( ∞+µ  πράγµα που δείχνει το ζητούµενο. 

(β) Για κάθε ∞<<∞− x  έχουµε προφανώς 

),;(),;( 22 σµxµfσµxµf −=+ . 

(γ) Προκύπτει άµεσα από τη διαπίστωση ότι η δεύτερη παράγωγος της  f  γράφεται 
στη µορφή 

)2/()(
5

2 22

π2
1)]()][([),;( σµxe

σ
σµxσµxσµxf −−−−+−=′′  

και αλλάζει πρόσηµο στις θέσεις σµx +=  και σµx −= . Σηµειώνουµε ότι η τιµή 

της  f  στα σηµεία σµx ±=  είναι ίση µε 
σeσ
24.0

π2
1 ≅ . 

Τα προηγούµενα αποτελέσµατα δίνουν µια πρώτη ιδέα του σχήµατος που έχει η 
συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας της Κανονικής κατανοµής. Μια γραφική 

παράσταση της ),;( 2σµxf , καθώς επίσης και σύγκριση της ),;( 2σµxf  για 

διαφορετικά 2σ , φαίνονται στα επόµενα  σχήµατα. 
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Η πυκνότητα της κανονικής Ν(µ, σ2). 

 

 
 

Σύγκριση της πυκνότητας των Ν(1.5, σ2) για σ=0.5, 1 και 2. 

 Η ειδική περίπτωση 1,0 == σµ  παρουσιάζει ιδιαίτερο ενδιαφέρον αφού, όπως 

θα δούµε στη συνέχεια, ένας απλός γραµµικός µετασχηµατισµός της ),(~ 2σµNX  

µπορεί εύκολα να µας οδηγήσει στην )1,0(N . 

 Η κατανοµή )1,0(N  λέγεται τυποποιηµένη Κανονική κατανοµή. Μια τυχαία 

µεταβλητή που ακολουθεί την )1,0(N  λέγεται τυποποιηµένη Κανονική τυχαία 

µεταβλητή και συµβολίζεται συνήθως µε Z.  Για τις αντίστοιχες συναρτήσεις 
πυκνότητας και κατανοµής θα χρησιµοποιούµε τα σύµβολα )(zφ  και )(zΦ , δηλαδή 

,
π2

1)( 2/2zezφ −=    ∞<<∞− z  

∫ ∞−
=

z dyyφzΦ ,)()(    ∞<<∞− z . 

Σύµφωνα µε το Θεώρηµα 3.1, η συνάρτηση πυκνότητας )(zφ  είναι συµµετρική γύρω 

από τον κατακόρυφο άξονα (δηλαδή ισχύει )()( zz φφ =−  για κάθε ∞<<∞− z ), 

παρουσιάζει µέγιστο στη θέση 0=x  (µε µέγιστη τιµή )40.0π2/1 ≅  και έχει ως 

σηµεία καµπής τα σηµεία 110 ±=± . 
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Η πυκνότητα 2/2
)2/1()( xeπxφ −=  της τυποποιηµένης Κανονικής κατανοµής Ν(0, 1). 

 
∆υστυχώς καµµία από τις γνωστές τεχνικές ολοκλήρωσης δεν επιτρέπει τον 
αναλυτικό υπολογισµό της )(zΦ . Στην πράξη, η εύρεση των τιµών της για 

συγκεκριµένα ∞<<∞− z  γίνεται µέσω πινάκων της τυποποιηµένης Κανονικής 
κατανοµής οι οποίοι µπορούν να βρεθούν σε οποιοδήποτε βιβλίο Πιθανοτήτων και 
Στατιστικής (βλ. Πίνακα Β1 του παραρτήµατος).  
 

z )(zΦ  z )(zΦ  

0.0 0.5000 0.0 0.5000 
-0.5 0.3085 0.5 0.6915 
-1.0 0.1587 1.0 0.8413 
-1.5 0.0668 1.5 0.9332 
-2.0 0.0227 2.0 0.9773 
-2.5 0.0062 2.0 0.9938 
-3.0 0.0013 3.0 0.9987 

 
Απόσπασµα από πίνακα της τυποποιηµένης Κανονικής κατανοµής. 

 
Αξίζει να σηµειωθεί ότι δεν είναι απαραίτητο να πινακοποιηθούν οι τιµές της )(zΦ  

για 0<z . Πράγµατι, όπως είναι φανερό από τον προηγούµενο πίνακα για κάθε z 
ισχύει 1)()( =−+ zz ΦΦ . Η απόδειξη του αποτελέσµατος αυτού γίνεται στο επόµενο 

θεώρηµα. 

Θεώρηµα 3.2.  Για τη συνάρτηση κατανοµής της τυποποιηµένης Κανονικής κατανοµής 
ισχύει 

)(1)( zz ΦΦ −=− ,   ∞<<∞− z . 

Απόδειξη. Λόγω της σχέσης )()( yy φφ =−  µπορούµε να γράψουµε 
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∫ ∫
−

∞−

−

∞−
−==−

z z dyyφdyyφzΦ )()()(  

και εκτελώντας τον µετασχηµατισµό yt −=  βρίσκουµε 

∫∫ ∫
∞

∞

∞
==−=−

z

z

z
dyyφdttφdttφzΦ )()())(()( . 

Εποµένως 

1)()()()()( ==+=−+ ∫ ∫ ∫∞−

∞ ∞

∞−

z

z
dyyφdyyφdyyφzΦzΦ   

και η απόδειξη ολοκληρώθηκε. 

Εφαρµόζοντας την προηγούµενη ιδιότητα για 0=z  βρίσκουµε 5.0)0( =Φ . Επίσης 

       1)1(2))1(1()1()1()1()11( −=−−=−−=≤≤− ΦΦΦΦΦZP , 

       1)2(2))2(1()2()2()2()22( −=−−=−−=≤≤− ΦΦΦΦΦZP , 

       1)3(2))3(1()3()3()3()33( −=−−=−−=≤≤− ΦΦΦΦΦZP , 

και χρησιµοποιώντας τον Πίνακα Β1 της τυποποιηµένης Κανονικής κατανοµής 
βρίσκουµε 

       %686826.01)8413.0(2)11( ≅=−=≤≤− ZP , 

       %959546.01)9773.0(2)22( ≅=−=≤≤− ZP ,       (3.1) 

       %7.999974.01)9987.0(2)33( ≅=−=≤≤− ZP . 

 

 

Ο υπολογισµός πιθανοτήτων που έχουν σχέση µε µια Κανονική τυχαία µεταβλητή 

),(~ 2σµNX  µπορεί εύκολα να γίνει από τους πίνακες της τυποποιηµένης 

Κανονικής κάνοντας χρήση του επόµενου αποτελέσµατος. 
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Θεώρηµα 3.4. Αν η X ακολουθεί την Κανονική κατανοµή ),( 2σµN  τότε 

(α) Η τυχαία µεταβλητή σµXZ /)( −=  ακολουθεί την τυποποιηµένη Κανονική 

)1,0(N . 

(β)  ,)( ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

=≤≤
σ

µαΦ
σ

µβΦβXαP      βα ≤  

         και ειδικότερα 

       ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

=≤
σ
µβΦβ )(XP  ,  ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

−=≥
σ
αµΦ

σ
µαΦαXP 1)( . 

Απόδειξη. (α) Η συνάρτηση κατανοµής )(zFZ  της τυχαίας µεταβλητής 

σµXZ /)( −=  δίνεται από τον τύπο 

),;()()( 2σµzσµFzσµXPz
σ

µXPzFZ +=+≤=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ≤−=  

οπότε 

)2/(])[(2 22

π2
1),;()()( σµzσµ

ZZ e
σ

σσµzσµfσzFzf −+−=+=′= )(
π2

1 2/2
zφe z == −  

δηλαδή )1,0(~ NZ . 

(β) Έχουµε  

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −≤≤−=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −≤−≤−=≤≤

σ
µβZ

σ
µαP

σ
µβ

σ
µX

σ
µαPβXαP )(  

όπου η σµXZ /)( −=  ακολουθεί την )1,0(N  µε συνάρτηση κατανοµής την )(zΦ . 

Εποµένως  

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −≤≤−=≤≤

σ
µαΦ

σ
µβΦ

σ
µβZ

σ
µαPβXαP )( . 

Οι δύο ειδικές περιπτώσεις προκύπτουν ως εξής: 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −≤=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −≤−=≤

σ
µβΦ

σ
µβZP

σ
µβ

σ
µXPβXP )( , 

.111)(1)( ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −≤−=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −≤−−=≤−=≥

σ
µαΦ

σ
µαZP

σ
µα

σ
µXPαXPαXP  

Θεώρηµα 3.5. Η µέση τιµή, η διασπορά και η τυπική απόκλιση µιας τυχαίας 

µεταβλητής X που ακολουθεί την Κανονική κατανοµή ),( 2σµN  είναι ίσες µε 2, σµ  και 

σ αντίστοιχα, δηλαδή 
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σXVarσXVarµXE === )(,)(,)( 2 . 

Απόδειξη. Χρησιµοποιώντας την τυποποιηµένη τυχαία µεταβλητή σµXZ /)( −=  

µπορούµε να γράψουµε 

)()()( ZEσµZσµEXE +=+=  

)()()( 2 ZVarσZσµVarXVar =+= . 

Όµως για τη συνάρτηση )()( zzzg φ=  έχουµε )()( zgzg −=− , δηλαδή η g είναι 

περιττή, οπότε 

∫ ∫
∞

∞−

∞

∞−
=== 0)()()( dzzgdzzφzZE . 

Επίσης 

∫∫
∞

∞−
−−∞

∞−
′−==−= dzezdzezZEZVar zz )(

π2
1

π2
10)()( 2/2/222 22

 

και ολοκληρώνοντας κατά παράγοντες βρίσκουµε 

∫
∞

∞−
∞
∞−

− =+=+−−= 110)(][
π2

1)( 2/2
dzzφzeZVar z . 

Εποµένως 

22 1)(,0)( σσXVarµσµXE =⋅==⋅+= . 

Παράδειγµα 3.1. Ας υποθέσουµε ότι η διάρκεια κύησης X µιας γυναίκας ακολουθεί 
την Κανονική κατανοµή µε µέση τιµή 270=µ  ηµέρες και τυπική απόκλιση 30=σ  

ηµέρες. Τότε η πιθανότητα να γεννηθεί ένα παιδί πριν τη συµπλήρωση του 7ου µήνα 
ισούται µε 

)2()2(
30

270210
30

270)210( −=−<=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

<
−

=< ΦZPXPXP  

και χρησιµοποιώντας την τιµή 9773.0)2( =Φ  (από τον Πίνακα Β1 του 

παραρτήµατος) παίρνουµε 

%20227.09773.01)2(1)2()210( ≅=−=−=−=< ΦΦXP . 

Παράδειγµα 3.2. Αν κάποιες παρατηρήσεις (δεδοµένα) προέρχονται από την 

Κανονική κατανοµή ),( 2σµN  τότε το ποσοστό των παρατηρήσεων που απέχει από το 

µέσο µ λιγότερο από k τυπικές αποκλίσεις θα δίνεται από τον τύπο 

1)(2)()||()||( −=≤≤−=≤=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ≤−=≤− kΦkZkPkZPk

σ
µXPσkµXP . 
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Με βάση λοιπόν τις (3.1) θα έχουµε 

    %,68)11()||()( ≅≤≤−=≤−=+≤≤− ZPσµXPσµXσµP  

    %95)22()2||()22( ≅≤≤−=≤−=+≤≤− ZPσµXPσµXσµP , 

    %7.99)33()3||()33( ≅≤≤−=≤−=+≤≤− ZPσµXPσµXσµP . 

Εποµένως 

Περίπου το 68% των τιµών ενός κανονικού πληθυσµού βρίσκονται σε απόσταση το 
πολύ µιας τυπικής απόκλισης από τη µέση τιµή µ, περίπου 95% σε απόσταση δύο 
τυπικών αποκλίσεων από το µ και περίπου 99.7% σε απόσταση τριών αποκλίσεων από 
το µ. 
 

 

Τα αποτελέσµατα αυτά είναι πάρα πολύ χρήσιµα για τη δηµιουργία διαστηµάτων 
εµπιστοσύνης και για τον έλεγχο στατιστικών υποθέσεων. 

Παράδειγµα 3.3. Αν )1,0(~ NZ  να βρεθεί ο αριθµός z )( αz=  για τον οποίο ισχύει 

αzZP => )( , 10 << α . Να γίνει εφαρµογή για 01.0=α , 05.0 , 10.0 . 

Αφού 

)(1)(1)( zzZPzZP Φ−=≤−=>  

θα έχουµε 

αzΦ =− )(1   δηλαδή  αzΦ −=1)( . 

Για 01.0=α  θα πρέπει να ισχύει 

99.001.01)( =−=zΦ  

οπότε από τον Πίνακα Β1 της τυποποιηµένης Κανονικής βρίσκουµε 

33.2≅z . 
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Όµοια για 05.0=α  είναι 

95.005.01)( =−=zΦ   οπότε  645.1=z , 

ενώ για 10.0=α  είναι 

90.010.01)( =−=zΦ   οπότε  28.1=z . 

Ο αριθµός z  για τον οποίο ισχύει 

αzZP => )( ,    10 << α  

λέγεται συνήθως άνω α ποσοστιαίο σηµείο της τυποποιηµένης Κανονικής κατανοµής 
και συµβολίζεται µε αz . Έτσι έχουµε 

33.201.0 =z ,   645.105.0 =z ,   28.110.0 =z . 

 

Παράδειγµα 3.4. Το βάρος ενός ιατρικού σκευάσµατος που παράγει µια αυτόµατη 
µηχανή ακολουθεί κανονική κατανοµή µε µέση τιµή µ mg και τυπική απόκλιση 1mg. 

Σε τι µέσο βάρος πρέπει να ρυθµιστεί η µηχανή ώστε µόνο το 1ο/οο των σκευασµάτων 
που παράγει να υπερβαίνει τα 75 mg; 

 Aν Χ είναι η τυχαία µεταβλητή που περιγράφει το βάρος του παραγοµένου 
σκευάσµατος θα πρέπει να έχουµε 

001.0)75( =>XP  

όπου )1,(~ 2µNX . Εποµένως 

999.0001.01)75(1)75( =−=>−=≤ XPXP  

ή ισοδύναµα 

999.0
1

75
1

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −≤− µµXP  

δηλαδή 

999.0
1

75 =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ − µΦ . 
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Χρησιµοποιώντας τον Πίνακα Β1 της τυποποιηµένης Κανονικής κατανοµής 
βρίσκουµε 

09.3
1

75 =− µ  

απ’ όπου προκύπτει 09.375 =− µ . Άρα 91.7109.375 =−=µ . 

Παράδειγµα 3.5. Ας θεωρήσουµε ότι ο χρόνος εµφάνισης X ενός φωτογραφικού φιλµ 
ακολουθεί Κανονική κατανοµή µε µέση τιµή min30=µ  και τυπική απόκλιση 

min2.1=σ . Τότε 

• Η πιθανότητα ο χρόνος εµφάνισης να υπερβεί τα 33min ισούται µε 

  =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

≤
−

−=≤−=>
2.1
3033

2.1
301)33(1)33( XPXPXP  

       %6.00062.09938.01)5.2(1)5.2(1 ≅=−=−=≤−= ΦZP . 

• Η πιθανότητα ο χρόνος εµφάνισης να µην υπερβεί τα 28min ισούται µε 

%50475.0)67.1(1)67.1(
2.1
3028

2.1
30)28( ≅=−=−≤=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

≤
−

=≤ ΦZPXPXP . 

• Η πιθανότητα σε 10 φιλµ τουλάχιστον τα 2 να εµφανισθούν σε χρόνο λιγότερο 
των 28min βρίσκεται αν θεωρήσουµε επιπλέον την τυχαία µεταβλητή 

  Y  = αριθµός φιλµ (από τα 10) µε χρόνο εµφάνισης λιγότερο των 28min. 

Τότε ),10(~ pbY  µε 05.0)28( =≤= XPp  και η ζητούµενη πιθανότητα είναι 

)1()0(1)2(1)2( =−=−=<−=≥ YPYPYPYP  

                                      086.0)95.0()05.0(
1

10
)95.0()05.0(

0
10

1 91100 =⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−= . 

 
4. ΠΡΟΣΕΓΓΙΣΗ ΤΗΣ ∆ΙΩΝΥΜΙΚΗΣ ΚΑΤΑΝΟΜΗΣ ΚΑΙ ΤΗΣ 
ΚΑΤΑΝΟΜΗΣ POISSON ΑΠΟ ΤΗΝ ΚΑΝΟΝΙΚΗ ΚΑΤΑΝΟΜΗ 

 Όπως αναφέρθηκε και στην αρχή της προηγούµενης παραγράφου, η Κανονική 
κατανοµή µπορεί να χρησιµοποιηθεί για την προσέγγιση άλλων κατανοµών. Μια 
διακριτή κατανοµή για την οποία η κανονική προσφέρει ικανοποιητική προσέγγιση 
είναι η ∆ιωνυµική. 
 Στα επόµενα σχήµατα δίνεται η γραφική παράσταση της συνάρτησης 
πιθανότητας της ∆ιωνυµικής Κατανοµής µε 3.0=p  και 100,25,10,5,2,1=ν . Από τα 

σχήµατα αυτά γίνεται φανερό ότι όσο αυξάνει το ν τόσο πιο συµµετρική γίνεται η 
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κατανοµή, και για 100=ν  έχει προκύψει ένα σχήµα το οποίο µοιάζει µε τη 
συνάρτηση πυκνότητας της Κανονικής κατανοµής. 

 

Στο επόµενο σχήµα έχουν παρασταθεί στο ίδιο σύστηµα αξόνων, τόσο η 
συνάρτηση πιθανότητας της ∆ιωνυµικής Κατανοµής µε παραµέτρους ν και p όσο και 
η συνάρτηση πυκνότητας της κανονικής ),( 2σµN  µε την αντίστοιχη µέση τιµή και 

διασπορά, δηλαδή pνµ = , )1(2 ppνpqνσ −== . Είναι φανερό ότι για 100=ν  η 
σύµπτωση των δύο κατανοµών είναι σχεδόν τέλεια. 

 



 128 

 
 Η θεωρητική διατύπωση της προηγουµένης διαπίστωσης δίνεται στο επόµενο 
θεώρηµα το οποίο αποδείχτηκε αρχικά από τον De Moivre το 1733 για 5.0=p  και 

επεκτάθηκε για γενικό p )10( << p  από τον Laplace το 1812. 

Θεώρηµα 4.1. (De Moivre-Laplace). Αν η τυχαία µεταβλητή Χ ακολουθεί τη 
διωνυµική κατανοµή µε παραµέτρους ν και p )),(~( pbX ν  και το ν είναι µεγάλο 

(θεωρητικά, το ν τείνει στο ∞+ ) τότε για τη συνάρτηση πιθανότητας 

xνxqp
x
ν

xXPxf −
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=== )()( ,    ...,1,0=x  

µπορεί να χρησιµοποιηθεί η προσέγγιση 

qpν
pνx

e
πpqν

xf

2)(

2
1)(

−
−

≅  

δηλαδή η Χ ακολουθεί κατά προσέγγιση την κανονική κατανοµή ),( pqνpνN . 

 Η απόδειξη του Θεωρήµατος αυτού δεν θα γίνει εδώ αφού θα µπορέσουµε 
αργότερα να το συµπεράνουµε µε εύκολο τρόπο µετά τη διατύπωση του Κεντρικού 
Οριακού Θεωρήµατος του οποίου αποτελεί ειδική περίπτωση (βλ. Κεφ. 6). 
 Αν ),(~ pνbX  και το ν είναι µεγάλο, µπορούµε να υπολογίζουµε µε αρκετά 

καλή προσέγγιση πιθανότητες της µορφής )( βα ≤≤ XP  χρησιµοποιώντας το 

επόµενο θεώρηµα που είναι συνέπεια του Θεωρήµατος 4.1. 
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Θεώρηµα 4.2. Αν ),(~ pνbX  και το ν είναι µεγάλο τότε 

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛ −−⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛ −≅≤≤
pqν

pναΦ
pqν

pνβΦβXαP )( . 

Όταν χρησιµοποιούµε την κανονική κατανοµή ως προσέγγιση της ∆ιωνυµικής τότε 
γίνεται προσέγγιση µιας διακριτής κατανοµής από µια συνεχή. Έχει αποδειχθεί ότι σε 
τέτοιες περιπτώσεις οι προσεγγίσεις βελτιώνονται σηµαντικά εισάγοντας τη λεγόµενη 
διόρθωση συνεχείας. Σύµφωνα µε αυτή, η πιθανότητα )( kXP = , ...,1,0=k  αντί να 

προσεγγίζεται µε την τιµή της συνάρτησης πυκνότητας της ),( pqνpνN  στη θέση k, 

προσεγγίζεται µε την πιθανότητα η αντίστοιχη Κανονική τυχαία µεταβλητή να πάρει 

τιµές µεταξύ 
2
1

−k  και 
2
1

+k  δηλαδή 
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Γενικότερα έχουµε το εξής 

Θεώρηµα 4.3. (Κανονική προσέγγιση της ∆ιωνυµικής Κατανοµής µε διόρθωση 
συνέχειας). Αν ),(~ pνbX  και το ν είναι µεγάλο (και το p σταθερό) τότε για 

οποιουσδήποτε ακεραίους α και β µε νβα ≤≤≤0 , 
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Αξίζει να σηµειωθεί ότι η κανονική προσέγγιση της ∆ιωνυµικής Κατανοµής είναι 
καλύτερη όταν το ποσοστό p βρίσκεται κοντά στο 2/1 . 
 Η Κανονική Κατανοµή, εκτός της ∆ιωνυµικής, προσεγγίζει ικανοποιητικά και 
την κατανοµή Poisson. Έτσι, αν Χ είναι µια τυχαία µεταβλητή που ακολουθεί την 
κατανοµή Poisson µε παράµετρο λ (οπότε θα έχουµε λ=)(XE , λXVar =)( ) τότε η 

κατανοµή της Χ µπορεί να προσεγγισθεί για µεγάλες τιµές του λ από την Κανονική 

κατανοµή ),( 2σµΝ  µε λµ = , λσ = . Έτσι θα έχουµε 

λ
λk

e
πλ

kXP 2
)( 2

2
1)(

−
−

≅=  

και 
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⎟
⎠
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λ
λαΦ

λ
λβΦβXαP )( , 

ή χρησιµοποιώντας διόρθωση συνεχείας 
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Παράδειγµα 4.1. Ας υποθέσουµε ότι το ποσοστό θνησιµότητας για τα άτοµα που 
προσβάλλονται από κάποια ασθένεια είναι 20%. Ποια είναι η πιθανότητα σε 100 
άτοµα που έχουν προσβληθεί από την ασθένεια να έχουµε τουλάχιστον 26 θανάτους; 
 Αν συµβολίσουµε µε Χ το πλήθος των θανάτων στα 100 προσβεβληµένα άτοµα, 
η τυχαία µεταβλητή Χ θα ακολουθεί τη ∆ιωνυµική Κατανοµή µε παραµέτρους 

2.0=p  και 100=ν . Εποµένως 

kk

k
kXP −

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
== 100)8.0()2.0(

100
)( ,    100...,,1,0=k  

και η ζητούµενη πιθανότητα είναι ίση µε 

      ∑
=

−
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=≥

100

26

100)8.0()2.0(
100

)26(
k

kk

k
XP .      (4.1) 

Ο υπολογισµός του τελευταίου αθροίσµατος είναι εξαιρετικά δύσκολος. ∆εδοµένου 
όµως ότι το ν είναι αρκετά µεγάλο, µπορούµε να χρησιµοποιήσουµε κανονική 
προσέγγιση οπότε βρίσκουµε 

        ≅⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⋅⋅
⋅−

≥
⋅⋅
⋅−

=≥
8.02.0100
2.010026

8.02.0100
2.0100)26( XPXP  

            0668.09332.01)5.1(1)5.1(
16

2026
=−=−=≥=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
≥≅ ΦZPZP . 

Αν λάβουµε υπ’ όψη και τη διόρθωση συνέχειας θα έχουµε 
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)375.1(
8.02.0100

2.0100
2
126

)26( ≥=
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⋅⋅

⋅−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

≥≅≥ ZPZPXP  

      0845.09154.01)375.1(1 =−=−= Φ . 

Αξίζει να σηµειωθεί ότι η ακριβής τιµή για την πιθανότητα )26( ≥XP  όπως αυτή 

υπολογίζεται από τον τύπο (4.1) είναι ίση µε 0875.0 . 

Παράδειγµα 4.2. Προκειµένου να εκτιµήσουµε το ποσοστό p των ατόµων ενός 
πληθυσµού που πάσχουν από µια συγκεκριµένη ασθένεια χρησιµοποιούµε ένα δείγµα 
µεγέθους ν. Πόσο πρέπει να είναι το ν ώστε το ποσοστό των ατόµων του δείγµατος 
που έχουν την ασθένεια να διαφέρει από το πραγµατικό ποσοστό p κατ’ απόλυτη τιµή 
λιγότερο από 1% µε πιθανότητα τουλάχιστον 95%; Αν είναι γνωστό ότι 03.0≤p  

(δηλαδή πρόκειται περί σπάνιας ασθένειας) ποια θα πρέπει να είναι η τιµή του ν; 
 Αν Χ είναι ο αριθµός των ατόµων του δείγµατος που πάσχουν από την ασθένεια, 
η τυχαία µεταβλητή Χ  θα ακολουθεί τη ∆ιωνυµική Κατανοµή µε παραµέτρους ν και 
p. Το ποσοστό των ατόµων του δείγµατος οι οποίοι πάσχουν από την ασθένεια είναι 
ίσο µε ν/X , οπότε το ζητούµενο µπορεί να διατυπωθεί ως εξής 

95.001.0 ≥⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ≤− p
ν
XP . 

Χρησιµοποιώντας κανονική προσέγγιση της ∆ιωνυµικής βρίσκουµε 
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οπότε θα έχουµε 

95.0101.02 ≥−⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

pq
νΦ  

ή ισοδύναµα 
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975.001.0 ≥⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

pq
νΦ . 

Από τον Πίνακα Β1 της τυποποιηµένης Κανονικής κατανοµής βρίσκουµε 

96.101.0 ≥
pq
ν  

οπότε προκύπτει η ανισότητα 

  pqν 38416≥ .         (4.2) 

Επειδή 4/1)1( ≤−= pppq  (η συνάρτηση 2)1()( pppppg −=−=  είναι αύξουσα 

για 5.0≤p  και φθίνουσα για 5.0≥p  οπότε 25.0)5.0()(max == gpg
p

) για να ισχύει 

η (4.2) αρκεί 

9604
4
138416 ≅⋅≥ν . 

Αν είναι γνωστό ότι 03.0≤p  θα έχουµε 

0021.0)03.01(03.0)1( =−≤−= pppq , 

οπότε για να ισχύει η (4.2) αρκεί 

810021.038416 ≅⋅≥ν . 

Παράδειγµα 4.3. Οι αφίξεις ασθενών σε ένα ιατρείο εντός ενός µηνός ακολουθούν 
την κατανοµή Poisson µε µέση τιµή 200 άτοµα. Ποια είναι η πιθανότητα 

 (α) σε ένα µήνα να επισκεφθούν το ιατρείο τουλάχιστον 170 άτοµα; 
       (β) σε ένα χρόνο να υπάρξουν τουλάχιστον 11 µήνες στους οποίους οι ασθενείς 

που επισκέφθηκαν το ιατρείο ήταν τουλάχιστον 170; 

Aν συµβολίσουµε µε Χ τον αριθµό των ασθενών που επισκέπτονται το ιατρείο σε 1 
µήνα, τότε η Χ ακολουθεί την κατανοµή Poisson µε παράµετρο 200=λ  και µπορεί 

να προσεγγισθεί από την Κανονική κατανοµή ),( 2σµN  µε 200=µ , 200=σ . Άρα 

(α) 

=−≥≅⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
≥

−
=≥ )12.2(

200
200170

200
200)170( ZPXPXP  

           )12.2()12.2(1)12.2(1 ΦΦ =−−=−≤−= ZP 983.0= . 

Αν γίνει χρήση διόρθωσης συνέχειας, η τιµή της ζητούµενης πιθανότητας θα είναι 
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%.5.989846.0)16.2( ≅==Φ  

(β) Έστω τώρα Υ ο αριθµός των µηνών (εντός ενός χρόνου) στους οποίους  οι 
ασθενείς που επισκέπτονται το ιατρείο είναι τουλάχιστον 170. Τότε ),(~ pνbY , όπου 

12=ν , 9846.0=p . Η πιθανότητα που ζητάµε είναι ίση µε 
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                 1211 )9846.0(0154.0)9846.0(12 +⋅⋅=  

           9859.08301.01558.0 =+= . 
 
5. ΛΟΓΑΡΙΘΜΟΚΑΝΟΝΙΚΗ ΚΑΤΑΝΟΜΗ 
 Υπάρχουν πολλές περιπτώσεις κατά τις οποίες ενώ η τυχαία µεταβλητή Χ που 
µας ενδιαφέρει δεν ακολουθεί την Κανονική κατανοµή, ένας απλός µετασχηµατισµός 
µας οδηγεί σε Κανονική τυχαία µεταβλητή. Ένας τέτοιος µετασχηµατισµός ο οποίος 
πολύ συχνά οδηγεί σε Κανονική κατανοµή είναι ο Xlog . Αναφέρουµε πολύ σύντοµα 

τα επόµενα παραδείγµατα 

• η αντοχή Χ ενός υλικού σε συγκεκριµένες καταπονήσεις δεν ακολουθεί 
Κανονική κατανοµή. Θεωρώντας όµως την τυχαία µεταβλητή Xlog  η 

κατανοµή που προκύπτει είναι (όπως έχει διαπιστωθεί εµπειρικά) Κανονική. 
• η τυχαία µεταβλητή Xlog  όπου Χ είναι η χρονική διάρκεια επώασης µιας 

µεταδοτικής νόσου ακολουθεί κατά προσέγγιση την Κανονική κατανοµή 
• αν Χ είναι η ποσότητα του ενζύµου SGPT (serum glutamic pyruvic 

transaminase) στο αίµα ενός ατόµου που πάσχει από ηπατίτιδα, τότε η τυχαία 
µεταβλητή Xlog  έχει Κανονική κατανοµή. 

• ο λογάριθµος της ποσότητας ενός φαρµάκου που παραµένει στον οργανισµό 
µετά από συγκεκριµένο χρονικό διάστηµα από τη στιγµή χορήγησής του, 
ακολουθεί κατά προσέγγιση την Κανονική κατανοµή. 

Λόγω της ιδιαίτερης πρακτικής χρησιµότητας που παρουσιάζει το παραπάνω 
µοντέλο, για την περίπτωση αυτή εισήχθει ο επόµενος ορισµός 

Ορισµός 5.1. Μια συνεχής τυχαία µεταβλητή Χ  θα λέµε ότι ακολουθεί τη 

λογαριθµοκανονική κατανοµή (lognormal) µε παραµέτρους µ και 2σ  
)0,( >∞<<−∞ σµ  αν η 
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XY log=  

ακολουθεί την Κανονική κατανοµή ),( 2σµN . 

 Σύµφωνα µε τον ορισµό, η συνάρτηση κατανοµής )(xF  της Χ  (για 0>x ) είναι: 
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οπότε 
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∆είχθηκε λοιπόν το εξής 

Θεώρηµα 5.1. Η πυκνότητα της λογαριθµοκανονικής κατανοµής µε παραµέτρους µ και 
2σ  δίνεται από τον τύπο 
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)(log
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e
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= ,    0>x . 

 Οι ροπές r τάξης της λογαριθµοκανονικής κατανοµής δίνεται από τους τύπους (η 
απόδειξη παραλείπεται) 
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)(
σrµrr eXE

+
=      ...,2,1=r  

οπότε 
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eXE
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= ,     
2222)( σµeXE +=  

και 

)1())(()1())(()()(
222 2222 −=−=−= + σσσµ eXEeeXEXEXVar . 

Για τον υπολογισµό πιθανοτήτων που σχετίζονται µε τη λογαριθµική κατανοµή 
µπορούµε να κάνουµε χρήση του τύπου (5.1). Πράγµατι αν βα <<0  τότε 

⎟
⎠
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⎜
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µαΦ
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µβΦαFβFβXαP loglog)()()( . 

Παράδειγµα 5.1. Από µια µελέτη της ποσότητας Χ του ενζύµου SGPT που 
περιέχεται στο αίµα των µη φορέων ηπατίτιδας ενός πληθυσµού βρέθηκε ότι 

54.18)( =XE  και 03.14)( =XVar . Αν είναι γνωστό ότι η τυχαία µεταβλητή Χ 
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ακολουθεί λογαριθµοκανονική κατανοµή να υπολογιστεί το ποσοστό των µη φορέων 
ηπατίτιδας στους οποίους η ποσότητα του ενζύµου SGPT είναι µικρότερη του 25. 

 Αν συµβολίσουµε µε µ και 2σ  τις παραµέτρους της λογαριθµοκανονικής 
κατανοµής που ακολουθεί η τ.µ. Χ, τότε 

2

2
1

)(
σµ

eXE
+

= ,     )1())(()(
22 −= σeXEXVar  

οπότε σύµφωνα µε τα δεδοµένα που έχουµε θα πρέπει 
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=
+ σµ

e ,     03.14)1()54.18(
22 =−σe . 

Εποµένως 

04.0
)54.18(

03.141 2

2
==−σe  

απ’ όπου βρίσκουµε 

04.004.1log2 ==σ . 

Τέλος 

92.254.18log
2
1 2 ==+ σµ  

οπότε 

9.204.0
2
192.2 =⋅−=µ . 

Το ποσοστό που ζητάµε θα δίνεται από τον τύπο 
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= ΦΦ . 

Άρα περίπου %5.94  των µη φορέων ηπατίτιδας στον πληθυσµό έχουν λιγότερες από 
25 µονάδες ενζύµου SGPT στο αίµα τους. 
 
 
ΑΣΚΗΣΕΙΣ ΚΕΦ. 4 

1. Έστω ότι η τυχαία µεταβλητή Χ έχει την οµοιόµορφη κατανοµή στο διάστηµα 
],[ βα . Αν 1)( =XE  και 3)( =XVar ,  

α) να υπολογισθούν οι σταθερές α και β,  
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β) να προσδιορισθεί η πυκνότητα της τυχαίας µεταβλητής || XY =  και 

γ) να βρεθούν οι )(YE  και )(YVar . 

2. Έστω ότι η τυχαία µεταβλητή Χ έχει την οµοιόµορφη κατανοµή στο διάστηµα 
]1,0[ . Να βρεθεί η συνάρτηση πιθανότητας της τυχαίας µεταβλητής )(XgY = , όπου 

yxg =)(  για 111 +−≤<− yy qxq , ...,,2,1,0=y   10 << q . 

3. Έστω tX  ο αριθµός των θανάτων σε νοσοκοµείο των Αθηνών από µια σπάνια 

ασθένεια σε χρονικό διάστηµα t ωρών. Αν σε συγκεκριµένο χρονικό διάστηµα ],0[ s  

συνέβη ένας θάνατος, δείξετε ότι η χρονική στιγµή Τ του θανάτου ακολουθεί την 
οµοιόµορφη κατανοµή στο διάστηµα ],0[ s . 

4. Ο χρόνος ζωής Χ σε ώρες µιας ορισµένης ηλεκτρονικής λυχνίας ακολουθεί την 
εκθετική κατανοµή µε µέση τιµή 1000)( =XE  ώρες. Το εργοστάσιο που 

κατασκευάζει τις λυχνίες δίδει εγγύηση α ωρών στους πελάτες του. Να υπολογισθεί 
το α έτσι ώστε µε πιθανότητα τουλάχιστο 0.95 οι λυχνίες να επιζούν του χρόνου 
εγγύησης. 

5. Ο χρόνος ζωής Χ του ιού της γρίπης µέσα στον οργανισµό ενός ατόµου 
ακολουθεί την εκθετική κατανοµή µε µέση τιµή 3 µέρες. Να υπολογισθούν οι 
πιθανότητες των ενδεχοµένων 
α) ένα άτοµο που προσβλήθηκε από τον ιό να γίνει καλά στο χρονικό διάστηµα από 

2 µέχρι 4 µέρες, 
β) ένα άτοµο που προσβλήθηκε από τον ιό να γίνει καλά σε λιγότερο από 5 συνολικά 

µέρες δεδοµένου ότι έχει 2 µέρες άρρωστος και 
γ) 3 τουλάχιστο από 10 άτοµα που προσβλήθηκαν από τον ιό να γίνουν καλά στο 

χρονικό διάστηµα από 2 µέχρι 4 µέρες. 

6. Έστω ότι η ποσότητα Χ σε χιλιάδες λίτρα που πωλεί ένα πρατήριο βενζίνης σε 
µια µέρα πέραν των χιλίων λίτρων ακολουθεί την κατανοµή Erlang µε µέση τιµή 5 
χιλιάδες λίτρα και τυπική απόκλιση 2.5 χιλιάδες λίτρα. Αν οι δεξαµενές του 
πρατηρίου µια συγκεκριµένη µέρα έχουν 8 χιλιάδες λίτρα να υπολογισθούν η 
πιθανότητα το πρατήριο να µη µπορέσει να ανταποκριθεί στη ζήτηση. 

7. Αν υποθέσουµε ότι το επίπεδο του Na  στο ανθρώπινο αίµα ακολουθεί την 
Kανονική κατανοµή µε µέση τιµή 140 και τυπική απόκλιση 7. Να βρεθεί 
α) η πιθανότητα το επίπεδο Na  στο αίµα ενός ατόµου να είναι 
     i) µικρότερο του 130, 
    ii) µεταξύ 135 και 145, 
   iii) µεγαλύτερο του 160, 
β) το ποσοστό των ατόµων του πληθυσµού µε επίπεδο Na  στο αίµα τους 



 137

     i) µεταξύ 140 και 150, 
    ii) κάτω του 130 ή άνω του 160. 

8. Σε µια δίκη που αφορούσε την πατρότητα ενός παιδιού ο κατηγορούµενος 
µπόρεσε να αποδείξει ότι βρισκόταν εκτός της χώρας για το χρονικό διάστηµα που 
άρχιζε 295 µέρες πριν τη γέννηση του παιδιού και τελείωνε 240 ηµέρες πριν τη 
γέννηση. Αν υποθέσουµε ότι η διάρκεια κύησης ακολουθεί Κανονική κατανοµή µε 
µέση τιµή 9 µήνες και τυπική απόκλιση 10 ηµέρες, να υπολογίσετε την πιθανότητα ο 
κατηγορούµενος να µη βρισκόταν εντός της χώρας τη στιγµή της σύλληψης του 
παιδιού. 

9. Ας υποθέσουµε ότι η χοληστερίνη των ατόµων ενός συγκεκριµένου 
πληθυσµού ακολουθεί κατά προσέγγιση την Κανονική κατανοµή µε µέση τιµή 250 
και τυπική απόκλιση 50. 
α) Να υπολογιστεί το ποσοστό των ατόµων του πληθυσµού που έχει τιµή 

χοληστερίνης µεταξύ 200 και 260. 
β) Να βρεθεί η τιµή της χοληστερίνης c τέτοια ώστε το 10% των ατόµων του 

πληθυσµού να υπερβαίνουν το c. 

10. Μία αυτόµατη µηχανή παρασκευάζει ιατρικά σκευάσµατα σε µορφή δισκίων 
των οποίων το βάρος ακολουθεί Κανονική κατανοµή µε µέσο µ και διασπορά 0.04. 
Αν το βάρος του δισκίου δεν βρίσκεται στο διάστηµα 02.0±µ  το φάρµακο κρίνεται 

ακατάλληλο (δεν έχει αποτέλεσµα στον ασθενή αν το βάρος είναι µικρότερο του 
02.0−µ  ενώ είναι επικίνδυνο αν το βάρος του υπερβαίνει το 02.0+µ ). 

α) Ποιο είναι το ποσοστό ακατάλληλων δισκίων που παράγει η µηχανή; 
β) Έστω ότι τα δισκία συσκευάζονται σε κουτιά των 20 τεµαχίων. Ποια είναι η 

πιθανότητα σε ένα κουτί να περιέχονται 
   i) κανένα ακατάλληλο δισκίο; 
  ii) το πολύ 2 ακατάλληλα δισκία; 
 iii) τουλάχιστον 3 ακατάλληλα δισκία; 
 iv) 6 ακατάλληλα δισκία; 
γ) Πόσα είναι τα αναµενόµενα ακατάλληλα δισκία σε ένα κουτί 
   i) 20 τεµαχίων; 
  ii) 10 τεµαχίων; 

11. Το ύψος των ανδρών ενός πληθυσµού ακολουθεί την Kανονική κατανοµή µε 
µέσο cm175=µ  και τυπική απόκλιση cm5=σ . 

α)  Τι ποσοστό του πληθυσµού των ανδρών έχει ύψος  
        i) µεγαλύτερο από 175 cm;  
       ii) µεγαλύτερο από 180 cm;  
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      iii) µεταξύ 170 cm και 180 cm;  
β)  Σε τυχαίο δείγµα 6 ανδρών ποία είναι η πιθανότητα  
        i) να έχουν όλοι ύψος άνω των 180 cm;  
       ii) οι δύο να είναι υψηλότεροι του µέσου και 4 χαµηλότεροι του µέσου; 

 12. Αν X είναι µια Κανονική τυχαία µεταβλητή µε µέση τιµή µ και διασπορά 2σ  
και c ένας πραγµατικός αριθµός τέτοιος ώστε 

)(2)( cXPcXP ≤=>  

δείξτε ότι  

µσc =+ 43.0 . 

Εφαρµογή: Αν οι τιµές του σιδήρου στο αίµα των ανδρών ενός πληθυσµού 
ακολουθούν την Kανονική κατανοµή µε µέση τιµή 110 mg/dl και διασπορά 

2)/5( dlmg , να βρεθεί η τιµή c του σιδήρου για την οποία το ποσοστό ανδρών που 

την υπερβαίνει είναι διπλάσιο του ποσοστού που δεν την υπερβαίνει. 

13. Αν )1,0(~ NZ  να βρεθεί η τιµή z για την οποία ισχύει αzZzP −=≤≤− 1)( , 

10 << α  και να γίνει εφαρµογή για 10.0,05.0,01.0=α . Πώς εκφράζεται το z µέσω 

των άνω σηµείων της τυποποιηµένης Kανονικής κατανοµής; 

14. Η πιθανότητα ένα άτοµο που πάσχει από συγκεκριµένη ασθένεια να 
παρουσιάσει  υψηλό δείκτη χοληστερίνης είναι 0.6. Αν πάρουµε 100 άτοµα που 
πάσχουν από την ασθένεια ποια είναι η πιθανότητα το πλήθος αυτών που έχουν 
υψηλό δείκτη χοληστερίνης να είναι τουλάχιστον 55 αλλά όχι περισσότεροι από 70; 
Η ζητούµενη πιθανότητα να υπολογισθεί χρησιµοποιώντας κανονική προσέγγιση µε 
διόρθωση και χωρίς διόρθωση συνέχειας. 

15. Να βρεθεί η πιθανότητα σε 40 ρίψεις ενός (αµερόληπτου) νοµίσµατος να 
εµφανιστούν 20 κεφαλές 
α) µε χρήση της προσέγγισης του Θεωρήµατος 4.1, 
β) µε χρήση της προσέγγισης του Θεωρήµατος 4.2. 
Ποια είναι η ακριβής τιµή της παραπάνω πιθανότητας; 

16. H παθολογική κλινική ενός νοσοκοµείου µπορεί να εξυπηρετεί ηµερησίως 
150 άτοµα. Επειδή έχει παρατηρηθεί ότι 30% των προγραµµατισµένων ραντεβού δεν 
εµφανίζονται προς εξέταση, η γραµµατεία αποφάσισε να κλείνει για κάθε ηµέρα 200 
ραντεβού. Ποια είναι η πιθανότητα τουλάχιστον 1 άτοµο που έχει κλείσει ραντεβού 
να µην εξυπηρετηθεί; 

17. Για την εκτίµηση του ποσοστού των µη καπνιστών ενός πληθυσµού 
παίρνουµε ένα δείγµα ν ατόµων. Να βρεθεί το ν ώστε το ποσοστό των µη καπνιστών 
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στο δείγµα να διαφέρει από το πραγµατικό ποσοστό p κατ’ απόλυτη τιµή λιγότερο 
του 0.05 µε πιθανότητα τουλάχιστον 0.99. Αν είναι γνωστό ότι το πραγµατικό 
ποσοστό των µη καπνιστών είναι µεγαλύτερο του 80% ποια θα είναι η τιµή του ν; 

18. Έστω Χ η τιµή ενός εργαστηριακού δείκτη που αφορά τις εξετάσεις αίµατος 
ατόµων που έχουν προσβληθεί από συγκεκριµένη ασθένεια. Από πειραµατικά 
δεδοµένα έχει εκτιµηθεί ότι 

73.2)( =XE ,    075.0)( =XVar  

ενώ για την κατανοµή του Χ έχει διαπιστωθεί ότι προσεγγίζεται ικανοποιητικά από 
την λογαριθµοκανονική κατανοµή. 
α) Ποιο είναι το ποσοστό των ασθενών στους οποίους ο δείκτης βρίσκεται µεταξύ 

2.71 και 2.74; 
β) Αν εξετασθούν 10 ασθενείς πόσοι αναµένεται να παρουσιάσουν τιµή του δείκτη 

µεταξύ 2.71 και 2.74;  
γ) Ποια είναι η πιθανότητα από 10 ασθενείς τουλάχιστον 2 να παρουσιάσουν τιµή 

του δείκτη µεταξύ 2.71 και 2.74; 

19. Ας υποθέσουµε ότι εκτός των δεδοµένων του Παραδείγµατος 5.1 έχει 
παρατηρηθεί ότι η ποσότητα Υ του ενζύµου SGPT στο αίµα των φορέων της 
ηπατίτιδας ακολουθεί λογαριθµοκανονική κατανοµή µε µέση τιµή 64.34)( =YE  και 

διασπορά 113)( =YVar . Ένας ερευνητής ισχυρίζεται ότι χρησιµοποιώντας ως σηµείο 

διαχωρισµού το 25 µπορεί µε πολλή µικρή πιθανότητα λάθους να προβλέπει κατά 
πόσον ένα άτοµο είναι φορέας ή όχι, και προτείνει τον εξής κανόνα: Αν 25≤X  τότε 
το άτοµο είναι υγιές, αν 25>X  τότε είναι φορέας. Ποια είναι τα ποσοστά ορθής 
απόφασης και ποια τα ποσοστά λανθασµένης απόφασης µε τον παραπάνω κανόνα; 

20. (συνέχεια). Ας υποθέσουµε ότι ο ερευνητής θέλει να προσδιορίσει το σηµείο 
διαχωρισµού, έστω c, έτσι ώστε µόνο στο %100α  των περιπτώσεων να αποφασίζει 

ότι το άτοµο είναι υγιές ενώ στην πραγµατικότητα είναι φορέας. Με ποιον τύπο θα 
δίνεται το c και πως εκφράζεται η πιθανότητα να αποφασίσει ότι το άτοµο είναι 
φορέας ενώ είναι υγιές; Να γίνει εφαρµογή για %1=α , %5 , %10 . Τι παρατηρείτε; 



 
 
ΚΕΦΑΛΑΙΟ 5 
 
 
ΑΝΕΞΑΡΤΗΣΙΑ ΤΥΧΑΙΩΝ ΜΕΤΑΒΛΗΤΩΝ, 
ΚΕΝΤΡΙΚΟ ΟΡΙΑΚΟ ΘΕΩΡΗΜΑ 
 
 
 
 
1. ΑΝΕΞΑΡΤΗΣΙΑ ΤΥΧΑΙΩΝ ΜΕΤΑΒΛΗΤΩΝ 
 
 Στο Κεφάλαιο 1 µελετήθηκε η (στοχαστική) ανεξαρτησία ενδεχοµένων BA, , και 

εξηγήθηκε η φυσική σηµασία τους. Κατ’ αναλογία µπορούµε να επεκτείνουµε την 
έννοια της στοχαστικής ανεξαρτησίας στην περίπτωση δύο ή περισσοτέρων τυχαίων 
µεταβλητών. 

Ορισµός 1.1. (α) Οι τυχαίες µεταβλητές YX ,  καλούνται (στοχαστικά) ανεξάρτητες, 

όταν 
   )()(),( yYPxXPyYxXP ≤≤=≤≤ ,       (1.1) 

για οποιουσδήποτε πραγµατικούς αριθµούς x και y. 
(β) Γενικότερα, οι τυχαίες µεταβλητές vXXX ...,,, 21  καλούνται (στοχαστικά) 

ανεξάρτητες όταν 
    )()()()....,,,( 22112211 vvvv xXPxXPxXPxXxXxXP ≤≤≤=≤≤≤ L      (1.2) 

για οποιουσδήποτε πραγµατικούς αριθµούς vxxx ...,,, 21 . 

Παρατήρηση 1.1. (α) Η φυσική σηµασία της σχέσης (1.1) είναι η εξής: Αν µας δοθεί 
κάποια πληροφορία για την τ.µ. Χ, π.χ. ότι 2≤X , τότε η πιθανοθεωρητική 
συµπεριφορά της Υ παραµένει αµετάβλητη, διότι από την (1.1), 

)()2|( yYPXyYP ≤=≤≤ , 

για κάθε πραγµατικό αριθµό y. ∆ηλαδή η τ.µ. Χ δεν επηρεάζει την τ.µ. Υ (και 
αντίστροφα). 
(β) Το αριστερό µέλος της (1.1) εκφράζει την πιθανότητα τοµής ενδεχοµένων, 
δηλαδή 

)(),( BAPyYxXP ∩=≤≤ , 

όπου })(:{ xωΧΩωA ≤∈= , })(:{ yωΥΩωB ≤∈= . 
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Οµοίως, το αριστερό µέλος της (1.2) εκφράζει την πιθανότητα της τοµής των ν 
ενδεχοµένων 

})(:{ ii xωΧΩω ≤∈ ,   vi ...,,2,1= . 

(γ) Μπορεί να αποδειχθεί ότι η σχέση (1.2) είναι ισοδύναµη µε την εξής: Για 
οποιαδήποτε ενδεχόµενα vBB ...,,1  υποσύνολα των πραγµατικών αριθµών,  

)()()...,,( 1111 vvvv BXPBXPBXBXP ∈∈=∈∈ L . 

(δ) Συνήθως στις εφαρµογές η ανεξαρτησία τυχαίων µεταβλητών θεωρείται 
δεδοµένη, µε την προϋπόθεση ότι τα πειράµατα εκτελούνται κατά τέτοιον τρόπο ώστε 
να µην επηρεάζεται το αποτέλεσµα του ενός από το αποτέλεσµα του άλλου (π.χ. 
διαδοχικές επαναλήψεις του ίδιου πειράµατος, πειράµατα που λαµβάνουν χώρα σε 
διαφορετικά µέρη κ.ο.κ.). 

Η ανεξαρτησία τ.µ. µπορεί να µελετηθεί πιο εύκολα αν περιοριστούµε στην κλάση 
των συνεχών ή των διακριτών. Συγκεκριµένα, ισχύει το εξής θεώρηµα, του οποίου η 
απόδειξη είναι έξω από τους σκοπούς του παρόντος. 

Θεώρηµα 1.1. (α) Αν οι τ.µ. vXXX ...,,, 21  είναι διακριτές µε συναρτήσεις 

πιθανότητας vfff ...,,, 21 , αντίστοιχα, τότε είναι ανεξάρτητες αν και µόνο αν 

)()()()...,,,( 22112211 vvvv xfxfxfxXxXxXP L==== , 

για κάθε 
vXvXX RxRxRx ∈∈∈ ...,,,

21 21 , όπου 
iXR  είναι το σύνολο τιµών της iX , 

vi ...,,2,1= . 

(β) Αν οι τ.µ. vXXX ...,,, 21  είναι συνεχείς µε πυκνότητες vfff ...,,, 21 , αντίστοιχα, 

τότε είναι ανεξάρτητες αν και µόνο αν 

)()()()...,,,( 221121...,,, 21 vvvΧΧΧ xfxfxfxxxf
v

L= , 

για οποιουσδήποτε πραγµατικούς αριθµούς vxxx ...,,, 21 , όπου 

)...,,,(
...

)...,,,( 2211
21

21...,,, 21 vv
v

ν

vXXX xXxXxXP
xxx

xxxf
v

≤≤≤
∂∂∂

∂
=  

είναι η από κοινού πυκνότητα των vXXX ...,,, 21 . 

Μία χρήσιµη παρατήρηση είναι η εξής: Αν οι vXXX ...,,, 21  είναι ανεξάρτητες, τότε 

για οποιεσδήποτε συναρτήσεις vggg ...,,, 21 , οι τ.µ. 

)(...,),(),( 222111 vvv XgYXgΥXgΥ ===  
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είναι ανεξάρτητες. Αυτό είναι διαισθητικά προφανές, διότι η τ.µ. )( iii XgY =  

εξαρτάται µόνο από την τ.µ. iX , η οποία είναι στοχαστικά ανεξάρτητη από τις 

υπόλοιπες. Επίσης, ισχύει και για συναρτήσεις πολλών µεταβλητών, π.χ. οι τ.µ. 

)...,,( 111 kXXgY = ,   )...,,( 112 vk XXgY += ,   11 −≤≤ vk , 

είναι ανεξάρτητες όταν οι vXX ...,,1  είναι ανεξάρτητες, διότι οι τ.µ. 1Y  και 2Y  

ορίζονται σε ξένα υποσύνολα ανεξαρτήτων τ.µ. (∆εν θα ίσχυε όµως κάτι τέτοιο αν 
ήταν π.χ. ),( 2111 XXgY =  και ),( 3122 XXgY = , αφού τότε η τ.µ. 1X  θα επηρέαζε 

ταυτόχρονα και τις δύο τ.µ. ), 21 YY . 

 Το επόµενο θεώρηµα είναι πολύ χρήσιµο στον υπολογισµό µέσων τιµών 
ανεξαρτήτων τ.µ. 

Θεώρηµα 1.2. Αν οι τ.µ. vXX ...,,1  είναι ανεξάρτητες, τότε 

(i) ][][][ 11 vv XEXEXXE LL = , 

και γενικότερα, 

(ii) )]([)]([)]()([ 1111 vvvv XgEXgEXgXgE LL = , 

(µε την προϋπόθεση ότι οι µέσες τιµές είναι πεπερασµένες). 

H απόδειξη µπορεί να γίνει µόνο µε χρήση πολυδιάστατων συναρτήσεων κατανοµής 
και γι’ αυτό παραλείπεται. 

Πόρισµα 1.1. Αν οι vXX ...,,1  είναι ανεξάρτητες, τότε 

(i) )()()( 11 vv XVarXVarXXVar ++=++ LL , και 

(ii) )]([)]([)]()([ 1111 vvvv XgVarXgVarXgXgVar ++=++ LL  

(µε την προϋπόθεση ότι οι διασπορές είναι πεπερασµένες). 

Απόδειξη. Έστω )()( 11 vv XgXgY ++= L . 

Είναι 22 )]([)()( YEYEYVar −= . 

Όµως 
)]()([)( 11 vv XgXgEYE ++= L  

                 )]([)]([ 11 νv XgEXgE ++= L  

   νµµ ++= L1 , 

όπου )]([ iii ΧgEµ = , (πρβλ. Θεώρηµα 4.1, σχέση (4.8) του Κεφ. 2), και συνεπώς 
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=
v

i

v

j
jjii XgXgE

1 1
)]()([ . 

Τελικά, 

22 )]([)()( YEYEYVar −= ])]()([[
1 1

j

v

i

v

j
ijjii µµXgXgE∑∑

= =

−= . 

Όµως από το Θεώρηµα 1.2 (ii), για ji ≠  έχουµε 

jijjiijjii µµXgEXgEXgXgE == )]([)]([)]()([ , 

επειδή οι ji XX ,  είναι ανεξάρτητες. Συνεπώς, 

{ }∑
=

−=
v

i
iii µXgEYVar

1

22]))([()(  ∑
=

=
v

i
ii XgVar

1
)]([ , 

που αποδεικνύει το (ii). Το (i) προκύπτει από το (ii) αν θέσουµε  

iii XXg =)( ,    vi ...,,2,1= . 

Παράδειγµα 1.1. Ας θεωρήσουµε ν ανεξάρτητες δοκιµές Bernoulli vXXX ...,,, 21 , 

καθεµιά µε πιθανότητα επιτυχίας p (ίδια για κάθε δοκιµή), δηλ. pXP i == )1( , 

qpXP i =−== 1)0( , vi ...,,2,1= . Τότε η τ.µ. 

             vXXX ++= L1           (1.3) 

παριστάνει το πλήθος επιτυχιών στις ν δοκιµές, και ως γνωστόν, η Χ είναι διωνυµική 
µε παραµέτρους ν και p, ),(~ pvbX . Φυσικά }...,,1,0{ vRX = . Η µέση τιµή vpµ =  

καθώς και η διασπορά vpqσ =2  της Χ  υπολογίστηκαν στο Κεφ. 2. 

Χρησιµοποιώντας την (1.3) έχουµε αµέσως 

vpΧΕΧΕΧΧΕΧΕµ νν =++=++== )()()()( 11 LL  

(αφού pXE i =)( , )...,,2,1 vi = . Από το Πόρισµα 1.1 µπορεί να υπολογιστεί αµέσως 

η διασπορά της Χ, διότι οι vXX ...,,1  είναι ανεξάρτητες µε pqXVar i =)( . Συνεπώς, 
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vpqXVarXVarXXVarXVarσ vv =++=++== )()()()( 11
2 LL , 

χωρίς να απαιτούνται οι πολύπλοκοι υπολογισµοί του Κεφ. 2. Επιπλέον, µπορούµε να 
υπολογίσουµε τη µέση τιµή και τη διασπορά οποιουδήποτε γραµµικού συνδυασµού 

vv XaXaY ++= L11 ,   

όπου vaa ...,,1  σταθερές, ως εξής: 

∑ ∑ ∑∑
= = ==

===⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

v

i

v

i

v

i
iiiii

v

i
ii apXEaXaEXaΕΥΕ

1 1 11
)()()( , 

και 

∑∑
==

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

v

i
ii

v

i
ii XaVarXaVarYVar

11
)()( ∑ ∑

= =
==

v

i

v

i
iii apqXVara

1 1

22 )(  

(το τελευταίο επειδή οι τ.µ. ii Xa , vi ...,,2,1= , είναι ανεξάρτητες). Για παράδειγµα, 

0)( 21 =− XXE ,   pqXXVar 2)( 21 =− . 

Παράδειγµα 1.2. Αν οι iX  είναι ανεξάρτητες κανονικές µε µέση τιµή iµ  και 

διασπορά 2
iσ , vi ...,,2,1=  (δηλ )),(~ 2

iii σµNX , τότε µε τον ίδιο τρόπο προκύπτει 

ότι 

∑∑
==

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ v

i
ii

v

i
ii µaXaE

11
  και    ∑∑

==
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ v

i
ii

v

i
ii σaXaVar

1

22

1
. 

Για παράδειγµα, 

2121 )( µµXXE −=− ,   2
2

2
121 )( σσXXVar +=− . 

Παράδειγµα 1.3. Αν οι iΧ  είναι ανεξάρτητες τ.µ. µε κατανοµή Poisson, )(~ ii λPΧ , 

vi ...,,2,1= , όπου 0>iλ , τότε 

∑∑
==

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ v

i
ii

v

i
ii λaXaE

11
  και   ∑∑

==
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ v

i
ii

v

i
ii λaXaVar

1

2

1
 

(διότι iii λXVarXE == )()(  όταν )(~ ii λPX ). 

 
2. ΑΝΑΠΑΡΑΓΩΓΙΚΗ Ι∆ΙΟΤΗΤΑ 

 Επειδή τα αθροίσµατα ανεξαρτήτων τ.µ. διαδραµατίζουν σπουδαίο ρόλο στη 
στατιστική συµπερασµατολογία, αναφέρουµε χωρίς απόδειξη το εξής βοηθητικό 
αποτέλεσµα. 

Θεώρηµα 2.1.  Έστω vXXX ...,,, 21  ανεξάρτητες τ.µ.  
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(i)  (Αναπαραγωγική ιδιότητα της Bernoulli και της διωνυµικής ως προς την πρώτη 
παράµετρο (πλήθος δοκιµών)). Αν ),(~ pvbX ii , vi ...,,2,1=  τότε η 

∑ ∑
= =

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

v

i

v

i
ii pvbXX

1 1
,~ , 

και ειδικότερα, αν οι iX  είναι ανεξάρτητες Bernoulli, ),1()(~ pbpbX i ≡ , τότε 

),(~1 pvbXX v++L . 

(ii) (Αναπαραγωγική ιδιότητα της Αρνητικής ∆ιωνυµικής (Pascal) ως προς την πρώτη 
παράµετρο). Αν ),(~ prNBX ii , vi ...,,2,1= , τότε η 

∑ ∑
= =

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

v

i

v

i
ii prNBXX

1 1
,~ , 

και ειδικότερα, αν οι iX  είναι ανεξάρτητες Γεωµετρικές, ),1()(~ pNBpGX i ≡ , τότε 

),(~1 pvNBXX v++L . 

(iii) (Αναπαραγωγική ιδιότητα της Poisson). Αν )(~ ii λPX , vi ...,,2,1= , τότε η 

∑ ∑
= =

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

v

i

v

i
ii λPXX

1 1
~ . 

(iv) (Αναπαραγωγική ιδιότητα της κατανοµής Γάµµα ως προς την πρώτη παράµετρο). 
Αν ),(~ θaΓX ii , vi ...,,2,1= , δηλαδή 

θxa

i

a

X ex
aΓ
θxf i

i

i
/1

)(
)( −−= ,   0≥x , 

όπου 

dueuaΓ ua
i

i −∞ −∫= 0
1)( ,   0>ia , 

η συνάρτηση Γάµµα  του Euler  (βλ. Παρατήρηση 2.3 του Κεφ. 4), τότε 

∑ ∑
= =

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛v

i

v

i
ii θaΓX

1 1
,~ . 

Ειδικότερα, αν οι iX  είναι ανεξάρτητες εκθετικές µε κοινή παράµετρο 0>θ , δηλ. 

),1(),1()(~ θΓθEθEX i ≡≡ , τότε ),(),(~1 θνΓθνΕΧΧ v ≡++L . 

(v) (Αναπαραγωγική ιδιότητα της Κανονικής). Αν ),(~ 2
iii σµΝΧ  τότε 

∑ ∑ ∑
= = =

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛v

i

v

i

v

i
iii σµNX

1 1 1

2,~ , 
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και γενικότερα, 

∑ ∑ ∑
= = =

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++

v

i

v

i
i

v

i
iiiii σαβµαΝβXα

1 1

2

1

2,~ . 

Για παράδειγµα, αν ),(~ 2
1 σµNX  και ),(~ 2

2 σµΝΧ  (και αν είναι ανεξάρτητες), 

τότε 

)2,3(~3 2
21 σΝΧΧ −−− . 

Σηµειώνουµε ότι η αναπαραγωγική ιδιότητα της κανονικής είναι η σπουδαιότερη, 
όσον αφορά τις στατιστικές εφαρµογές. 
 
3. ΚΕΝΤΡΙΚΟ ΟΡΙΑΚΟ ΘΕΩΡΗΜΑ 

 Το Κεντρικό Οριακό Θεώρηµα, το σπουδαιότερο Θεώρηµα των Πιθανοτήτων, 
εξετάζει την ασυµπτωτική συµπεριφορά αθροισµάτων “πολλών” ανεξαρτήτων 
τυχαίων µεταβλητών, της µορφής 

vXXS ++= L1 , 

για ∞→v . Στην πράξη, η συνθήκη ∞→v  µεταφράζεται ως “µεγάλο ν”, και οι τ.µ. 

vXX ...,,1  µπορούν να θεωρηθούν ως ένα “µεγάλο” τυχαίο δείγµα. 

Ορισµός 3.1. Έστω vXXX ...,,, 21  ανεξάρτητες τ.µ. από την ίδια συνάρτηση 

κατανοµής F (συµβολικά, )~...,,, 21 FXXX v . Τότε οι vXXX ...,,, 21  καλούνται 

τυχαίο δείγµα µεγέθους ν. Οι vXXX ...,,, 21  καλούνται επίσης ανεξάρτητες και 

ισόνοµες (ισόνοµες= έχουν την ίδια κατανοµή, δηλ. διέπονται από τον ίδιο “νόµο” 
πιθανότητας), και για συντοµία “ανισ” κατ’ αντιστοιχία του i.i.d.= independent, identi-
cally distributed. 

Θεώρηµα 3.1. Έστω vXXX ...,,, 21  ένα τυχαίο δείγµα από την συνάρτηση κατανοµής 

F. Υποθέτουµε ότι µXE i =)(  και 2)( σXVar i = , ∞<< 20 σ , vi ...,,2,1= . Τότε 

ισχύουν οι ισότητες 

)(
)(

)(
)()(

)(

)()(

ν

νν

SVar
SES

XVar
ΧΕΧ

σ
µXv −

=−=−
νσ

µvS ν −= )( ,     (3.1) 

και µάλιστα 

0)(
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −
σ

µXvΕ ,   1)(
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −
σ

µXvVar ,       (3.2) 

όπου  



 

 

148

 

v
S

ν
ΧΧΧ νν )(1 =++= L ,   vν XXS ++= L1)( . 

Απόδειξη. Έχουµε  

)()( 1)( vν XXESE ++= L µvXEXE v =++= )()( 1 L  

και εποµένως, 

µSE
v

S
ν

ΕΧΕ νν ==⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛= )(11)( )()( . 

Επίσης, λόγω ανεξαρτησίας, 
2

11)( )()()()( σvXVarXVarXΧVarSVar vvν =++=++= LL  

και συνεπώς 

ν
σSVar

v
S

v
VarXVar νν

2

)(

2

)( )(11)( =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛= . 

Άρα 

σ
µΧν

ν
σ

µX
XVar
ΧΕΧ )(

)(
)(

2

−
=

−
=

− ,               
νσ

µvS

νσ

νµS
SVar
SES νν

ν

νν −
=

−
=

− )(
2

)(

)(

)()(

)(
)(

, 

και 

νσ
νµS

νσ

µ
v

S
ν

σ

µ
v

S
ν

σ
µXv ν

νν

−
=

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

=
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

=− )(

)()(

)( . 

Συνεπώς ισχύουν όλες οι ισότητες (3.1). 
Τέλος, 

)()( µΧΕ
σ
ν

σ
µXvE −=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ − 0)())(( =−=−= µµ
σ
νµΧΕ

σ
ν , 

και 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ − )()( µΧ
σ
vVar

σ
µXvVar )()( 2

2

µXVar
σ
vµXVar

σ
v

−=−⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=  

                                 1)(
2

22 =⋅==
ν
σ

σ
vXVar

σ
ν . 

Παρατήρηση 1.1. Ο Χ  ονοµάζεται δειγµατικός µέσος (των νΧΧ ...,,1 ) ενώ το )(νS  

ονοµάζεται µερικό άθροισµα των νΧΧ ...,,1 . Το Θεώρηµα 3.1 µας διαβεβαιώνει ότι ο 

τυποποιηµένος δειγµατικός µέσος 
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σ
µXv

XVar
ΧΕΧ )(

)(
)( −
=

−  

ταυτίζεται µε το τυποποιηµένο µερικό άθροισµα 

νσ
µvS

SVar
SES ν

ν

νν −
=

− )(

)(

)()(

)(
)(

. 

Το κεντρικό οριακό θεώρηµα, του οποίου η απόδειξη ξεφεύγει από τους σκοπούς του 
παρόντος, αποδεικνύει ότι η οριακή κατανοµή (για ∞→ν , πρακτικά για µεγάλο 
µέγεθος δείγµατος) του τυποποιηµένου δειγµατικού µέσου είναι η τυποποιηµένη 
κανονική. 

Θεώρηµα 3.2. (Κεντρκό Οριακό Θεώρηµα, Κ.Ο.Θ.). 
Αν vXXX ...,,, 21  είναι ανεξάρτητες και ισόνοµες τ.µ. µε συνάρτηση κατανοµής F 

(τυχαίο δείγµα) και µXE i =)( , 2)( σXVar i = , ∞<< 20 σ , vi ...,,2,1= , τότε για 

κάθε πραγµατικό αριθµό t, 

   )()(lim tΦt
σ

µXvP
v

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
≤

−
∞→

,        (3.3) 

όπου 

    )(
2
1)( 2/2

tZPdue
π

tΦ t u ≤== ∫ ∞−
−         (3.4) 

η συνάρτηση κατανοµής της τυποποιηµένης κανονικής )1,0(~ NZ .  

Με άλλα λόγια, η συµπεριφορά των τυποποιηµένων αθροισµάτων σµXv /)( −  

προσεγγίζει αυτήν της )1,0(~ ΝΖ , για µεγάλο ν.  

Η σηµαντική πληροφορία που µας παρέχει το Κ.Ο.Θ. είναι η εξής: Από όποια 
κατανοµή F και αν λάβαµε τυχαίο δείγµα, η προσεγγιστική κατανοµή του 

τυποποιηµένου δειγµατικού µέσου σµXv /)( −  θα είναι (περίπου) )(tΦ , όταν το 

µέγεθος ν του δείγµατος είναι αρκετά µεγάλο. Στην πράξη, 30≥v  είναι αρκετό για 
να έχουµε ικανοποιητικές προσεγγίσεις. 
 Έχουµε ήδη περιγράψει κάποιες ειδικές περιπτώσεις του Κ.Ο.Θ. (βλ. Θεωρήµατα 
4.1, 4.2 και 4.3 του Κεφ. 4). Τα αποτελέσµατα αυτά προκύπτουν ως πορίσµατα του 
Κ.Ο.Θ. 

Πόρισµα 3.1. Αν )(~...,,1 pbXX v  τότε 

(i) )(
)1(
)(lim tΦt

pp
pXvP

v
=⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
≤

−
−

∞→
.              (3.5) 
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(ii) Αν ),(~ pvbX , τότε για µεγάλο ν (και σταθερό p), 

       ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

−
−

−⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

−
−

≅≤<
)1()1(

)(
pvp

vpαΦ
pvp

pνβΦβXαP       (3.6) 

για βα < , και αν τα α και β είναι ακέραιοι, βα ≤ , }...,,1,0{, vβα ∈ , τότε 

⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−

−+
−

⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−

−+
≅≤≤

)1(
2
1

)1(
2
1

)(
pvp

vpα
Φ

pvp

vpβ
ΦβΧαP       (3.7) 

(Οι τιµές )(tΦ  για τα διάφορα t βρίσκονται από τον Πίνακα Β1 της τυποποιηµένης 

Κανονικής). 

Απόδειξη. Αφού )(~ pbΧ i  έπεται ότι pµXE i ==)(  και )1()( 2 ppσXVar i −== . 

Άρα 

)1(
)()(

pp
pΧν

σ
µXv

−
−

=
− , 

και η (i) προκύπτει από το Κ.Ο.Θ. 
 
(ii) Έστω vν XXSX ++== L1)( , όπου )(~...,,1 pbXX v . Τότε ),(~ pvbX , και 

συνεπώς 
            )()( )( βSαΡβXαP ν ≤<=≤<  

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ≤−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ≤=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ≤<=

ν
αXP

ν
βΧΡ

ν
βΧ

ν
αΡ . 

Όµως 

        ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −≤−=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ≤ p

ν
βpXP

ν
βXP  

     ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

−
≤−

−
= p

ν
β

pp
vpX

pp
vP

)1(
)(

)1(
 

     
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

≤
−
−

=
)1()1(

)(
pvp

p
ν
βv

pp
pXvP  
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     ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

−
−

≅⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

−
−

≤
−
−

=
)1()1()1(

)(
pvp

vpβΦ
pvp

vpβ
pp
pXvP . 

Κατά τον ίδιο τρόπο, 

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

−
−≅⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ≤

)1( pvp
vpαΦ

v
αXP , 

και έτσι 

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

−
−

−⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

−
−

≅≤<
)1()1(

)(
pvp

vpαΦ
pvp

vpβΦβΧαP , 

δηλαδή η (3.6). H (3.7) προκύπτει από την (3.6) παρατηρώντας ότι για βα,  

ακεραίους, 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +≤<−=≤≤

2
1

2
1)( βΧαPβΧαP . 

Παρατήρηση 3.1. Η σχέση (3.7) αποτελεί τη λεγόµενη διόρθωση συνεχείας της 
(3.6), και δίδει κατά κανόνα καλύτερη προσέγγιση.  Γενικά, αν έχουµε ένα άθροισµα 

vν XXXS ++== L1)( , 

αποτελούµενο από ανεξάρτητες και ισόνοµες διακριτές τ.µ. vXX ...,,1 , µε 

µXE i =)( , 2)( σXVar i = , οι οποίες παίρνουν ακέραιες τιµές στο ...},2,1,0{ , τότε η 

τ.µ. Χ  παίρνει ακέραιες τιµές ...}),2,1,0{( ⊆ΧR , και έτσι, 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +≤<−=≤≤

2
1

2
1)( βΧαPβΧαP , 

όταν οι βα ≤  είναι ακέραιοι.  Σε αυτήν την περίπτωση, είναι προτιµότερο να 

χρησιµοποιούµε την προσέγγιση 

⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛ −−
−

⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛ −+
≅≤≤

νσ

νµα
Φ

νσ

νµβ
ΦβΧαP 2

1
2
1

)(  

(αντίστοιχη της (3.7)), αντί της 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
≅≤<

νσ
νµαΦ

νσ
νµβΦβΧαP )( , 

αντίστοιχη της (3.6). 
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Παράδειγµα 3.1. Ενδιαφερόµαστε να εκτιµήσουµε το άγνωστο ποσοστό p που θα 
λάβει ένας υποψήφιος στις προσεχείς εκλογές. Η πρακτική που χρησιµοποιείται είναι 
να λάβουµε ένα δείγµα µεγέθους ν, νΧΧ ...,,1 , µε 1=iΧ  αν ο i -οστός ερωτώµενος 

ψηφίζει τον υποψήφιο και 0=iX  αν δεν τον ψηφίζει. Τότε )(~...,,1 pbXX v , όπου 

=p άγνωστο ποσοστό του υποψηφίου. Ας υποθέσουµε ότι µας ενδιαφέρει να 

προσδιορίσουµε το =v πλήθος ερωτώµενων, έτσι ώστε το ποσοστό των ατόµων του 
δείγµατος να µην διαφέρει από το πραγµατικό ποσοστό πάνω από 1%, µε πιθανότητα 
τουλάχιστον %9595.0 = . Τι µέγεθος ν πρέπει να λάβουµε; Ποια είναι η ελάχιστη 
τιµή του ν; 

 Επειδή )(~...,,1 pbXX v , έπεται ότι )(1
1 vXX

v
X ++= L  είναι το ποσοστό των 

ερωτώµενων που ψηφίζουν τον υποψήφιο, και ),(~1 pvbXXXv v++= L . Η 

απόκλιση από το πραγµατικό ποσοστό είναι 

p
v

XX
pX v −

++
=−

L1|| , 

συνεπώς επιθυµούµε να ισχύει 

95.0)01.0||( ≥≤− pXP . 

Όµως, χρησιµοποιώντας το Κ.Ο.Θ., 

      )01.001.0()01.0||( ≤−≤−=≤− pXPpXP  

                      ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

−
≤

−
−≤

−
−=

)1(
01.0

)1(
)(

)1(
01.0

pp
v

pp
pXv

pp
vP  

               ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

−
−−⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

−
≅

)1(
01.0

)1(
01.0

pp
νΦ

pp
νΦ , 

και επειδή )(1)( tΦtΦ −=− , 

1
)1(

01.02)01.0||( −⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

−
≅≤−

pp
vΦpXP . 

Τελικά, η σχέση 95.0)01.0||( ≥≤− pXP  γράφεται κατά προσέγγιση 

95.01
)1(

01.02 ≥−⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

− pp
νΦ  

ή 
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)96.1(975.0
)1(

01.0 Φ
pp
νΦ =≥⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

−
 

(η τελευταία ισότητα από τον Πίνακα Β1 της τυποποιηµένης Κανονικής), και επειδή 
η Φ είναι γνησίως αύξουσα, 

96.1
)1(

01.0 ≥
− pp
ν ,  ή  )1(38416 ppv −≥ . 

Η τελευταία ανισότητα θα µας παρείχε την απαιτούµενη τιµή του ν αν το p ήταν 
γνωστό. Επειδή όµως το p είναι άγνωστο, πρέπει να εξασφαλίζεται η ανισότητα 

)1(38416 ppv −≥  

για κάθε )1,0(∈p . Όµως 4/1)1( ≤− pp , 10 ≤≤ p , διότι η συνάρτηση 

)1()( pppg −=  είναι γνησίως αύξουσα για ]2/1,0[∈p  και γνησίως φθίνουσα για 

]1,2/1[∈p , µε µέγιστη τιµή 4/1)2/1( =g . Άρα, η σχέση )1(38416 ppv −≥  

εξασφαλίζεται για όλα τα )1,0(∈p  όταν 960425.038416 ≅⋅≥v . 

 Τελικά, ο ελάχιστος αριθµός ερωτώµενων πρέπει να είναι 9600≅v . Ο αριθµός 
αυτός µπορεί να ελαττωθεί αρκετά αν γνωρίζουµε π.χ., ότι ο υποψήφιος δεν θα λάβει 
ποσοστό µεγαλύτερο του 10%, δηλ. 1.0≤p . Τότε 09.0)1( ≤− pp , οπότε 

346009.038416 ≅⋅≥v , και έτσι 3460=v  ερωτώµενοι θα ήταν αρκετοί για να 
εξαχθούν ασφαλή συµπεράσµατα για κάποιον υποψήφιο που δεν είναι πολύ 
δηµοφιλής (µε )1.0≤p . 

Παράδειγµα 3.2. Ο ταµίας ενός super-market στρογγυλοποιεί τους λογαριασµούς 
στο πλησιέστερο πολλαπλάσιο των 0.10 Ευρώ, π.χ., ένας λογαριασµός των 40.32 
Ευρώ στρογγυλοποιείται σε 40.30 Ευρώ, ενώ των 62.38 Ευρώ στρογγυλοποιείται σε 
62.40 Ευρώ κ.ο.κ. Αν σε µία µέρα εξυπηρετήσει 100=v  πελάτες να υπολογίσετε την 
πιθανότητα όπως το συνολικό σφάλµα στρογγυλοποίησης δεν υπερβεί ποσό των 0.80 
Ευρώ. 
 Μπορούµε, για απλότητα στις πράξεις, να υποθέσουµε ότι η στρογγυλοποίηση 

iX  του λογαριασµού i  είναι συνεχής τ.µ., οµοιόµορφα κατανεµηµένη στο 

]05.0,05.0[− , δηλαδή η πυκνότητα των iX  είναι η )05.0,05.0(−U : 

10)( =xf ,   05.005.0 ≤≤− x . 

(Εδώ σιωπηρά υποθέτουµε ότι ένας λογαριασµός µπορεί να πάρει οποιαδήποτε 

πραγµατική τιµή).  Τότε 0=µ  και 
1200

1
12

)( 2
2 =

−
=

αβσ . Το συνολικό σφάλµα 

στρογγυλοποίησης ισούται µε 

1001)100( XXS ++= L , 
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και ενδιαφερόµαστε για την 

)8.0||( )100( ≤SP . 

Η ζητούµενη πιθανότητα γράφεται: 

)8.08.0()8.0||( )100()100( ≤≤−=≤ SPSP ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
≤≤−=
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⎠
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100)(
100

8.0

1200
1

100 µX
σ
νP  

      ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
≤−≤−= 77.2)(77.2 µX

σ
νP . 

Επειδή το 100=v  είναι αρκετά µεγάλο, η τελευταία πιθανότητα προσεγγίζεται, 
βάσει του Κ.Ο.Θ., από την (στα επόµενα ))1,0(~ NZ  

 )77.277.2( ≤≤− ZP )77.2()77.2( −<−≤= ZPZP  

)77.2()77.2( −−= ΦΦ 1)77.2(2))77.2(1()77.2( −=−−= ΦΦΦ . 

Από τον Πίνακα Β1 της τυποποιηµένης Κανονικής βρίσκουµε 9972.0)77.2( =Φ , 

οπότε 

%44.991)77.2(2)8.0||( )100( =−≅≤ ΦSP . 

∆ηλαδή, µε πιθανότητα περίπου 99.5%, το σφάλµα στρογγυλοποίησης δεν θα υπερβεί 
τα 0.80 Ευρώ. 
 
ΑΣΚΗΣΕΙΣ ΚΕΦ. 5 

 1. Η διάρκεια ζωής ενός λαµπτήρα ακολουθεί εκθετική κατανοµή µε µέσο 1000 
ώρες. Εκλέγουµε 100=v  τέτοιους λαµπτήρες, και έστω iX , 100...,,2,1=i  ο χρόνος 

ζωής του i  λαµπτήρα. Θέτουµε 100/)( 1001 XXX ++= L , δηλ. X  είναι ο 

δειγµατικός µέσος χρόνος ζωής των 100 λαµπτήρων. 

(α) Βρείτε την πυκνότητα του X . 

(β) Υπολογίστε κατά προσέγγιση την πιθανότητα )12090( ≤≤ XP . 
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 2. Ένας παίκτης χάνει 2 ή 4 λεπτά του Ευρώ αν το αποτέλεσµα της ρίψης ενός 
συνήθους κύβου είναι 2 ή 4, αντίστοιχα, ενώ κερδίζει 6 λεπτά αν το αποτέλεσµα είναι 
6. Ο παίκτης ούτε χάνει ούτε κερδίζει αν το αποτέλεσµα είναι περιττός αριθµός. Να 
υπολογιστεί (κατά προσέγγιση) η πιθανότητα όπως το συνολικό κέρδος σε 48 ρίψεις 
είναι µεταξύ των 7−  και 7 λεπτών. 

 3. Είναι γνωστό ότι το 10% της παραγωγής ενός βιοµηχανικού προϊόντος δεν 
πληροί τις προδιαγραφές. Το προϊόν συσκευάζεται σε κιβώτια των 100 και κάθε µέρα 
ελέγχονται 100 τέτοια κιβώτια. Αν από κάθε κιβώτιο εκλέγονται τυχαία 5 µονάδες 
του προϊόντος, να υπολογιστεί (κατά προσέγγιση) η πιθανότητα όπως ο αριθµός των 
ελαττωµατικών δεν υπερβαίνει τα 60. 

 4. Αν η κατανάλωση βενζίνης σε λίτρα ανά χιλιόµετρο ενός αυτοκινήτου είναι 
οµοιόµορφη τυχαία µεταβλητή στο ]12.0,07.0[ , ποια είναι (κατά προσέγγιση) η 

πιθανότητα όπως 48 λίτρα βενζίνης είναι αρκετά για διαδροµή 500 χιλιοµέτρων; 

 5. Στο παιχνίδι της ρουλέτας η πιθανότητα να κερδίσει ο παίκτης ένα Ευρώ είναι 
18/37 σε κάθε γύρισµα, ενώ η πιθανότητα να χάσει ένα Ευρώ είναι 19/37 (παίζει στα 
κόκκινα-µαύρα). Πόσα γυρίσµατα πρέπει να κάνει η ρουλέτα σε µια µέρα, έτσι ώστε 
µε πιθανότητα 1/2 το καζίνο να κερδίσει τουλάχιστον 1000 Ευρώ; 

 6. Η ποσότητα µιας χηµικής ουσίας που περιέχεται σε κάθε δισκίο ενός 
φαρµάκου ακολουθεί κάποια (άγνωστη) κατανοµή µε µέσο 5=µ mg και τυπική 

απόκλιση 2=σ mg. Ένας ασθενής θεραπεύεται αν σε διάστηµα 100 ηµερών λάβει 
από 480mg ως 530mg της χηµικής ουσίας. Αν ο ασθενής λαµβάνει ένα δισκίο 
καθεµιά από τις επόµενες 100 ηµέρες, (α) ποια είναι η πιθανότητα να θεραπευτεί στο 
τέλος των 100 ηµερών; (β) ποια η πιθανότητα να λάβει υπερβολική δόση της ουσίας 
(πάνω από 530mg); (γ) ποια η πιθανότητα να µην θεραπευτεί επειδή έλαβε ανεπαρκή 
ποσότητα της ουσίας (κάτω των 480mg); 
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ΠΕΡΙΓΡΑΦΙΚΗ   ΣΤΑΤΙΣΤΙΚΗ 
 



 
 
ΚΕΦΑΛΑΙΟ 6 
 
 
ΟΡΓΑΝΩΣΗ ΚΑΙ ΓΡΑΦΙΚΗ ΠΑΡΑΣΤΑΣΗ  
ΣΤΑΤΙΣΤΙΚΩΝ ∆Ε∆ΟΜΕΝΩΝ 
 
 
 
 
1. ΕΙΣΑΓΩΓΗ 

 Τα δεδοµένα µιας στατιστικής έρευνας αποτελούνται συνήθως από ένα µεγάλο 
πλήθος στοιχείων που αφορούν τον πληθυσµό που µας ενδιαφέρει. Τα στοιχεία αυτά 
οργανώνονται αρχικά σε µορφή πινάκων µε τέτοιο τρόπο ώστε να µπορεί κανείς µε 
µία απλή ανάγνωση να σχηµατίσει µία ιδέα για το δείγµα (ή τον πληθυσµό). Στη 
συνέχεια, για µία πιο αποτελεσµατική παρουσίαση, γίνεται χρήση είτε γραφικών είτε 
αριθµητικών µεθόδων. 
 Προτού προχωρήσουµε στην αναλυτική εξέταση των µέσων παρουσίασης 
στατιστικών στοιχείων ας αναφέρουµε τους κυριότερους τύπους δεδοµένων. Έστω 
λοιπόν ένας πληθυσµός στα άτοµα του οποίου καταγράφουµε τις τιµές που παίρνει 
ένα (ή περισσότερα) συγκεκριµένο χαρακτηριστικό π.χ. το µηνιαίο εισόδηµα, χρώµα 
µατιών, ύψος, ηλικία κ.λ.π. Έτσι έχουµε µία τυχαία µεταβλητή Χ και αν από τον 
πληθυσµό θεωρήσουµε ένα τυχαίο δείγµα µεγέθους ν θα πάρουµε ν ανεξάρτητες και 
ισόνοµες τυχαίες µεταβλητές vXXX ...,,, 21 . Οι τυχαίες µεταβλητές διακρίνονται 

ανάλογα µε το είδος των τιµών που µπορούν να πάρουν σε ποσοτικές και ποιοτικές. 
 Μία τυχαία µεταβλητή θα λέγεται ποσοτική (quantitative) αν παίρνει µόνο 
αριθµητικές τιµές όπως π.χ. ο αριθµός των παιδιών µιας οικογένειας, ο αριθµός των 
ατόµων που τραυµατίζονται στους εθνικούς δρόµους της Ελλάδας ένα 
Σαββατοκύριακο, ο χρόνος που χρειάζεται ένας φοιτητής για να απαντήσει στα 
θέµατα ενός διαγωνίσµατος Στατιστικής, το ύψος των ατόµων ενός πληθυσµού κ.λπ. 
Αν το σύνολο των τιµών που παίρνει µία ποσοτική τυχαία µεταβλητή είναι 
πεπερασµένο ή αριθµήσιµο τότε θα µιλάµε για διακριτή (discrete) τυχαία µεταβλητή. 
Αντίθετα, αν µία τυχαία µεταβλητή µπορεί να πάρει, θεωρητικά τουλάχιστον, κάθε 
τιµή ενός διαστήµατος ),( βα  µε +∞≤<≤∞− βα , θα λέγεται συνεχής (continuous). 

Από τα παραδείγµατα που δόθηκαν παραπάνω, οι δύο πρώτες τυχαίες µεταβλητές 
είναι διακριτές ενώ οι άλλες δύο συνεχείς. 
 Οι ποιοτικές ή κατηγορικές (qualitative, categorical) τυχαίες µεταβλητές 
χαρακτηρίζονται από το γεγονός ότι οι τιµές τους µπορούν απλώς να ταξινοµηθούν 
σε κατηγορίες και δεν εκφράζουν απαραίτητα κάτι το µετρήσιµο. Τέτοιες µεταβλητές 
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είναι π.χ. το χρώµα των µατιών, η υγεία (κακή, µέτρια ή καλή), το επάγγελµα των 
ατόµων του πληθυσµού κ.λπ. Ο απλούστερος τύπος ποιοτικών τυχαίων µεταβλητών 
είναι αυτές που παίρνουν µόνο δύο τιµές (π.χ. το φύλο ενός ατόµου, το αν ένα άτοµο 
χρησιµοποιεί ή όχι συγκεκριµένο προϊόν κ.λπ.) και λέγονται διχοτοµικές (dichoto-
mous). 
 Στις επόµενες παραγράφους θα εξετάσουµε αναλυτικά τους τρόπους οργάνωσης 
και παρουσίασης των διαφόρων ειδών δεδοµένων. 
 
2. ΠΙΝΑΚΕΣ ΣΥΧΝΟΤΗΤΩΝ 

 Έστω Χ µία τυχαία µεταβλητή (χαρακτηριστικό) που αφορά τα άτοµα ενός 
πληθυσµού και vXXX ...,,, 21  ένα τυχαίο δείγµα µεγέθους ν. Για ένα συγκεκριµένο 

δείγµα θα συµβολίζουµε µε vxxx ...,,, 21  τις τιµές του χαρακτηριστικού για τα ν άτοµα 

του δείγµατος και µε kyyy ...,,, 21  )( vk ≤  τις k διαφορετικές µεταξύ τους τιµές από 

τα vxxx ...,,, 21 . Συχνότητα (frequency) iv  της τιµής iy  θα λέγεται το πλήθος των 

vxxx ..,,, 21  που είναι ίσα µε iy , ενώ σχετική συχνότητα (relative frequency) if  θα 

λέγεται το αντίστοιχο ποσοστό, δηλαδή 

∑
=

== k

j
j

ii
i

v

v
v
v

f

1

,   ki ...,,2,1= . 

Συνήθως οι ποσότητες iy , iv , if , ki ...,,2,1=  για ένα δείγµα συγκεντρώνονται σε 

ένα συνοπτικό πίνακα που ονοµάζεται πίνακας συχνοτήτων. 

Παράδειγµα 2.1. Σε ένα δείγµα 20 οικογενειών από µία περιοχή της Αθήνας, το 
επάγγελµα του πατέρα, ο µηνιαίος µισθός του πατέρα και ο αριθµός παιδιών της 
οικογένειας δίνονται στον Πίνακα 2.1. 

Πίνακας 2.1 
∆εδοµένα ενός δείγµατος 20 οικογενειών. 

Οικογένεια 
i  

Επάγγελµα 
Πατέρα 

Μηνιαίος 
Μισθός πατέρα 

Αριθµ. παιδιών 
Οικογένειας 

1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 
10 

εργάτης 
οδηγός 
εργάτης 
δηµ. υπάλληλος 
δηµ. υπάλληλος 
δηµ. υπάλληλος 
δάσκαλος 
ιερέας 
οδηγός 
εργάτης 

700 
750 
800 
700 
800 
500 
900 

           1000 
600 
600 

0 
1 
0 
2 
2 
2 
3 
2 
4 
1 
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11 
12 
13 
14 
15 
16 
17 
18 
19 
20 

δάσκαλος 
εργάτης 
εργάτης 
δηµ. υπάλληλος 
ιερέας 
δάσκαλος 
εργάτης 
δηµ. υπάλληλος 
δάσκαλος 
δηµ. υπάλληλος 

700 
600 
800 
700 
900 

           1000 
900 
650 
750 
800 

1 
2 
3 
4 
1 
2 
2 
2 
2 
2 

 
Οι αντίστοιχες συχνότητες για τις τρεις µεταβλητές που καταγράφηκαν στα 20 άτοµα 
του δείγµατος δίνονται στους Πίνακες 2.2, 2.3, 2.4. 

 
 

Πίνακας 2.2. 
Πίνακας συχνοτήτων για το επάγγελµα πατέρα στο δείγµα των 20 οικογενειών  

του Πίνακα 2.1. 
i  iy   iv  if  
1 
2 
3 
4 
5 

Εργάτης 
οδηγός 
δηµ. υπάλληλος 
δάσκαλος 
ιερέας 

Ι Ι Ι Ι Ι    Ι 
Ι Ι 
Ι Ι Ι Ι Ι    Ι 
Ι Ι Ι Ι 
Ι Ι 

6 
2 
6 
4 
2 

0.3 
0.1 
0.3 
0.2 
0.1 

  Σύνολο       20 1.0 
 
 

Πίνακας 2.3. 
Πίνακας συχνοτήτων για το Μηνιαίο µισθό στο δείγµα των 20 οικογενειών 

του Πίνακα 2.1. 

i  iy  
(σε 10άδες) 

 
iv  if  

1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 

50 
60 
65 
70 
75 
80 
90 

          100 

Ι 
Ι Ι Ι 
Ι 
Ι Ι Ι Ι 
Ι Ι 
Ι Ι Ι Ι 
Ι Ι Ι 
Ι Ι 

1 
3 
1 
4 
2 
4 
3 
2 

0.05 
0.15 
0.05 
0.20 
0.10 
0.20 
0.15 
0.10 

  Σύνολο       20 1.00 
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Πίνακας 2.4. 
Πίνακας συχνοτήτων για τον αριθµό παιδιών στο δείγµα των 20 οικογενειών  

του Πίνακα 2.1. 
i  iy   iv  if  
1 
2 
3 
4 
5 

0 
1 
2 
3 
4 

Ι Ι 
Ι Ι Ι Ι 
Ι Ι Ι Ι I  Ι Ι Ι Ι I 
Ι Ι 
Ι Ι 

2 
4 

      10 
2 
2 

0.1 
0.2 
0.5 
0.1 
0.1 

  Σύνολο       20 1.0 

Στην περίπτωση ποσοτικών τυχαίων µεταβλητών εκτός των ποσοτήτων iv , if  

χρησιµοποιούνται συνήθως και οι λεγόµενες αθροιστικές συχνότητες (cumulative 
frequencies) iN , καθώς και οι αθροιστικές σχετικές συχνότητες (cumulative rela-

tive frequencies) iF  οι οποίες δίνουν το πλήθος και το ποσοστό αντίστοιχα των 

παρατηρήσεων που είναι µικρότερες ή ίσες του iy . Αν τα kyyy ...,,, 21  είναι 

διατεταγµένα κατά αύξουσα σειρά µεγέθους δηλ. kyyy ≤≤≤ L21  είναι φανερό ότι 

 ii vvvN +++= L21 ,   ki ...,,2,1= , 

  ii fffF +++= L21 ,   ki ...,,2,1= , 

         11 Nv = ,    1−−= iii NNv ,  ki ...,,3,2= , 

        11 Ff = ,     1−−= iii FFf ,  ki ...,,3,2= . 

Παράδειγµα 2.1. (συνέχεια) Συµπληρώνοντας τους Πίνακες 2.3 και 2.4 µε τις 
αντίστοιχες αθροιστικές και αθροιστικές σχετικές συχνότητες (για τις ποσοτικές 
τυχαίες µεταβλητές “Μηνιαίος µισθός” και “αριθµός παιδιών”) παίρνουµε τους 
Πίνακες 2.5 και 2.6. 

Πίνακας 2.5. 
Πίνακας συχνοτήτων και αθροιστικών συχνοτήτων για το Μηνιαίο µισθό στο 

δείγµα των 20 οικογενειών του Πίνακα 2.1. 

i  iy  
(σε 10άδες) iv  if  iN  iF  

1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 

50 
60 
65 
70 
75 
80 
90 

          100 

1 
3 
1 
4 
2 
4 
3 
2 

0.05 
0.15 
0.05 
0.20 
0.10 
0.20 
0.15 
0.10 

1 
4 
5 
9 

       11 
       15 
       18 
       20 

0.05 
0.20 
0.25 
0.45 
0.55 
0.75 
0.90 
1.00 

         20 1.00   
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Πίνακας 2.6. 
Πίνακας συχνοτήτων και αθροιστικών συχνοτήτων για τον αριθµό παιδιών 

στο δείγµα των 20 οικογενειών του Πίνακα 2.1. 
i  iy  iv  if  iN  iF  
1 
2 
3 
4 
5 

0 
1 
2 
3 
4 

2 
4 

      10 
2 
2 

0.1 
0.2 
0.5 
0.1 
0.1 

2 
6 

      16 
      18 
      20 

0.1 
0.3 
0.8 
0.9 
1.0 

        20 1.0   

 

3. ΓΡΑΦΙΚΕΣ ΜΕΘΟ∆ΟΙ ΠΑΡΟΥΣΙΑΣΗΣ ΣΤΑΤΙΣΤΙΚΩΝ ∆Ε∆ΟΜΕΝΩΝ 

 Ανάλογα µε το είδος των δεδοµένων που διαθέτουµε υπάρχουν διάφοροι τρόποι 
γραφικής παρουσίασης. Θα εξετάσουµε λοιπόν ξεχωριστά κάθε κατηγορία. 

 α) Παρουσίαση ποιοτικών δεδοµένων 

 Για τη γραφική παράσταση ποιοτικών δεδοµένων χρησιµοποιούνται κυρίως δύο 
είδη διαγραµµάτων: το ραβδόγραµµα (barchart) και το κυκλικό διάγραµµα 
συχνοτήτων (piechart). 
 Στο ραβδόγραµµα, οι κατηγορίες της τυχαίας µεταβλητής παριστάνονται στον 
οριζόντιο άξονα σαν ισοµήκη διαστήµατα (µε κενά συνήθως µεταξύ τους) ενώ οι 
αντίστοιχες συχνότητες ή σχετικές συχνότητες στον κατακόρυφο. Τα επόµενα δύο 
σχήµατα δίνουν τα ραβδογράµµατα των δεδοµένων του Πίνακα 2.2. 
 

 
Σχήµα 3.1α 

Ραβδόγραµµα Συχνοτήτων για τα δεδοµένα του Πίνακα 2.2. 
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Σχήµα 3.1β 
Ραβδόγραµµα Σχετικών Συχνοτήτων για τα δεδοµένα του Πίνακα 2.2. 

 
Μερικές φορές σε ένα ραβδόγραµµα συχνοτήτων ο ρόλος των δύο αξόνων είναι 

δυνατόν να αντιστραφεί όπως φαίνεται και στο Σχήµα 3.2. 
 
 

 
 

Σχήµα 3.2 
Ραβδόγραµµα Συχνοτήτων για τα δεδοµένα του Πίνακα 2.2. 

 
 Τα κυκλικά διαγράµµατα χρησιµοποιούν για την παράσταση των δεδοµένων 

ένα κύκλο χωρισµένο σε κυκλικά τµήµατα (βλ. Σχήµα 3.3). 
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Σχήµα 3.3 
Κυκλικό διάγραµµα συχνοτήτων για τα δεδοµένα του Πίνακα 2.2. 

 
Κάθε κυκλικό τµήµα αναφέρεται σε µία κατηγορία του χαρακτηριστικού και έχει 
τόξο iα  ανάλογο της αντίστοιχης συχνότητας ή σχετικής συχνότητας, δηλαδή 

iii f
v

v 360360o
==α ,     ki ...,,2,1= . 

 
 β) Παρουσίαση ποσοτικών δεδοµένων 

 Όταν τα δεδοµένα είναι ποσοτικά και το πλήθος k των διαφορετικών τιµών που 
πήραµε από το δείγµα είναι µικρό τότε αφού γίνει η πινακοποίηση των δεδοµένων σε 
ένα πίνακα συχνοτήτων µπορούµε να χρησιµοποιήσουµε για την γραφική τους 
παράσταση είτε ένα διάγραµµα συχνοτήτων (line diagram) είτε ένα κυκλικό 
διάγραµµα  
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Σχήµα 3.4 
Κυκλικό διάγραµµα συχνοτήτων για τα δεδοµένα του Πίνακα 2.4. 

 
συχνοτήτων. Το δεύτερο σχηµατίζεται µε τον ίδιο ακριβώς τρόπο, όπως για τα 
ποιοτικά χαρακτηριστικά (βλ. Σχήµα 3.4). Το πρώτο µοιάζει µε το ραβδόγραµµα µε 
µόνη διαφορά ότι αντί να χρησιµοποιούµε συµπαγή ορθογώνια, υψώνουµε σε κάθε 

iy  µία 

 
Σχήµα 3.5 

∆ιάγραµµα συχνοτήτων για τα δεδοµένα του Πίνακα 2.4. 
 

κάθετη γραµµή µε µήκος ίσο προς την αντίστοιχη συχνότητα ή σχετική συχνότητα 
(βλ. Σχήµα 3.5). 
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Σχήµα 3.6 
Πολύγωνο συχνοτήτων για τα δεδοµένα του Πίνακα 2.4. 

 
Πολλές φορές οι κορυφές των κατακόρυφων γραµµών ενώνονται µεταξύ τους 
σχηµατίζοντας το λεγόµενο πολύγωνο συχνοτήτων (frequency polygon) το οποίο 
µας δίνει µία γενική ιδέα για τη µεταβολή της συχνότητας ή της σχετικής συχνότητας 
όσο µεγαλώνει η τιµή της τυχαίας µεταβλητής που µελετάµε (βλ. Σχήµατα 3.6 και 
3.7). 

 

Σχήµα 3.7 
Πολύγωνο σχετικών συχνοτήτων για τα δεδοµένα του Πίνακα 2.4. 

 
 Για µικρά σύνολα δεδοµένων, µπορεί κανείς να χρησιµοποιήσει και το λεγόµενο 
σηµειόγραµµα (dot diagram) στο οποίο οι παρατηρήσεις παριστάνονται µε τελείες 
στις αντίστοιχες θέσεις ενός οριζόντιου άξονα. Η κλίµακα του άξονα είναι κατάλληλα 
διαλεγµένη ώστε να καλύπτει όλα τα δεδοµένα. 

Παράδειγµα 3.1. Οι χρόνοι (σε min) που χρειάστηκαν οι 22 µαθητές µιας τάξης για 
να λύσουν ένα πρόβληµα µαθηµατικών ήταν 

2,10,9,7,7,10,4,13,4,7,2,7,4,4,6,5,5,3,8,9,1,2 . 

Το αντίστοιχο σηµειόγραµµα φαίνεται στο επόµενο σχήµα: 
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Παράδειγµα 3.2. Ο αριθµός των ηµερών που επέζησαν οι πρώτοι 6 ασθενείς µετά 
από µεταµόσχευση καρδιάς στο Stanford ήταν 15, 3, 46, 623, 126, 64. Tα δεδοµένα 
αυτά παριστάνονται σε ένα σηµειόγραµµα όπως παρακάτω 

 

 

Το σηµειόγραµµα αυτό δείχνει γενικά µικρή διάρκεια ζωής µετά από µεταµόσχευση 
καρδιάς µε µία τιµή µάλλον µεγάλη (ακραία τιµή (outlier)).  

Είναι φανερό ότι σε περίπτωση µεγάλου πλήθους δεδοµένων η κατασκευή του 
σηµειογράµµατος γίνεται αρκετά επίπονη. 
 Το πιο συνηθισµένο µέσο περιγραφής ποσοτικών δεδοµένων είναι το 
ιστόγραµµα (histogram). Αυτό αποτελείται από διαδοχικά ορθογώνια των οποίων το 
ύψος διαλέγεται µε τέτοιο τρόπο ώστε το εµβαδόν του ορθογωνίου να είναι ίσο µε 
την αντίστοιχη συχνότητα ή σχετική συχνότητα της τιµής στην οποία αναφέρεται. Για 
διακριτά δεδοµένα, ως άκρα των βάσεων των ορθογωνίων διαλέγονται συνήθως τα 
µεσαία σηµεία µεταξύ των διαδοχικών iy  (βλ. Σχήµα 3.8). 

 
Σχήµα 3.8 

Ιστόγραµµα Συχνοτήτων για τα δεδοµένα του Πίνακα 2.4. 
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 Αξίζει να σηµειωθεί ότι λόγω του τρόπου σχηµατισµού του ιστογράµµατος 
συχνοτήτων, το συνολικό εµβαδόν όλων των ορθογωνίων είναι ίσο µε το µέγεθος του 
δείγµατος ν. Με παρόµοιο τρόπο σχηµατίζεται το ιστόγραµµα σχετικών συχνοτήτων 
(βλ. Σχήµα 3.9) στο οποίο το συνολικό εµβαδόν είναι ίσο µε 1. 

 

 
 

Σχήµα 3.9 
Ιστόγραµµα Σχετικών Συχνοτήτων για τα δεδοµένα του Πίνακα 2.4. 

 
 Με ανάλογο τρόπο σχηµατίζονται και τα ιστογράµµατα αθροιστικών συχνοτήτων 
και αθροιστικών σχετικών συχνοτήτων (βλ. Σχήµα 3.10 και Σχήµα 3.11). 

 
 

Σχήµα 3.10 
Ιστόγραµµα αθροιστικών συχνοτήτων για τα δεδοµένα του Πίνακα 2.4. 
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 Οι µέθοδοι παρουσίασης ποσοτικών δεδοµένων που αναφέρθηκαν παραπάνω 
µπορούν να χρησιµοποιηθούν στην πράξη µόνο όταν ο αριθµός των διαφορετικών 
παρατηρήσεων είναι σχετικά µικρός. Στην αντίθετη περίπτωση είναι απαραίτητο να 
ταξινοµηθούν τα δεδοµένα σε µικρό πλήθος οµάδων και να θεωρούνται όµοιες όλες 
οι παρατηρήσεις που ανήκουν στην ίδια οµάδα. Έτσι µπορούµε να πάρουµε τις 
συχνότητες (απόλυτες ή σχετικές) και αθροιστικές συχνότητες των διαφόρων οµάδων 
και να προχωρήσουµε σε πινακοποίηση και γραφική παράσταση των δεδοµένων. 
 

 
 

Σχήµα 3.11 
Ιστόγραµµα αθροιστικών σχετικών συχνοτήτων για τα δεδοµένα του Πίνακα 2.4. 

 

Παράδειγµα 3.3. Η συγκέντρωση (σε 3/ cmgrµ ) ενός συγκεκριµένου ρύπου σε 

δείγµατα αέρος που πάρθηκαν από 57 πόλεις των ΗΠΑ δίνεται από τον επόµενο 
πίνακα. 
 

Πίνακας 3.1 

Συγκέντρωση ( 3/ cmgrµ ) ενός ρύπου στον αέρα 57 πόλεων των ΗΠΑ. 

49493046191223
48492743222347692416
21385031274238493212
51571245252831284236
51742543652425242322
27793228363027426368

 

Πηγή: Statistical Abstract of the United States 1970, σελ. 174. 
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Αν πινακοποιήσουµε τα δεδοµένα µας µε βάση τις διαφορετικές τιµές των 
παρατηρήσεων έχουµε τον Πίνακα 3.2. 
 

 
Πίνακας 3.2 

Πίνακας συχνοτήτων για τα δεδοµένα του Πίνακα 2.1. 
 

i  iy  Συχνότητα Σχετική 
Συχνότητα 

Αθροιστική 
Συχνότητα 

Αθρ. Σχετ. 
Συχνότητα 

1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 

     10 
     11 
     12 
     13 
     14 
     15 
     16 
     17 
     18 
     19 
     20 
     21 
     22 
     23 
     24 
     25 
     26 
     27 
     28 
     29 
     30 
     31 

12 
16 
19 
21 
22 
23 
24 
25 
27 
28 
30 
31 
32 
36 
38 
42 
43 
44 
45 
46 
47 
49 
50 
51 
57 
63 
65 
68 
69 
74 
79 

3 
1 
1 
1 
2 
3 
2 
3 
4 
4 
2 
2 
2 
2 
2 
3 
3 
1 
1 
1 
1 
3 
1 
2 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 

.0526 

.0175 

.0175 

.0175 

.0351 

.0526 

.0351 

.0526 

.0702 

.0702 

.0351 

.0351 

.0351 

.0351 

.0351 

.0526 

.0526 

.0175 

.0175 

.0175 

.0175 

.0526 

.0175 

.0351 

.0175 

.0175 

.0175 

.0175 

.0175 

.0175 

.0175 

3 
4 
5 
6 
8 

       11 
       13 
       16 
       20 
       24 
       26 
       28 
       30 
       32 
       34 
       37 
       40 
       41 
       42 
       43 
       44 
       47 
       48 
       50 
       51 
       52 
       53 
       54 
       55 
       56 
       57 

.0526 

.0702 

.0877 

.1053 

.1404 

.1930 

.2281 

.2807 

.3509 

.4211 

.4561 

.4912 

.5263 

.5614 

.5965 

.6491 

.7018 

.7193 

.7368 

.7544 

.7719 

.8246 

.8421 

.8772 

.8947 

.9123 

.9298 

.9474 

.9649 

.9825 
    1.0000 

 

Το αντίστοιχο ιστόγραµµα συχνοτήτων, όπως φαίνεται στο Σχήµα 3.12, δεν είναι 
καθόλου πληροφοριακό για τη φύση των δεδοµένων. 
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 Οµαδοποιώντας τις παρατηρήσεις σε 4 διαστήµατα πλάτους 20 παίρνουµε τον 
Πίνακα 3.3 και το Σχήµα 3.13 τα οποία είναι πολύ περισσότερο κατατοπιστικά για 
την κατανοµή των δεδοµένων µας. 
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Σχήµα 3.12 
Ιστόγραµµα Συχνοτήτων για τα δεδοµένα του Πίνακα 3.1. 

 
Πίνακας 3.3 

Πίνακας συχνοτήτων για τα (οµαδοποιηµένα) δεδοµένα του Πίνακα 3.1. 

Κλάση Κάτω 
όριο 

΄Ανω 
όριο iv  Σχετική 

Συχνότ. 
Αθροιστ. 
Συχνότ. 

Αθρ. Σχετ. 
Συχνότητα 

1 
2 
3 
4 

10.50 
30.50 
50.50 
70.50 

30.50 
50.50 
70.50 
90.50 

26 
22 

    7 
    2 

.4561 

.3860 

.1228 

.0351 

26 
48 
55 
57 

.456 

.842 

.965 
     1.000 

 

 
 

Σχήµα 3.13 
Ιστόγραµµα Συχνοτήτων για τα δεδοµένα του Πίνακα 3.3. 
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 Είναι φανερό από το προηγούµενο παράδειγµα ότι η αυθαίρετη οµαδοποίηση 
µπορεί να οδηγήσει σε παραπλανητικά συµπεράσµατα για τα δεδοµένα που 
διαθέτουµε. 
 Ας δούµε λοιπόν τώρα αναλυτικά τα διάφορα στάδια της διαδικασίας 
οµαδοποίησης των δεδοµένων και ορισµένους απλούς κανόνες για επίτευξη 
καλύτερων αποτελεσµάτων. Το πρώτο βήµα της οµαδοποίησης είναι η εκλογή του 
αριθµού q των οµάδων ή διαστηµάτων ή κλάσεων. Ο αριθµός αυτός συνήθως 
ορίζεται αυθαίρετα από τον ερευνητή σύµφωνα µε την πείρα του, υπάρχει όµως και 
ένας τύπος που µπορεί να χρησιµοποιηθεί ως οδηγός. Αυτός είναι γνωστός ως τύπος 
του Sturges και ορίζεται ως εξής: 

vq 10log32.31+=  

όπου q είναι ο αριθµός των κλάσεων και ν το µέγεθος του δείγµατος.  
Το δεύτερο βήµα είναι ο προσδιορισµός του πλάτους των κλάσεων. Σηµειώνουµε 

ότι συνιστάται το πλάτος να είναι το ίδιο για όλες τις κλάσεις. Συνήθως το πλάτος )(c  

υπολογίζεται διαιρώντας το εύρος )(R  του δείγµατος δια του αριθµού των 

διαστηµάτων. ∆ηλαδή, 

q
Rc =  

όπου το εύρος }...,,2,1,min{}...,,2,1,max{ vixvixR ii =−==  ορίζεται ως η 

διαφορά της µικρότερης παρατήρησης από την µεγαλύτερη. Αξίζει να σηµειωθεί εδώ 
ότι τόσο στον υπολογισµό του q όσο και του c, οι στρογγυλοποιήσεις που πιθανόν θα 
χρειαστούν πρέπει να γίνουν προς τα επάνω ώστε τα q διαστήµατα πλάτους c να 
καλύψουν όλες τις διαθέσιµες παρατηρήσεις. 
 Το τρίτο βήµα είναι ο καθορισµός των διαστηµάτων. Το πρώτο διάστηµα 
διαλέγεται συνήθως έτσι ώστε να περιέχει τη µικρότερη παρατήρηση και το 
τελευταίο να περιέχει τη µεγαλύτερη. Καλό θα ήταν επίσης η επιλογή του σηµείου 
αρχής του πρώτου διαστήµατος να γίνεται έτσι ώστε καµιά από τις παρατηρήσεις µας 
να µη συµπίπτει µε άκρο του διαστήµατος για να αποφεύγονται αµφισβητήσεις 
σχετικά µε το διάστηµα στο οποίο βρίσκεται κάθε παρατήρηση. 

Παράδειγµα 3.3. (συνέχεια) Από τα δεδοµένα του Πίνακα 3.1 βρίσκουµε για τον 
αριθµό των κλάσεων 

783.676.132.3157log32.31 10 ≅=⋅+=+=q  

ενώ το εύρος των παρατηρήσεων είναι 

671279 =−=R . 

Άρα 
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106.9
7

67 ≅===
q
Rc  

και αν θεωρήσουµε σαν αρχή του πρώτου διαστήµατος το 9.5 (οπότε καµµία 
παρατήρηση δεν πέφτει σε άκρο διαστήµατος) θα έχουµε τον επόµενο πίνακα 
συχνοτήτων 3.4. Αξίζει να σηµειωθεί ότι κατά τον υπολογισµό του αριθµού των 
κλάσεων q και του πλάτους c των διαστηµάτων, οι στρογγυλοποιήσεις θα πρέπει να 
γίνονται προς τα επάνω ώστε να εξασφαλίζεται ότι το ολικό πλάτος cq ⋅  µπορεί, µε 

κατάλληλη επιλογή της αρχής, να καλύψει όλο το εύρος των παρατηρήσεων. 
 

Πίνακας 3.4 
Πίνακας συχνοτήτων των δεδοµένων του Πίνακα 3.1. 

 

i  Κάτω 
όριο 

΄Ανω 
όριο 

Κέντρο 
iy  iv  

Σχετική 
Συχνότ. 

Αθροιστ. 
Συχνότ 

Αρθ. Σχετ. 
Συχνότητα 

1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 

    9.50 
19.50 
29.50 
39.50 
49.50 
59.50 
69.50 

19.50 
29.50 
39.50 
49.50 
59.50 
69.50 
79.50 

14.50 
24.50 
34.50 
44.50 
54.50 
64.50 
74.50 

    5 
19 
10 
13 

    4 
    4 
    2 

.0877 

.3333 

.1754 

.2281 

.0702 

.0702 

.0351 

        5 
24 
34 
47 
51 
55 
57 

.0877 

.4211 

.5965 

.8246 

.8947 

.9649 
     1.0000 

 
Για την κατασκευή του ιστογράµµατος συχνοτήτων θεωρούµε ένα σύστηµα 
ορθογωνίων αξόνων στον οριζόντιο άξονα του οποίου σηµειώνουµε τα όρια των 
κλάσεων. Στη συνέχεια κατασκευάζουµε ορθογώνια παραλληλόγραµµα που έχουν 
βάσεις τα διαστήµατα των κλάσεων και ύψος τέτοιο, ώστε το εµβαδόν κάθε 
ορθογωνίου να ισούται µε την συχνότητα των παρατηρήσεων στην αντίστοιχη κλάση. 
Εάν οι κλάσεις είναι όλες του ιδίου εύρους, τότε τα ορθογώνια έχουν ύψος ανάλογο 
της αντίστοιχης συχνότητας. Έτσι το ιστόγραµµα συχνοτήτων της κατανοµής 
συχνοτήτων του Πίνακα 3.4 δίνεται από το Σχήµα 3.14. 

Ενώνοντας στο Σχήµα 3.14, τα µέσα των άνω βάσεων των ορθογωνίων 
παραλληλογράµµων (και προσθέτοντας δύο ακόµη υποθετικές κλάσεις µε συχνότητα 
µηδέν δεξιά και αριστερά των πραγµατικών κλάσεων) σχηµατίζουµε το πολύγωνο 
συχνοτήτων. Αυτό χρησιµοποιείται κυρίως όταν η µεταβλητή είναι συνεχής. 

Προφανώς το εµβαδόν που περικλείεται κάτω από την πολυγωνική γραµµή και 
τον οριζόντιο άξονα είναι ίσο µε το άθροισµα των συχνοτήτων, δηλαδή µε το 
συνολικό αριθµό παρατηρήσεων. 
 Με τον ίδιο τρόπο όπως το ιστόγραµµα συχνοτήτων κατασκευάζονται και τα 
ιστόγραµµα αθροιστικών συχνοτήτων, σχετικών συχνοτήτων και αθροιστικών 
σχετικών συχνοτήτων. 
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Σχήµα 3.14 
Ιστόγραµµα συχνοτήτων (και πολύγωνο συχνοτήτων) για τα δεδοµένα  

του Πίνακα 3.4. 
 

 
 

Σχήµα 3.15 
Ιστόγραµµα αθροιστικών συχνοτήτων και αθροιστικό διάγραµµα (ogive) για τα 

δεδοµένα του Πίνακα 3.4. 
 

Το ιστόγραµµα αθροιστικών συχνοτήτων για τα δεδοµένα του Πίνακα 3.4 δίνεται στο 
Σχήµα 3.15. Στο σχήµα αυτό παριστάνεται επίσης και το αθροιστικό διάγραµµα 
(ogive) της κατανοµής µε διακεκοµµένη γραµµή. 
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 Παρόλο που ένα ιστόγραµµα µας δίνει µία γενική ιδέα για τη µορφή της 
κατανοµής του χαρακτηριστικού για το οποίο έχουµε πάρει τις παρατηρήσεις εν 
τούτοις είναι δυνατό πολλές φορές δύο ιστογράµµατα που έχουν κατασκευαστεί από 
τις ίδιες παρατηρήσεις να δίνουν µάλλον διαφορετικές εντυπώσεις. Οι διαφορές αυτές 
προκύπτουν συνήθως από το διαφορετικό αριθµό (και εύρος) κλάσεων που 
επιλέγονται για τα συγκεκριµένα δεδοµένα. Η διαφορά που φαίνεται στα 
ιστογράµµατα των Σχηµάτων  3.13  και  3.16  οφείλεται  στο  ότι  στο  µεν πρώτο 
ιστόγραµµα έχουν 4 κλάσεις 

 
Σχήµα 3.16 

Ιστόγραµµα Συχνοτήτων για τα δεδοµένα του Πίνακα 3.4. 
 

πλάτους 20 η κάθε µία ενώ στο δεύτερο 7 κλάσεις πλάτους 10 η κάθε µία. 
 
 Εκτός από τους παραδοσιακούς τρόπους παρουσίασης δεδοµένων στην 
περιγραφική στατιστική, όπως τα ιστογράµµατα και οι πίνακες συχνοτήτων, άλλες 
νεώτερες µέθοδοι παρουσίασης και ανάλυσης δεδοµένων είναι τα λεγόµενα 
φυλλογραφήµατα (stem-leaf plots). 
 Περιληπτικά η κατασκευή ενός φυλλογραφήµατος γίνεται µε βάση τα παρακάτω 
βήµατα: 
α) Επιλέγουµε πρώτα τα stems (οδηγούντα ψηφία), και τα leaves (επόµενα ψηφία). 
β) Καταγράφουµε τα stems και τα leaves. 
γ) ∆ιατάσσουµε τα stems κατ’ αύξουσα τάξη γράφοντάς τα κατακόρυφα. 
δ) Γράφουµε τα leaves στην ίδια γραµµή που βρίσκεται το αντίστοιχό τους stem. 
ε) Ελέγχουµε αν έχουµε καταγράψει όλα τα leaves (ο αριθµός τους είναι φυσικά ίσος 

µε το συνολικό αριθµό παρατηρήσεων). 

Παράδειγµα 3.5. Ας υποθέσουµε ότι έχουµε τις εξής τιµές: 

136.4     110.9     120.0     110.1     110.6     116.2     99.0. 
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Στρογγυλοποιώντας τα δεδοµένα στον πλησιέστερο ακέραιο και θεωρώντας σαν stem 
τις δεκάδες και leaf τις µονάδες µπορούµε να σχηµατίσουµε το επόµενο 
φυλλογράφηµα. 
 
∆εδοµένα Ακέραιοι stems leaves 

136.4 
110.9 
120.0 
110.1 
110.6 
116.2 

          99.0 

136 
111 
120 
110 
111 
116  

         99 

13 
11 
12 
11 
11 
11 

        9 

6 
1 
0 
0 
1 
6 
9 

 

Παράδειγµα 3.3. (συνέχεια) Για τα δεδοµένα του Πίνακα 3.1 έχουµε το παρακάτω 
φυλλογράφηµα. 

Πίνακας 3.5 
Φυλλογράφηµα για τα δεδοµένα του Πίνακα 3.1. 

∆εκάδες Μονάδες 
1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 

2  2  6  2  9 
7  8  7  2  3  4  5  8  8  5  7  1  4  3  2  7  8  3 
0  6  2  6  1  2  8  1  8  0 
2  3  2  5  9  2  7  3  9  6  3  9 
1  7  1  0 
8  3  5  9 
9  4 

 
∆ιατάσσοντας κατ’ αύξουσα τάξη τα ψηφία (µονάδες που αντιστοιχούν σε κάθε 
δεκάδα), έχουµε στον Πίνακα 3.6 το διατεταγµένο φυλλογράφηµα. 
 

Πίνακας 3.6 
∆ιατεταγµένο φυλλογράφηµα για τα δεδοµένα του Πίνακα 3.1. 
∆εκάδες Μονάδες 

1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 

2  2  2  6  9 
1  2  2  3  3  4  4  4  5  5  5  7  7  7  7  8  8  8 
0  0  1  1  2  2  6  6  8  8 
2  2  2  3  3  3  5  6  7  8  9  9  9 
0  1  1  7 
3  5  8  9 
4  9 

 Είναι φανερό ότι, η µορφή ενός φυλλογραφήµατος επηρεάζεται δραστικά από 
την επιλογή των stems, όπως ακριβώς τα ιστογράµµατα επηρεάζονται από την 
επιλογή των κλάσεων. Αυτό φαίνεται αρκετά γλαφυρά στο επόµενο παράδειγµα. 

 
∆εκάδες Μονάδες 

           9 
10 
11 
12 
13 

       9 
 

1016 
       0 
       6 
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Παράδειγµα 3.4. Η βαθµολογία 70 µαθητών σε ένα τεστ νοηµοσύνης (IQ) δίνεται 
από τον επόµενο πίνακα. 

Πίνακας 3.7 
Πίνακας Βαθµολογίας σε IQ test 70 µαθητών. 

103 
           98 
           99 

117 
114 
124 

           91 
117 
105 
109 
103 
111 
116 
110 

           98 
107 
132 
103 

115 
115 
117 
121 
119 
114 
97 
127 

           96 
115 
115 

           96 
110 
116 
122 
103 
103 
103 

124 
           94 

120 
123 
128 
120 
115 
109 

           97 
127 
110 
110 
107 
127 
102 

           96 
120 

137 
110 
103 
132 
121 
105 
122 
119 
119 
117 
112 

           99 
119 
112 
100 
110 
105 

 
∆ιαλέγοντας σαν stem τις 10δες και τις 5άδες έχουµε αντίστοιχα τα επόµενα 
φυλλογραφήµατα. 

 
Πίνακας 3.8 

∆ιατεταγµένο φυλλογράφηµα για τα δεδοµένα του Πίνακα 3.7. 
(stem =10άδα) 

227*13
77780001122344*12

77999945555566770000001224*11
5577990233333335
91466677889

*10
*9

leavesstems

 

 
Αξίζει να σηµειωθεί ότι τα φυλλογραφήµατα είναι στην πραγµατικότητα τα 

ιστογράµµατα µε στραµµένους τους άξονές τους κατά o90  όπως φαίνεται και στα 
Σχήµατα 3.17, 3.18. 
 Το πλεονέκτηµα του φυλλογραφήµατος σε σχέση µε το ιστόγραµµα είναι ότι το 
πρώτο διατηρεί τις αρχικές παρατηρήσεις. Έτσι, από ένα φυλλογράφηµα µπορεί 
κανείς αµέσως να διαπιστώσει αν µία συγκεκριµένη παρατήρηση υπάρχει ή όχι στο 
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δείγµα. Αντίθετα από ένα ιστόγραµµα που έχει προκύψει µε οµαδοποίηση αυτό δεν 
είναι εφικτό. 

Πίνακας 3.9 
∆ιατεταγµένο φυλλογράφηµα για τα δεδοµένα του Πίνακα 3.7. 

(stem =5άδα) 

713
22*13
777812
0001122344*12

79999555556677711
40000001224*11

555779910
023333333*10
6667788999
14*9

o

o

o

o

o

leavesstem

 

:*  πρώτη πεντάδα (0-4)     :o  δεύτερη πεντάδα (5-9) 
 

Σχήµα 3.17 
Φυλλογράφηµα και Ιστόγραµµα των δεδοµένων του Πίνακα 3.7. 

(stem=10άδα) 
 

22713
7778000112234412

7799994555556677000000122411
557799023333333510
914666778899
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Σχήµα 3.18 
Φυλογράφηµα και Ιστόγραµµα των δεδοµένων του Πίνακα 3.7. 

(stem=5άδα) 

713
22*13
777812
0001122344*12

79999555556677711
40000001224*11

555779910
023333333*10
6667788999
14*9

o

o

o

o

o

 

 



 
 
ΚΕΦΑΛΑΙΟ 7 
 
 
ΑΡΙΘΜΗΤΙΚΑ ΠΕΡΙΓΡΑΦΙΚΑ ΜΕΤΡΑ 
 
 
 
 
1. ΕΙΣΑΓΩΓΗ 

 Τα αριθµητικά περιγραφικά µέτρα (numerical descriptive measures) µας βοηθούν 
να σχηµατίσουµε µία συνοπτική εικόνα των δεδοµένων µας µε χρήση πολύ µικρού 
(σε σχέση µε τις αρχικές παρατηρήσεις) πλήθους αριθµητικών στοιχείων. Τα 
αριθµητικά περιγραφικά µέτρα χρησιµοποιούνται επίσης όπως θα δούµε σε επόµενα 
κεφάλαια για την θεωρία της στατιστικής συµπερασµατολογίας. ∆ιακρίνονται κυρίως 
σε δύο βασικές κατηγορίες: τα µέτρα θέσης ή κεντρικής τάσης (location measures, 
central tendency measures) και τα µέτρα διασποράς ή µεταβλητότητας (measures of 
variability, measures of variance, dispersion measures). Στο τέλος της παραγράφου 
αυτής θα εξετάσουµε επίσης και µερικά άλλα αριθµητικά περιγραφικά µέτρα τα 
οποία ορίζονται µε βάση τα µέτρα θέσης και διασποράς. 
 
2. ΜΕΤΡΑ ΚΕΝΤΡΙΚΗΣ ΤΑΣΗΣ Η ΘΕΣΗΣ 

 Τα µέτρα κεντρικής τάσης είναι χρήσιµα για την περιγραφή της θέσης της 
κατανοµής από την οποία προέρχονται τα δεδοµένα µας. Θα ορίσουµε αρχικά τα 
µέτρα της κατηγορίας αυτής για την περίπτωση µη οµαδοποιηµένων δεδοµένων 
δηλαδή όταν διαθέτουµε τις πρωτογενείς παρατηρήσεις vxxx ...,,, 21  ή ισοδύναµα τις 

διαφορετικές µεταξύ τους παρατηρήσεις kyyy ...,,, 21  και τις αντίστοιχες συχνότητες. 

α) Μέση Τιµή. Μέση τιµή (mean, mean value) ή δειγµατική µέση τιµή (sample 
mean) λέγεται το άθροισµα των τιµών των παρατηρήσεων του δείγµατος δια του 
πλήθους των παρατηρήσεων δηλαδή 

∑
=

=
v

i
ix

v
x

1

1 . 

Όταν χρησιµοποιούµε πίνακα συχνοτήτων, η µέση τιµή προκύπτει από τις ισοδύναµες 
εκφράσεις 

∑
∑

∑

=

=

= ==
k

i
iik

i
i

k

i
ii

yf
v

yv
x

1

1

1 . 
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Παράδειγµα 2.1. Αν τα βάρη (σε kgr) 10 κοτόπουλων ενός ορνιθοτροφείου ήταν 2, 
4, 4, 3, 4, 3, 3, 3, 6, 3 η µέση τιµή του δείγµατος θα είναι 5.310/35 ==x . Στον 
Πίνακα 2.1 φαίνεται ο τρόπος υπολογισµού του δειγµατικού µέσου µε χρήση πίνακα 
συχνοτήτων 

Πίνακας 2.1 
i  iy  iv  ii yv  
1 
2 
3 
4 

2 
3 
4 
6 

1 
5 
3 
1 

2 
15 
12 
6 

       10      35 

 
 Αξίζει να σηµειωθεί ότι για τη µέση τιµή ισχύει η σχέση 

∑
=

=−
k

i
ii xyv

1
0)(  

η οποία δείχνει ότι το x  είναι το κέντρο βάρους k σωµατιδίων µε βάρη kvvv ...,,, 21  

τοποθετηµένων στις θέσεις kyyy ...,,, 21  αντίστοιχα (βλ. Σχήµα 2.1 το οποίο αφορά 

τα δεδοµένα του Παραδείγµατος 2.1). 

 

Σχήµα 2.1 
Φυσική ερµηνεία της µέσης τιµής. 

 
 Ο δειγµατικός µέσος χρησιµοποιείται ευρύτατα ως αριθµητικό περιγραφικό 
µέτρο αφού είναι πολύ απλός στον υπολογισµό και για ένα σύνολο δεδοµένων 
καθορίζεται µονοσήµαντα. Έχει όµως το µειονέκτηµα να επηρεάζεται από πιθανές 
ακραίες τιµές (π.χ. αν 1=ix , 100...,,2,1=i  και 10000101 =x  τότε )100=x , να µην 

αντιστοιχεί πάντοτε σε “λογική” τιµή της τυχαίας µεταβλητής που εξετάζουµε (αν 
στο Παράδειγµα 2.1 υποθέσουµε ότι τα δεδοµένα αφορούν αριθµό παιδιών από 
δείγµα 10 οικογενειών τότε οι οικογένειες θα έχουν κατά µέσο όρο 3.5 παιδιά), ενώ 
δεν µπορεί να χρησιµοποιηθεί για την περιγραφή ποιοτικών χαρακτηριστικών. 
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β) Κορυφή. Κορυφή (mode) ή επικρατούσα τιµή 0M  ενός συνόλου 

παρατηρήσεων ορίζεται η παρατήρηση µε τη µεγαλύτερη συχνότητα. 

Παράδειγµα 2.1. (συνέχεια) Από τον Πίνακα 2.1 είναι φανερό ότι 30 =M . 

 Η κορυφή ενός συνόλου δεδοµένων δεν καθορίζεται πάντοτε µονοσήµαντα. Για 
παράδειγµα αν όλες οι παρατηρήσεις είναι διαφορετικές µεταξύ τους τότε όλες είναι 
κορυφές (στην περίπτωση αυτή λέµε συνήθως ότι δεν υπάρχει κορυφή). Τα 
πλεονεκτήµατα από την χρήση της κορυφής σαν αριθµητικού περιγραφικού µέτρου 
είναι ότι υπολογίζεται εύκολα, δεν επηρεάζεται από ακραίες τιµές ενώ µπορεί να 
χρησιµοποιηθεί και για ποιοτικές µεταβλητές. 

γ) ∆ιάµεσος. Η διάµεσος (median) δ ενός δείγµατος είναι η τιµή που χωρίζει το 
δείγµα σε δύο ίσα µέρη έτσι ώστε ο αριθµός των παρατηρήσεων που είναι µικρότερες 
ή ίσες από το δ να είναι ίσος µε τον αριθµό των παρατηρήσεων που είναι µεγαλύτερες 
ή ίσες από το δ. Έτσι αν διατάξουµε τις ν παρατηρήσεις vxxx ...,,, 21  και 

συµβολίσουµε µε )()2()1( vxxx ≤≤≤ L  το αντίστοιχο διατεταγµένο δείγµα, τότε η 

διάµεσος δ ορίζεται από τη σχέση 

⎢
⎢

⎣

⎡

=
+

−=
= + .2αν

2

12αν
)1()(

)(

rv
xx

rνx
δ rr

r
 

Παράδειγµα 2.1 (συνέχεια) Το διατεταγµένο δείγµα είναι 

6,4,4,4,3,3,3,3,3,2  

οπότε 

3
2

)6()5( =
+

=
xx

δ . 

 
 Η διάµεσος είναι απλή στον υπολογισµό και δεν επηρεάζεται από ακραίες τιµές, 
δεν µπορεί όµως να χρησιµοποιηθεί για ποιοτικές τυχαίες µεταβλητές. 

 δ) Ποσοστηµόρια. Γενικεύοντας την έννοια της διαµέσου µπορεί κανείς εύκολα 
να ορίσει τα ποσοστηµόρια (quantiles) ως εξής: Το α-στο ποσοστηµόριο αp  

( 10 << α ) ενός συνόλου παρατηρήσεων είναι η τιµή για την οποία το %100α  των 

παρατηρήσεων είναι µικρότερες ή ίσες του αp  και %100)1( α−  µεγαλύτερες ή ίσες 

του αp . 

 Αν το βα =100  είναι ακέραιος )99...,,2,1( =β  τότε τα αντίστοιχα ποσοστηµόρια 

λέγονται εκατοστηµόρια (percentiles). Συνήθως εξετάζουµε το 90ο...,ο,20ο,10  

εκατοσστηµόρια τα οποία λέγονται δεκατηµόρια (deciles) 9ο...,2ο,ο,1(  
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δεκατηµόριο αντίστοιχα). Ιδιαίτερο ενδιαφέρον παρουσιάζουν επίσης τα 
τεταρτηµόρια (quartiles) που αντιστοιχούν σε 75.0,50.0,25.0=α . Το 25.0p  

συµβολίζεται µε 1Q  και λέγεται πρώτο τεταρτηµόριο ενώ το 75.0p  µε 3Q  και λέγεται 

τρίτο τεταρτηµόριο. Είναι προφανές ότι το δεύτερο τεταρτηµόριο 50.0p  συµπίπτει µε 

τη διάµεσο δ των παρατηρήσεων. 

Παράδειγµα 2.2. Για τις παρατηρήσεις 2,3,4,6,3,3,5,1  το 1Q  θα πρέπει να αφήνει 2 

παρατηρήσεις του διατεταγµένου δείγµατος αριστερά και 6 δεξιά του. Εποµένως θα 
πρέπει να πάρουµε 5.22/)32(1 =+=Q . Όµοια 5.42/)54(3 =+=Q . 

 
 Οι ορισµοί που δόθηκαν παραπάνω για τα διάφορα µέτρα θέσης δεν µπορούν να 
χρησιµοποιηθούν όταν τα δεδοµένα δεν δίνονται ακριβώς, αλλά υπό µορφή πινάκων 
συχνοτήτων στους οποίους έχει γίνει οµαδοποίηση. Στην περίπτωση αυτή 
υποθέτουµε ότι οι τιµές στην κάθε κλάση κατανέµονται οµοιόµορφα οπότε οι 
παρατηρήσεις που ανήκουν σε αυτήν µπορούν να αντιπροσωπευθούν από την 
κεντρική τιµή της κλάσης (ηµιάθροισµα των άκρων της). Με βάση αυτή την 
παρατήρηση έχουµε τους επόµενους τύπους για τα πέντε µέτρα θέσης. 

 α) Μέση τιµή. Αυτή γράφεται στη µορφή 

∑ ∑
= =

==
k

i

k

i
iiii yfyv

v
x

1 1

1  

όπου iy  η κεντρική τιµή της i  κλάσης και iv , if  η αντίστοιχη συχνότητα και 

σχετική συχνότητα. 

 β) Κορυφή. Στα οµαδοποιηµένα δεδοµένα, επειδή οι αρχικές παρατηρήσεις δεν 
είναι διαθέσιµες δεν µπορούµε να καθορίσουµε την παρατήρηση µε τη µεγαλύτερη 
συχνότητα. Αντί αυτής λοιπόν θεωρούµε την επικρατούσα κλάση, δηλαδή την 
οµάδα µε τη µεγαλύτερη συχνότητα και ας συµβολίσουµε µε iL  το κάτω όριό της. Ο 

γραφικός υπολογισµός της κορυφής 0M  από ένα ιστόγραµµα συχνοτήτων δείχνεται 

στο Σχήµα 2.2: από το σηµείο τοµής των ΑΓ  και Β∆  φέρνουµε παράλληλη προς τον 
άξονα των συχνοτήτων. Το σηµείο στο οποίο αυτή συναντά τον οριζόντιο άξονα είναι 
η κορυφή 0Μ . Από το σχήµα είναι φανερό ότι 

EZLi +=0Μ  

και αν συµβολίσουµε µε 

 :c     το πλάτος των κλάσεων 
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      11 −−= ii vv∆  (διαφορά µεταξύ της µεγαλύτερης συχνότητας και της 

συχνότητας της προηγούµενης κλάσης) 

      12 +−= ii vv∆  (διαφορά µεταξύ της µεγαλύτερης συχνότητας και της 

συχνότητας της επόµενης κλάσης) 

θα έχουµε 

cAB /1∆= ,    c/2∆Γ∆ = ,    cB =Γ . 

Εποµένως 

c
AB

ABEZ
21

1

∆∆
∆ΒΓ

Γ∆ +
=

+
=  

και η κορυφή 0M  θα δίνεται από τον τύπο 

          cLM i
21

1
0 ∆∆

∆
+

+= .         (2.1) 

 

Σχήµα 2.2 
Γραφικός προσδιορισµός της κορυφής οµαδοποιηµένων δεδοµένων 

µε βάση το ιστόγραµµα συχνοτήτων. 

 

 γ) ∆ιάµεσος. Αρχικά υπολογίζουµε τη µεσαία κλάση δηλαδή το διάστηµα στο 
οποίο ανήκει η διατεταγµένη παρατήρηση µε σειρά 2/)1( +v  (αν το ν είναι άρτιος 

µας ενδιαφέρουν οι παρατηρήσεις µε σειρά 2/v  και )2/)1( +v  και ας συµβολίσουµε 

µε iL  το κάτω όριό της. Ο γραφικός υπολογισµός της διαµέσου δ βασίζεται στο 

ιστόγραµµα αθροιστικών συχνοτήτων (βλ. Σχήµα 2.3) και γίνεται ως εξής: Από το 
µέσο ∆ του τµήµατος OH  φέρνουµε παράλληλη µε τον άξονα των παρατηρήσεων 
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και από το σηµείο όπου αυτή συναντά το αθροιστικό διάγραµµα φέρνουµε 
παράλληλη µε τον άξονα των συχνοτήτων. Το σηµείο τοµής της τελευταίας µε τον 
οριζόντιο άξονα είναι η διάµεσος δ των παρατηρήσεων. Από το σχήµα είναι φανερό 
ότι  

EZLi +=δ  

και αν συµβολίσουµε 
:c  το πλάτος των κλάσεων 

:iv  τη συχνότητα της κλάσης µε κάτω όριο iL  

1211 −− +++= ii vvvN L  (αθροιστική συχνότητα της κλάσης µε άνω όριο το iL ) 

θα έχουµε 

c
v

AB i= ,   
c

N
c

vAE i 1

2
−−= ,   c=ΒΓ . 

Εποµένως 

c
v

Nv

B
AB
AEEZ

i

i
⋅

−
==

−12Γ  

και η διάµεσος δ θα δίνεται από τον τύπο 

          c
v

Nv

L
i

i

i ⋅
−

+=
−12δ .         (2.2) 

 

Σχήµα 2.3 
Γραφικός προσδιορισµός διαµέσου οµαδοποιηµένων παρατηρήσεων από το 

ιστόγραµµα αθροιστικών συχνοτήτων. 
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 δ) Ποσοστηµόρια. ∆ουλεύοντας όπως και στη διάµεσο µπορούµε να δείξουµε 
ότι το α-στο ποσοστηµόριο αp  δίνεται από τον τύπο 

 

       c
v

NvαLp
i

i
iα ⋅−+= −1 ,        (2.3) 

όπου: 

 :c το πλάτος των κλάσεων 

     :iL  το κάτω όριο της κλάσης που περιέχει την διατεταγµένη παρατήρηση µε 

σειρά ][ να  

      :iv  η συχνότητα της κλάσης µε κάτω όριο το iL  

      1211 −− +++= ii vvvN L  (αθροιστική συχνότητα της κλάσης µε άνω όριο το )iL  

 
Ειδικά για το πρώτο ( 25.0=α ) και τρίτο ( 75.0=α ) τεταρτηµόριο έχουµε τους 

τύπους 

          c
v

Nv

LQ
i

i

i ⋅
−

+=
−1

1
4 ,         (2.4) 

  c
v

Nv

LQ
i

i

i ⋅
−

+=
−1

3
4
3

.         (2.5) 

Παράδειγµα 2.3. Η βαθµολογία των 28 µαθητών µιας τάξης σε ένα τεστ δίνεται στον 
επόµενο πίνακα 

 
Πίνακας 2.2 

Βαθµολογία 28 µαθητών µιας τάξης σε ένα τεστ. 

15 22 11 8 10 11 11 

11 9 12 11 14 10 10 

11 11 12 15 9 6 8 

11 7 16 9 10 17 11 
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Το αντίστοιχο διατεταγµένο φυλλογράφηµα είναι 
 

Σχήµα 2.4. 
Φυλλογράφηµα των δεδοµένων του Πίνακα 2.2. 

(stems=10αδες, leaves=µονάδες) 

22
765542211111111100001

99988760
leavesstems

 

 
από όπου µπορούµε εύκολα να διαπιστώσουµε ότι 

110 =M ,   11=δ ,   5.92/)109(1 =+=Q ,   123 =Q . 

Επίσης 

357.11
28

318
28

28

1 ===
∑
=i

ix
x . 

Οµαδοποιώντας τα δεδοµένα σε 

68.528log32.31 10 ≅=+=q  

οµάδες παίρνουµε τον επόµενο πίνακα 
    

 
i  Κάτω 

όριο 
Άνω 
όριο 

Κεντρική 
Τιµή iy  

Συχνότητα 
iv  

 
ii yv  

Αθροιστ. 
Συχνότητ. 

iN  
1 
2 
3 
4 
5 
6 

       5.5 
       8.5 

11.5 
14.5 
17.5 
20.5 

       8.5 
11.5 
14.5 
17.5 
20.5 
23.5 

        7 
10 
13 
16 
19 
22 

4 
      16 

3 
4 
0 
1 

      28 
160 
39 
64 

       0 
22 

        4 
20 
23 
27 
27 
28 

    28 313 - 
 

οπότε 

α) ∑
=

===
k

i
ii yv

v
x

1
178.11

28
3131 . 

β) Για την κορυφή έχουµε 
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5.82 =L ,   124161 =−=∆ ,   133162 =−=∆ , 

και ο τύπος (2.1) δίνει 

94.93
1312

125.80 =⋅
+

+=Μ . 

γ) Για τη διάµεσο έχουµε 
5.82 =L ,   162 =v ,   41 =N  

και ο τύπος (2.2) δίνει 

375.103
16

4145.8 =⋅−+=δ . 

δ) Για το πρώτο τεταρτηµόριο είναι 

5.82 =L ,   162 =v ,   42 =M  

και ο τύπος (2.4) δίνει 

06.93
16

475.81 =⋅−+=Q . 

ε) Για το τρίτο τεταρτηµόριο έχουµε 

5.113 =L ,   33 =v ,   20212 =+= vvN  

και ο τύπος (2.5) δίνει 

5.123
3

20215.113 =⋅−+=Q . 

Αξίζει να σηµειωθεί ότι όλες σχεδόν οι προσεγγιστικές τιµές που βρίσκονται µε βάση 
τα οµαδοποιηµένα δεδοµένα είναι αρκετά κοντά στις αντίστοιχες ακριβείς τιµές. 
 
3. ΜΕΤΡΑ ∆ΙΑΣΠΟΡΑΣ Η ΜΕΤΑΒΛΗΤΟΤΗΤΑΣ 

 Παρόλο που τα µέτρα θέσης παρέχουν κάποια πληροφορία για την κατανοµή 
ενός πληθυσµού δεν είναι όµως επαρκή για να τον περιγράψουν ικανοποιητικά. 
Θεωρώντας για παράδειγµα τα έξι δείγµατα του Πίνακα 3.1 παρατηρούµε ότι, αν και 
έχουν τις ίδιες µέσες τιµές 10=x  και διαµέσους 10=δ , είναι φανερό ότι οι 
κατανοµές τους διαφέρουν σηµαντικά. Πιο συγκεκριµένα, οι παρατηρήσεις των έξι 
δειγµάτων έχουν διαφορετική µεταβλητότητα, δηλαδή αποκλίσεις από τη µέση τιµή 
(οι αποκλίσεις αυτές αυξάνονται συνεχώς όσο προχωράµε από τον πληθυσµό I προς 
τον πληθυσµό VI). 

Πίνακας 3.1 
Ι ΙΙ ΙΙΙ ΙV V VI 

     8 
     9 

10 

     8 
10 
10 

     4 
     7 

10 

     4 
     4 

10 

     1 
     3 

10 

     1 
     5 

10 
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11 
12 

10 
12 

13 
16 

16 
16 

17 
19 

15 
19 

 Παράλληλα λοιπόν µε τα µέτρα θέσης κρίνεται απαραίτητη και η εξέταση 
κάποιων µέτρων µεταβλητότητας, δηλαδή µέτρων που εκφράζουν τις αποκλίσεις των 
τιµών µίας µεταβλητής γύρω από τα µέτρα κεντρικής τάσης. Τέτοια µέτρα λέγονται 
µέτρα διασποράς ή µεταβλητότητας (measures of variability, measures of variance, 
dispersion measures) και τα περισσότερο συνηθισµένα από αυτά είναι τα επόµενα: 

α) Εύρος–Κύµανση. Το απλούστερο από τα µέτρα διασποράς είναι το εύρος (Range) 
R που ορίζεται ως η διαφορά της ελάχιστης παρατήρησης από τη µέγιστη 
παρατήρηση. 
 Όταν τα δεδοµένα είναι ταξινοµηµένα σε κατανοµή συχνότητας, το εύρος 
προκύπτει σαν διαφορά µεταξύ του κατώτερου ορίου του πρώτου διαστήµατος και 
του ανώτερου ορίου του τελευταίου διαστήµατος. 
 Το εύρος, αν και είναι πολύ εύκολο στον υπολογισµό του, δε θεωρείται αξιόπιστο 
µέτρο διασποράς καθότι βασίζεται µόνο στις δύο ακραίες τιµές και δεν επηρεάζεται 
καθόλου από την κατανοµή των υπολοίπων τιµών στο ενδιάµεσο διάστηµα. 

β) Ενδοτεταρτηµοριακή και Ηµιενδοτεταρτηµοριακή απόκλιση. Η 
ενδοτεταρτηµοριακή απόκλιση ή ενδοτεταρτηµοριακό εύρος (interquantile deviation, 
interquantile range) είναι η διαφορά του πρώτου τεταρτηµορίου 1Q  από το τρίτο 

τεταρτηµόριο 3Q . Στο µεταξύ τους διάστηµα περιλαµβάνεται το 50% των τιµών του 

δείγµατος. Εποµένως όσο µικρότερο θα είναι αυτό το διάστηµα, τόσο µεγαλύτερη θα 
είναι η συγκέντρωση των τιµών και άρα µικρότερη η διασπορά των τιµών της 
µεταβλητής. 
 Το µισό της διαφοράς 13 QQ −  είναι το λεγόµενο ηµιενδοτεταρτηµοριακό 

εύρος ή απόκλιση (semi-interquantile deviation, semi-interquantile range) και 
συµβολίζεται µε Q, δηλ. 

2
13 QQ

Q
−

= . 

Το Q µετριέται µε τις ίδιες µονάδες της µεταβλητής και δεν εξαρτάται από όλες 
τις τιµές, αλλά µόνο από εκείνες που περιλαµβάνονται στον υπολογισµό των 1Q  και 

3Q . 

γ) Μέση Απόκλιση. Ως (δειγµατική) µέση απόκλιση (mean deviation) ορίζεται το 
µέγεθος 



 189

∑
=

−=
v

i
i xx

v
MD

1
||1  

δηλαδή ο αριθµητικός µέσος των απολύτων τιµών των αποκλίσεων των τιµών της 
µεταβλητής από τη µέση τιµή τους. Όσο µεγαλύτερη είναι η µέση απόκλιση, τόσο 
περισσότερο απέχουν οι τιµές της µεταβλητής από τη µέση τιµή. 
 Όταν τα στατιστικά δεδοµένα δίνονται µε τη µορφή πινάκων συχνοτήτων, τότε η 
µέση απόκλιση δίνεται από τον τύπο 

∑
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ii xyv

v
MD

1
||1 . 

 Ο ίδιος τύπος ισχύει και για οµαδοποιηµένα δεδοµένα, αν στη θέση των iy  

χρησιµοποιήσουµε την κεντρική τιµή των αντίστοιχων κλάσεων. 

δ) ∆ιασπορά ή ∆ιακύµανση. Το πιο διαδεδοµένο µέτρο διασποράς είναι η 
δειγµατική διασπορά ή διακύµανση (variance) που ορίζεται από τη σχέση 
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Αυτή ισοδύναµα γράφεται στη µορφή 
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 Η διασπορά είναι η κυριότερη παράµετρος µεταβλητότητας. Όταν οι τιµές ενός 
συνόλου παρατηρήσεων δεν διαφέρουν πολύ από τη µέση τιµή τους, τότε η διασπορά 
είναι µικρή, ενώ αντίθετα η διασπορά µεγαλώνει όταν οι τιµές είναι σκορπισµένες σε 
µεγάλη απόσταση γύρω από τη µέση τιµή. Για την εύρεση της διασποράς 
λαµβάνονται υπόψη όλες οι τιµές των παρατηρήσεων, ως µέτρο δε µεταβλητότητας 
προσφέρεται για περαιτέρω µαθηµατική ανάλυση. 
 Στις περιπτώσεις δεδοµένων που δίνονται µε τη µορφή πινάκων συχνοτήτων η 
διασπορά µπορεί να υπολογισθεί από τον τύπο 
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ή ισοδύναµα, 
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 Ο ίδιος τύπος ισχύει και για οµαδοποιηµένα δεδοµένα, αρκεί στη θέση των iy  να 

χρησιµοποιήσουµε την κεντρική τιµή των αντίστοιχων κλάσεων. 
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ε) Τυπική απόκλιση. Η διασπορά (διακύµανση) εκφράζεται σε µονάδα που είναι το 
τετράγωνο της αρχικής µονάδας µέτρησης του χαρακτηριστικού. Εποµένως, 
θεωρώντας την τετραγωνική ρίζα της διασποράς θα πάρουµε ένα µέτρο 
µεταβλητότητας που να εκφράζεται στη µονάδα µέτρησης του χαρακτηριστικού, 
όπως ακριβώς είναι όλα τα µέτρα κεντρικής τάσης και µεταβλητότητας που 
αναφέραµε µέχρι τώρα (εκτός βέβαια της διασποράς). Η ποσότητα αυτή λέγεται 
τυπική απόκλιση (standard deviation) και συµβολίζεται µε s, δηλαδή 

∑
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 Όταν τα δεδοµένα δίνοντάι σε µορφή πινάκων συχνοτήτων η τυπική απόκλιση θα 
δίνεται από τη σχέση 

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−

−
= ∑ ∑

= =

k

i

k

i
iiii yv

v
yv

v
s

1

2

1

2 1
1

1 , 

ενώ ο ίδιος τύπος θα ισχύει και για οµαδοποιηµένα δεδοµένα, αρκεί στη θέση των iy  

να χρησιµοποιήσουµε την κεντρική τιµή των αντίστοιχων κλάσεων. 
 Αξίζει να σηµειωθεί ότι αν η γραφική παράσταση (ιστόγραµµα) των δεδοµένων 
που χρησιµοποιούµε µοιάζει µε το σχήµα της κανονικής κατανοµής (καµπάνα του 
Gauss) τότε 

  i) το 68% περίπου των παρατηρήσεων βρίσκεται στο διάστηµα µε άκρα τα σηµεία 
sx ± , 

 ii) το 95% περίπου των παρατηρήσεων βρίσκεται στο διάστηµα µε άκρα τα σηµεία 
sx 2± , 

iii) το 99% περίπου των παρατηρήσεων βρίσκεται στο διάστηµα µε άκρα τα σηµεία 
sx 3± , 

 iv) ισχύει προσεγγιστικά η σχέση sR 4≅ . 

 Ανεξάρτητα πάντως από το αν τα δεδοµένα ακολουθούν ή όχι Κανονική 
κατανοµη, το ποσοστό των δεδοµένων που βρίσκονται µεταξύ n±  τυπικών 
αποκλίσεων από τη µέση τιµή είναι τουλάχιστον (κανόνας Bienayme–Chebyshev) 

%1001111 22 ⋅⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=−

nn
. 

Αυτό προκύπτει αµέσως από τη γνωστή ανισότητα Chebyshev. Πράγµατι, αν Χ είναι 

µία τυχαία µεταβλητή µε µέση τιµή µ και διασπορά 2σ , τότε (βλ. Θεώρηµα 3.1 (ii) 
του Κεφ. 8) 
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2/1]||[ nσnµΧΡ ≤≥−  

ή ισοδύναµα, 

2
11]||[

n
σnµXP −≥<− ,   1>n . 

Έτσι, για δεδοµένα µε οποιαδήποτε κατανοµή, τουλάχιστον το 75%, 88.89% ή 
93.75% των παρατηρήσεων περιέχονται µεταξύ n±  τυπικών αποκλίσεων από τη 
µέση τιµή, για 3,2=n  ή 4, αντίστοιχα. 

 Όταν θέλουµε να βρούµε τη τυπική απόκλιση χρησιµοποιώντας οµαδοποιηµένες 
τιµές έχουµε πάντα ένα σφάλµα που οφείλεται στο γεγονός ότι οι παρατηρήσεις 
θεωρούνται συγκεντρωµένες στο µέσο των εκλεγόµενων διαστηµάτων (κλάσεων). 
Έτσι η τιµή του s που βρίσκουµε χρησιµοποιώντας οµαδοποίηση των δεδοµένων δεν 
είναι παρά µία προσέγγιση της πραγµατικής τιµής της τυπικής απόκλισης των 
αρχικών παρατηρήσεων του δείγµατος. Κάτω από ορισµένες συνθήκες οι 
προσεγγιστικές αυτές τιµές είναι δυνατό να διορθωθούν. Στην περίπτωση που η 
κατανοµή παρουσιάζει συµµετρία περί τη µέση τιµή της και το εύρος των κλάσεων 
είναι το ίδιο, έστω c, τότε το σφάλµα που προκύπτει από τον υπολογισµό της 
διασποράς µε χρήση οµαδοποίησης ισούται µε το ένα δωδέκατο του τετραγώνου του 

εύρους των κλάσεων. ∆ηλαδή, αν 2s  είναι η διασπορά όπως προκύπτει από τις 
οµαδοποιηµένες παρατηρήσεις, τότε η διορθωµένη διασπορά δίνεται από τη σχέση 

12

2
22 cssδ −=  

(διόρθωση κατά W. Sheppard). Η διορθωµένη τυπική απόκλιση κατά Sheppard είναι 
αντίστοιχα 

12

2
22 csss δδ −== . 

στ) Μέση διαφορά κατά Gini. Ένα άλλο µέτρο διασποράς είναι η µέση διαφορά 
κατά Gini η οποία ορίζεται από την σχέση 

∑∑∑
≤≤≤= =

−=−=
νji

ji

ν

i

v

j
ji xx

v
xx

v
d

1
2

1 1
2 ||2||1  

προκειµένου για µη οµαδοποιηµένες παρατηρήσεις, ή από τη σχέση 

∑
=

−=
k

i
ii NNv

v
cd

1
2 )(2  

στην περίπτωση οµαδοποιηµένων παρατηρήσεων µε κοινό µήκος κλάσεων c. 
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 Η µέση διαφορά κατά Gini εκφράζει την µέση απόλυτη διαφορά κάθε µέτρησης 
από όλες τις άλλες. 

Παράδειγµα 3.1. Σε δύο δείγµατα 8 οικογενειών είχαµε τον εξής αριθµό παιδιών: 
 

310361612ΙΙ∆είγµα
231031311Ι∆είγµα
87654321i

 

 

Τα σηµειογράµµατα των δύο δειγµάτων είναι τα εξής: 
 

 

 

και δείχνουν ότι το πρώτο παρουσιάζει µικρότερη µεταβλητότητα από ότι το δεύτερο. 
Με βάση τα δεδοµένα αυτά µπορούµε να συµπληρώσουµε τους Πίνακες Συχνοτήτων 
 

Πίνακας 3.1 
Υπολογισµός των µέτρων διασποράς για το δείγµα Ι. 

i  iy  iv  ii yv  || xyi −  || xyv ii −  2)( xyi −  2)( xyv ii −  

1 
2 
3 
4 

1 
2 
3 

 10 

3 
1 
3 
1 

3 
2 
9 

  10 

2 
1 
0 
7 

6 
1 
0 
7 

4 
1 
0 

      49 

12 
          1 
          0 

49 
  8   24         14  61 
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Πίνακας 3.2 
Υπολογισµός των µέτρων διασποράς για το δείγµα ΙΙ. 

i  iy  iv  ii yv  || xyi −  || xyv ii −  2)( xyi −  2)( xyv ii −  

1 
2 
3 
4 
5 

1 
2 
3 
6 

 10 

2 
1 
2 
2 
1 

2 
2 
6 

  12 
  10 

3 
2 
1 
2 
6 

6 
2 
2 
4 
6 

9 
4 
1 

        4 
      36 

18 
          4 
          2 

 8 
36 

  8   32         20  68 
 

3.1 και 3.2 από όπου βρίσκουµε τις επόµενες τιµές για τις παραµέτρους διασποράς 
των δύο δειγµάτων: 

∆είγµα Ι: 75.18/14 ==MD ,   9110 =−=R , 

   71.87/612 ==s ,   12/)13(2/)( 13 =−=−= QQQ , 

   95.2=s . 

∆είγµα ΙΙ: 5.28/20 ==MD ,   9110 =−=R , 

   71.97/682 ==s ,   25.22/)516(2/)( 13 =⋅−=−= QQQ , 

   123 ⋅=s . 

Παρατηρείστε ότι, µε µοναδική εξαίρεση το εύρος R το οποίο συµπίπτει για τα δύο 
δείγµατα, όλα τα µέτρα διασποράς του δευτέρου δείγµατος είναι µεγαλύτερα από τα 
αντίστοιχα µέτρα διασποράς του πρώτου. 

Παράδειγµα 3.2. Για τις διακεκριµένες τιµές 

8,     10,     15,     20,     25 

η µέση διαφορά κατά Gini βρίσκεται από τα αθροίσµατα των απολύτων διαφορών 

93
0
5

20
30
38

|2525|
|2520||2020|
|2515||2015||1515|
|2510||2010||1510||1010|
|258||208||158||108||88|

=
=
=
=
=

−
−+−
−+−+−
−+−+−+−
−+−+−+−+−

 

δηλαδή 

44.7
25

186
5

932
2 ==
⋅

=d . 
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Παράδειγµα 3.3. Ο Πίνακας 3.3 δείχνει τα βήµατα για τον υπολογισµό της µέσης 
διαφοράς κατά Gini σε οµαδοποιηµένα δεδοµένα. 
 

Πίνακας 3.3 
Αριθµός επιτυχών βολών σε 50 ρίψεις για ένα δείγµα 210 µαθητών. 

Κλάσεις iv  iN  iNv −  ii NNvc )( −  

11-13 
14-16 
17-19 
20-22 
23-25 
26-28 
29-31 
32-34 
35-37 

       1 
12 
17 
46 
55 
38 
25 
13 

       3 

          1 
13 
30 
76 
131 
169 
194 
207 
210 

209 
197 
180 
134 

         79 
         41 
         16 
           3 
           0 

              627 
            7683 

16200 
30552 
31047 
20787 

            9312 
            1863 
                  0 

    210           118071 
 

Εποµένως η µέση διαφορά κατά Gini είναι 

35.5
210
1180712

2 =
⋅

=d . 

4. ΘΗΚΟΓΡΑΜΜΑΤΑ 

 Ένας απλός τρόπος παρουσίασης των κυριοτέρων χαρακτηριστικών µίας 
κατανοµής µέσω µίας γραφικής παράστασης είναι το λεγόµενο θηκόγραµµα (box 
plot). Η κατασκευή ενός θηκογράµµατος περιγράφεται παρακάτω. 

 Αρχικά βρίσκουµε για τα δεδοµένα που έχουµε τα δύο τεταρτηµόρια 1Q  και 3Q  

και τη διάµεσο δ. Μετά κατασκευάζουµε ένα ορθογώνιο µε την κάτω βάση στο 1Q  

και την άνω βάση στο 3Q  Το µήκος των βάσεων του ορθογωνίου λαµβάνεται 

αυθαίρετα. Η διάµεσος παριστάνεται σαν ένα ευθύγραµµο τµήµα µέσα στο 
ορθογώνιο παράλληλο µε τις βάσεις. 
 Στη συνέχεια διακεκοµµένες γραµµές εκτείνονται από τα µέσα των βάσεων του 
ορθογωνίου µέχρι τις οριακές (adjacent) τιµές που προκύπτουν ως εξής: Η άνω τιµή 
ορίζεται ως η µεγαλύτερη παρατήρηση, η οποία είναι µικρότερη ή ίση από το 

QQQQQ 3)(5.1 3133 +=−+ . 

 Η κατώτερη οριακή τιµή ορίζεται ως η µικρότερη παρατήρηση η οποία είναι 
µεγαλύτερη ή ίση από το 
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QQQQQ 3)(5.1 1131 −=−− . 

 Εάν υπάρχουν ακόµη παρατηρήσεις που βρίσκονται έξω από το εύρος των δύο 
οριακών τιµών, αυτές καλούνται εξωτερικές τιµές και παριστάνονται µε κάποιο 
ιδιαίτερο σύµβολο (π.χ. * ή ▄). 
 Το θηκόγραµµα µας δίνει το κεντρικό διάστηµα µε το 50% των παρατηρήσεων. 
Οι διακεκριµένες γραµµές και η θέση της διαµέσου µας δίνουν µία εικόνα για τη 
συµµετρικότητα της κατανοµής. Οι εξωτερικές τιµές µπορεί να µας καθοδηγήσουν 
στην αναζήτηση τυχόν έκτροπων τιµών (outliers). Πάντως οι εξωτερικές τιµές δεν 
είναι πάντα κατ’ ανάγκη έκτροπες παρατηρήσεις. 

Παράδειγµα 4.1. Ας θεωρήσουµε τα δεδοµένα του Παραδείγµατος 2.3 όπως δίνονται 
στον Πίνακα 2.2. Τότε τα τεταρτηµόρια είναι 5.91 =Q , 123 =Q  και η διάµεσος 

11=δ . Η άνω οριακή τιµή είναι η µεγαλύτερη παρατήρηση που είναι µικρότερη ή 
ίση από 

75.15)5.912(5.112)(5.1 133 =−+=−+ QQQ  

δηλαδή το 15. Όµοια η κάτω οριακή τιµή είναι η µικρότερη παρατήρηση που είναι 
µεγαλύτερη ή ίση από το 

75.5)5.912(5.15.9)(5.1 131 =−−=−− QQQ  

δηλαδή το 6. Με βάση τα στοιχεία αυτά µπορούµε να σχεδιάσουµε το θηκόγραµµα 
του Σχήµατος 4.1 Είναι φανερό ότι για τα δεδοµένα αυτά υπάρχουν επίσης τρεις 
εξωτερικές τιµές προς τα άνω (οι τιµές 15,17 και 22). Αναγράφοντας και τις 
παρατηρήσεις αυτές στο σχήµα συµπληρώνεται η κατασκευή του θηκογράµµατος 
των δεδοµένων του Πίνακα 2.2. 

 

Σχήµα 4.1 
Θηκόγραµµα για τα δεδοµένα του Πίνακα 1.2. 
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 Τα θηκογράµµατα είναι αρκετά χρήσιµα σε περίπτωση που έχουµε να 
συγκρίνουµε ταυτόχρονα διάφορους πληθυσµούς (διάφορα σύνολα παρατηρήσεων-
δειγµάτων), όπως π.χ. φαίνεται στο Σχήµα 4.2. 

 

Σχήµα 4.2 
Θηκογράµµατα του ηµερήσιου max 20S  στο Bayonne, New Jersey  

για τους µήνες Νοέµβριο 1969 – Οκτώβριο 1972. 
 

 
5. ΜΕΤΑΣΧΗΜΑΤΙΣΜΟΙ ∆Ε∆ΟΜΕΝΩΝ–ΚΩ∆ΙΚΟΠΟΙΗΜΕΝΗ ΜΕΘΟ∆ΟΣ 

 Έστω Χ µία τυχαία µεταβλητή από την οποία παίρνουµε ένα δείγµα µεγέθους ν 
και ας συµβολίσουµε µε vxxx ...,,, 21  τις ν παρατηρήσεις του δείγµατος. Αν 

θεωρήσουµε µία νέα τυχαία µεταβλητή 

βΧα +=U ,   0≠α , 

οι µετασχηµατισµένες παρατηρήσεις θα δίνονται από τον τύπο 

βα += ii xu ,   vi ...,,2,1=  

και αποκτά νόηµα η αναζήτηση σχέσεων µεταξύ των αριθµητικών περιγραφικών 
µέτρων των δύο συνόλων δεδοµένων }...,,{ 1 vxx  και }...,,{ 1 vuu . Σχετικά έχουµε τα 

επόµενα θεωρήµατα. 

Θεώρηµα 5.1. Αν 2, usu  είναι ο δειγµατικός µέσος και διασπορά των 

µετασχηµατισµένων παρατηρήσεων 

βxαu ii += ,   vi ,...,2,1=  

τότε 
   i) βxαu += , 

  ii) 222
xu sαs = , 

 iii) xu sαs ||= . 
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Απόδειξη. i) Έχουµε προφανώς 

∑ ∑ ∑
= = =

+=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=+==

v

i

v

i

v

i
iii βxαβvxα

ν
βxα

v
u

v
u

1 1 1

1)(11
. 

ii) Λόγω του (i) παίρνουµε 

)( xxαuu ii −=−  

οπότε 

∑ ∑
= =

=−
−

=−
−

=
v

i

v

i
xiiu sαxxα

v
uu

v
s

1 1

222222 )(
1

1)(
1

1 . 

 iii) Άµεση συνέπεια του (ii). 

Θεώρηµα 5.2. Αν 0M , δ είναι η κορυφή και η διάµεσος των δεδοµένων ix  και uM , 

uδ  η κορυφή και η διάµεσος των 

βα += ii xu  

τότε 

  i)  βΜαΜ += 0u , 

 ii)  βαδδ +=u . 

Απόδειξη. i) Αν 00
Mxi =  είναι η παρατήρηση µε τη µεγαλύτερη συχνότητα στο 

αρχικό δείγµα τότε, λόγω του γεγονότος ότι ο µετασχηµατισµός βα += xu  είναι ένα 

προς ένα, η 

βxαu ii +=
00

 

θα είναι η παρατήρηση µε τη µεγαλύτερη συχνότητα στο τελικό (µετασχηµατισµένο) 
δείγµα. Άρα 

βΜαuΜ iu +== 00
. 

 ii) Ας υποθέσουµε ότι 0>α . Αν 

)()2()1( vxxx ≤≤≤ L  

είναι το αρχικό διατεταγµένο δείγµα, τότε για τα βxαz ii += )( , vi ..,,2,1= , έχουµε 

vzzz ≤<≤ L21  

και αφού }...,,,{}...,,{ 211 vvi uuuβxαβxαz =++∈  έπεται ότι 

)(ii uz = ,   vi ...,,2,1= . 



 198

Εποµένως για 0>α  θα είναι 

⎢
⎢
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rvu
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u 2αν
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βxxαzz
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⎡

=
+
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αβ rr

r

2αν
2

12αν
)1()(
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    δαβ ⋅+= . 

Η απόδειξη για 0<α προκύπτει µε τον ίδιο τρόπο. 

Παρατήρηση 5.1. Αξίζει να σηµειώσουµε ακόµη τα εξής: 

 α) Αν 0>α  τα ποσοστηµόρια ικανοποιούν ανάλογη σχέση µε τη σχέση (ii) του 
Θεωρήµατος 5.2. 

 β) Τα Θεωρήµατα 5.1, 5.2 ισχύουν και για παρατηρήσεις που δίνονται στη µορφή 
πινάκων συχνοτήτων (γιατί;) καθώς επίσης και για οµαδοποιηµένες παρατηρήσεις 
(γιατί;) 

 Το Θεώρηµα 5.1 µπορεί να χρησιµοποιηθεί αποτελεσµατικά για την απλοποίηση 
των υπολογισµών που απαιτούνται για την εύρεση του δειγµατικού µέσου και 
διασποράς οµαδοποιηµένων δεδοµένων. Αυτό επιτυγχάνεται µε χρήση της επόµενης 
διαδικασίας η οποία είναι γνωστή ως κωδικοποίηση (coding). 

1Κ . Βρίσκουµε την κλάση µε τη µεγαλύτερη συχνότητα και έστω 0y  το κέντρο της. 

2K . Εκτελούµε το µετασχηµατισµό 

c
yy

u i
i

0−
= ,   ki ...,,2,1= . 

3K . Υπολογίζουµε το u  και 2
us  από τους τύπους 

∑
=

=
k

i
iiuv

v
u

1

1 ,     ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

−
= ∑

=

k

i
iiu uvuv

v
s

1

222

1
1 . 

4K . Υπολογίζουµε τα x  και 2
xs  από τις σχέσεις 

0yucx += ,     222
ux scs = . 
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Η χρησιµότητα της κωδικοποίησης ως µέσον ελάττωσης του όγκου των πράξεων 
οφείλεται στο βήµα 2K  το οποίο οδηγεί σε δεδοµένα της µορφής ,...,2,1,0 ±±=iu  

όπως φαίνεται και στο επόµενο παράδειγµα. 

Παράδειγµα 5.1. Ο δειγµατικός µέσος και διασπορά των δεδοµένων του Πίνακα 2.2 
(Παράδειγµα 2.3) µπορεί (χωρίς κωδικοποίηση) να υπολογιστεί από τον επόµενο 
πίνακα συχνοτήτων. 
 

Κάτω 
όρια 

Άνω 
όρια 

iy  iv  iN  ii yv  2
iy  2

ii yv  

      5.5 
      8.5 

11.5 
14.5 
17.5 
20.5 

      8.5 
11.5 
14.5 
17.5 
20.5 
23.5 

     7 
10 
13 
16 
19 
22 

     4 
16 

     3 
     4 
     0 
     1 

      4 
20 
23 
27 
27 
28 

    28 
160 

    39 
    64 
      0 
    22 

    49 
100 
169 
256 
361 
484 

     196 
1600 

     507 
1024 

         0 
     484 

   28  313  3811 

 
Έτσι βρίσκουµε 
 

178.11
28

313
==x ,   56.11

28
3131811

27
1 2

2 =⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−=s . 

Εκτελώντας τον µετασχηµατισµό κωδικοποίησης 

3
10−

= i
i

y
u ,   6...,,2,1=i  

παίρνουµε τον πίνακα 
 

iy  iv  iu  iiuv  2
iu  2

iiuv  
        7 

10 
13 
16 
19 
22 

         4 
16 

        3 
        4 
        0 
        1 

-1 
        0 
        1 
        2 
        3 
        4 

-4 
        0 
        3 
        8 
        0 
        4 

1 
0 
1 
4 
9 

     16 

        4 
        0 
        3 

16 
        0 

16 
 28  11  39 

 
οπότε 

3929.0
28
11

==u ,   284.1))3929.0(2839(
27
1 22 =⋅−=us  

και συνεπώς 
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178.113929.0310 =⋅+=x ,  56.11284.192 =⋅=xs . 

 Όπως ήδη έχουµε αναφέρει οι τιµές για τις παραµέτρους που προσδιορίζονται µε 
οµαδοποίηση των δεδοµένων είναι προσεγγίσεις των πραγµατικών τιµών. Ειδικά για 
τη δειγµατική διασπορά υπάρχει δυνατότητα βελτίωσης των προσεγγιστικών τιµών, 
αν χρησιµοποιήσουµε τη διόρθωση κατά Sheppard (βλέπε Παράγραφο 3) οπότε θα 
πάρουµε 

81.10
12
956.11

12

2
22 =−=−=

cssδ , 

τιµή η οποία βρίσκεται πλησιέστερα στην πραγµατική δειγµατική διασπορά 10.979 
(δηλ. την ακριβή τιµή από τα αρχικά δεδοµένα). 
 
6. ΜΕΤΡΑ ΣΧΕΤΙΚΗΣ ΜΕΤΑΒΛΗΤΟΤΗΤΑΣ 

 Για ένα σύνολο (συνήθως θετικών) παρατηρήσεων, ο λόγος της δειγµατικής 
τυπικής απόκλισης προς τη δειγµατική µέση τιµή, δηλαδή το πηλίκο 

x
sCV =  

λέγεται συντελεστής µεταβλητότητας (coefficient of variation). Συνήθως 
εκφράζεται και σαν ποσοστό, δηλαδή 

%100
τιµήµέση

απόκλισητυπική
τιµήµέση

απόκλισητυπική
⋅==CV . 

 Όπως προκύπτει από τον ορισµό του, ο συντελεστής µεταβλητότητας µπορεί να 
χρησιµοποιηθεί για συγκρίσεις οµάδων τιµών, οι οποίες είτε εκφράζονται σε 
διαφορετικές µονάδες µέτρησης, είτε εκφράζονται στην ίδια µονάδα µέτρησης αλλά 
έχουν εντελώς διαφορετικές µέσες τιµές. Είναι δηλαδή ένα µέτρο της σχετικής 
µεταβλητότητας των τιµών και όχι της απόλυτης µεταβλητότητας όπως είναι τα 
άλλα µέτρα διασποράς που έχουµε αναφέρει. 
 Γενικά θα δεχόµαστε ότι ένα δείγµα τιµών µιας µεταβλητής θα είναι οµοιογενές 
εάν ο συντελεστής µεταβλητότητας δεν ξεπερνά το 10%. Προφανώς ο συντελεστής 
µεταβλητότητας είναι ανεξάρτητος από τις χρησιµοποιούµενες µονάδες µέτρησης των 
τιµών των διαφόρων µεταβλητών. 

Παράδειγµα 6.1. Έστω ότι για τους µηνιαίους µισθούς 30 υπαλλήλων µιας εταιρείας 
Α είχαµε µέσο όρο 600 Ευρώ και τυπική απόκλιση 75 Ευρώ, ενώ για τους µισθούς 20 
υπαλλήλων µιας δεύτερης εταιρείας Β είχαµε µέσο όρο 500 δολάρια και τυπική 
απόκλιση 70 δολάρια. Για να συγκρίνουµε την οµοιογένεια των µισθών στις δύο 
εταιρείες χρησιµοποιούµε τον συντελεστή µεταβλητότητας και όχι τις τυπικές 
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αποκλίσεις (οι οποίες άλλωστε εκφράζονται και σε διαφορετικές µονάδες µέτρησης). 
Έτσι για την εταιρεία Α έχουµε 

%5.12%100
600
75

==ACV  

ενώ για την εταιρεία Β είναι 

%14%100
500
70 ==BCV . 

Βλέπουµε δηλαδή ότι παρόλο που η τυπική απόκλιση των µισθών στην εταιρεία Α 
είναι µεγαλύτερη από την τυπική απόκλιση των µισθών στην εταιρεία Β, ο 
συντελεστής µεταβλητότητας δείχνει ότι ο βαθµός διασποράς των µισθών της Α είναι 
µικρότερος από το βαθµό διασποράς των µισθών στη Β. 
 Ένα δεύτερο µέτρο σχετικής µεταβλητότητας των δεδοµένων µπορεί να ορισθεί 
µε βάση τη µέση διαφορά κατά Gini. Συγκεκριµένα ορίζουµε ως συντελεστή Gini 
την ποσότητα 

x
dg
2

=  

όπου d είναι η µέση διαφορά κατά Gini και ο x  ο δειγµατικός µέσος. 

Έτσι για το Παράδειγµα 3.2 ο συντελεστής Gini είναι 

24.0
6.152

44.7 =
⋅

=g  

ενώ για τα δεδοµένα του Παραδείγµατος 3.3 βρίσκουµε 

11.0
27.242

35.5 =
⋅

=g . 

 Ενώ η µέση διαφορά κατά Gini είναι ένα µέτρο µεταβλητότητας της κατανοµής ο 
συντελεστής Gini είναι ένα µέτρο σχετικής µεταβλητότητας ανάλογος του 
συντελεστή µεταβλητότητας CV . 
 

7. ΑΣΚΗΣΕΙΣ 

 1. Σε ένα τυχαίο δείγµα 20 ατόµων είχαµε τους εξής δείκτες για χοληστερίνη: 

86.283.165.112.411.387.276.390.314.255.2
50.160.336.155.293.170.120.380.296.131.2

 

α) Nα υπολογισθούν 
    i) η µέση τιµή,  ii) η διάµεσος,  iii) η κορυφή, 
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  iv) η διασπορά,  v) το 3ο δεκατηµόριο, 
  vi) η µέση διαφορά κατά Gini και ο συντελεστής Gini. 
β) Nα κατασκευασθεί το αντίστοιχο φυλλογράφηµα (stem-leaf plot) και θηκόγραµµα 

(box-plot). 
γ) Nα οµαδοποιηθούν τα δεδοµένα 5 ισοµήκη διαστήµατα και για τις οµαδοποιηµένες 

παρατηρήσεις να υπολογιστούν τα µέτρα (i)-(vii) της ερώτησης (α) και να 
συγκριθούν µε τις πραγµατικές τιµές. 

 2. Η ποσότητα D.N.A. που βρέθηκε στο συκώτι 52 ποντικών δίνεται στον 
επόµενο πίνακα 

1.40.30.30.138.38.27.81.3
9.51.45.18.29.23.29.14.18.25.34.1
4.30.36.56.19.37.03.34.40.27.13.3
9.37.28.79.25.71.36.34.24.16.34.4
7.29.32.139.29.38.33.14.17.62.134.3

 

α) Nα υπολογισθούν: 

i) Η µέση τιµή,  ii) η διάµεσος,  iii) η κορυφή, 
         iv) η διασπορά,    v) το 1ο και 3ο τεταρτηµόριο, 
         vi) η µέση διαφορά κατά Gini και ο συντελεστής Gini, 
        vii) οι συντελεστές µεταβλητότητας. 

β) Nα κατασκευαστεί το αντίστοιχο φυλλογράφηµα (stem-leaf plot) και θηκόγραµµα 
(box-plot). 

γ) Να οµαδοποιηθούν τα δεδοµένα σε 8 ισοµήκη διαστήµατα και για τις 
οµαδοποιηµένες παρατηρήσεις να υπολογιστούν τα µέτρα (i)-(vii) της ερώτησης 
(α) και να συγκριθούν µε τις πραγµατικές τιµές. 

 3. Ο αριθµός των ελαττωµατικών µπαταριών που βρέθηκαν σε 72 σωρούς 
παραγωγής των 500 µπαταριών ήταν: 

5228364124
163131517251

183121451813
9201029202
721101118726

1210322414217
3342131115

1175415609
1917962473
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α) Να υπολογισθούν: 

i) η µέση τιµή,  ii) η διάµεσος,  iii) η κορυφή, 
         iv) η διασπορά,    v) το 1ο και 9ο δεκατηµόριο, 
         vi) η µέση διαφορά κατά Gini και ο συντελεστής Gini. 

β) Να κατασκευαστεί το αντίστοιχο φυλλογράφηµα (stem-leaf plot) και θηκόγραµµα 
(box-plot). 

γ) Να οµαδοποιηθούν τα δεδοµένα σε 8 ισοµήκη διαστήµατα και για τις 
οµαδοποιηµένες παρατηρήσεις να υπολογιστούν τα µέτρα (i)-(vii) της ερώτησης 
(α) και να συγκριθούν µε τις πραγµατικές τιµές. Να δοθούν επίσης τα αντίστοιχα 
ιστογράµµατα συχνοτήτων και αθροιστικών συχνοτήτων. 

 4. Η κατανοµή του ουρικού οξέος σε 267 υγιείς άρρενες σε mg/100ml βρέθηκε: 
 

Ουρικό οξύ Συχνότητα 
3.0 – 3.4 
3.5 – 3.9 
4.0 – 4.4 
4.5 – 4.9 
5.0 – 5.4 
5.5 – 5.9 
6.0 – 6.4 
6.5 – 6.9 
7.0 – 7.4 
7.5 – 7.9 
8.0 – 8.4 
8.5 – 8.9 

           2 
15 
33 
40 
54 
47 
38 
16 
15 

           3 
           1 
           3 

α) Να υπολογισθούν: 

   i) η µέση τιµή και η διασπορά (µε την άµεση και την κωδικοποιηµένη µέθοδο), 
  ii) η διάµεσος, η κορυφή και τα δύο τεταρτηµόρια, 
 iii) το 1ο και 9ο δεκατηµόριο, 
 vi) ο συντελεστής µεταβλητότητας. 

β) Να κατασκευασθούν τα ιστογράµµατα συχνοτήτων και αθροιστικών συχνοτήτων. 

 5. Αφού συγχωνευθούν ανά δύο οι κλάσεις των δεδοµένων της Άσκησης 4 
δηλαδή 
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LL

734.9-4.0
173.9-3.0

ΣυχνότηταΟξύOυρικό

 

να συγκριθούν τα αποτελέσµατα µε τα αντίστοιχα χωρίς τη συγχώνευση. 

 6. ∆ίνεται η κατανοµή 80 χωρών κατά τάξεις ποσοστού πληθωρισµού (ρυθµού 
αύξησης των τιµών των τελικών αγαθών και υπηρεσιών) σε µία δεδοµένη χρονική 
περίοδο. 

1214.5-12.5
1712.5-10.5
2310.5-8.5
88.5-6.5

11 6.5-4.5
7 4.5-2.5
2 2.5-0.5

)(Συχνότητα
Χώρες

%)Κλάσεις(
αύξησηςΡυθµός

 

α) Να υπολογισθούν: 
   i) η µέση τιµή και η διασπορά (µε την άµεση και την κωδικοποιηµένη µέθοδο), 
  ii) η διάµεσος, η κορυφή και τα δύο τεταρτηµόρια, 
 iii) το 1ο και 9ο δεκατηµόριο, 
 iv) o συντελεστής µεταβλητότητας. 

β) Να κατασκευασθούν τα ιστογράµµατα συχνοτήτων και αθροιστικών συχνοτήτων. 

 7. Το βάρος 600 ανθρώπων ορισµένης ηλικίας έδωσε τον παρακάτω πίνακα 
κατανοµής: 

8079-77
9077-75

10075-73
15073-71
8071-69
6069-67
4067-65
ατόµωνΑριθµόςκιλάσεΒάρος

 

α) Να υπολογισθούν: 



 205

  i) η µέση τιµή και η διασπορά (µε την άµεση και την κωδικοποιηµένη µέθοδο), 
  ii) η διάµεσος, η κορυφή και τα δύο τεταρτηµόρια, 
 iii) το 1ο και 9ο δεκατηµόριο, 
 iv) το ηµιενδοτεταρτηµοριακό εύρος. 

β) Να κατασκευασθούν τα ιστογράµµατα συχνοτήτων και αθροιστικών συχνοτήτων. 

 8. α) Κατασκευάστε θηκογράµµατα (box-plots) για την ετήσια βροχόπτωση (σε 
cm) σε δύο πόλεις Α και Β µεταξύ 1963 και 1982 όπως αυτή δίνεται στον επόµενο 
πίνακα 

Έτος Πόλη Α Πόλη Β  Έτος Πόλη Α Πόλη Β 
1963 
1964 
1965 
1966 
1967 
1968 
1969 
1970 
1971 
1972 

108 
165 

      79 
      77 

132 
      99 
      85 

100 
       68 

123 

106 
138 
125 
103 
128 
132 
118 
117 
120 
114 

 1973 
1974 
1975 
1976 
1977 
1978 
1979 
1980 
1981 
1982 

129 
       79 

180 
       92 

105 
      99 

168 
219 
135 
150 

130 
104 
144 
108 
152 
119 
135 
155 
134 
116 

β) Οµαδοποιώντας τα παραπάνω δεδοµένα για κάθε πόλη χωριστά κατασκευάστε 
το αθροιστικό διάγραµµα (ogive) και εκτιµήστε τις διαµέσους και τα τεταρτηµόρια. 
Συγκρίνετε τις τιµές αυτές µε τις αντίστοιχες τιµές που προέκυψαν από το ερώτηµα 
(α). 

 γ) Από τα αθροιστικά διαγράµµατα (ogives) εκτιµείστε τα διαστήµατα για κάθε 
πόλη χωριστά στα οποία αναµένεται να βρίσκεται το 80% των τιµών της ετήσιας 
βροχόπτωσης. 

 δ) Χρησιµοποιώντας τα παραπάνω διαστήµατα και τα αντίστοιχα θηκογράµµατα 
συγκρίνετε τα δεδοµένα της βροχόπτωσης στις δύο πόλεις Α και Β. 

 9. ∆ύο δείγµατα µε 1v  και 2v  παρατηρήσεις (µετρήσεις) έχουν µέσες τιµές 1x  

και 2x  και διασπορές 2
1s , 2

2s  αντίστοιχα. Εάν τα δύο δείγµατα συγχωνευθούν σε ένα 

ενιαίο δείγµα µε 21 vvv +=  παρατηρήσεις, δείξετε ότι η µέση τιµή x  και η διασπορά 
2s  για το ενιαίο δείγµα θα είναι 

ν
xvxvx 2211 +

=   και  2
12

212
2

22
1

12 )(
)1(1

)1(
1

)1(
xx

vv
vv

s
ν
v

s
ν
v

s −
−

+
−
−

+
−
−

= . 
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 10. Ένδεκα εργάτες ρωτήθηκαν και δήλωσαν τις ώρες που εργάσθηκε κάθε ένας, 
κατά το τελευταίο δεκαήµερο. Εάν συµβολίσουµε µε ix  τον αριθµό των ωρών του 

εργάτη i  και δεδοµένου ότι 

∑
=

=
11

1
450

i
ix    και   ∑

=
=

11

1

2 33
i

ix , 

να υπολογιστούν:  α) ο δειγµατικός µέσος x  και  β) η δειγµατική διασπορά. 

 11. Αν ∑
=

=′
v

i

r
ir x

v
m

1

1 , ...,2,1=r   παριστάνει τη ροπή (περί την αρχή) r-τάξης και 

∑
=

−=
v

i

r
ir xx

v
m

1
)(1 , ...,2,1=r   παριστάνει την κεντρική ροπή r-τάξης των τιµών 

vxxx ...,,, 21  ενός δείγµατος, δείξτε ότι ισχύουν οι σχέσεις: 

   i) 2
22 mmm −′= , 

  ii) 3
233 23 mmmmm +′−′= , 

 iii) 4
2

2
344 364 mmmmmmm −′+′−′= , 

 iv) 5
2

3
3

2
455 410105 mmmmmmmmm +′−′+′−′= , 

όπου xmm =′= 1 . 

 12. Να υπολογιστεί η διασπορά των παρακάτω στατιστικών στοιχείων (α) µε την 
άµεση µέθοδο, (β) µε την κωδικοποιηµένη µέθοδο. 

∑ =

−
−
−
−
−

90

1011090
209070
307050
205030
103010

Τάξεις

i

i

v

v

 

 13. Να δειχθεί ότι, αν από τις τιµές της µεταβλητής Χ αφαιρέσουµε µία σταθερή 
ποσότητα c, ο µέσος µειώνεται κατά c, ενώ η διασπορά παραµένει αµετάβλητη. 

 14. Κατασκευάστε φυλλογραφήµατα (Stem-leaf plots) για κάθε ένα (χωριστά) 
από τα παρακάτω χαρακτηριστικά από ένα δείγµα 50 υπερτασικών γυναικών. Σε κάθε 
περίπτωση βρείτε τη διάµεσο και τα τεταρτηµόρια. 
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Αρ. Ηλικία Συστολική 
πίεση 

∆ιαστολικ
ή πίεση 

Λιπο- 
πρωτεΐνη 

Σχετικό 
βάρος 

Χοληστε- 
ρόλη 

 1 
 2 
 3 
 4 
 5 
 6 
 7 
 8 
 9 
10 
11 
12 
13 
14 
15 
16 
17 
18 
17 
20 
21 
22 
23 
24 
25 
26 
27 
28 
29 
30 
31 
32 
33 
34 
35 
36 
37 
38 
39 
40 
41 
42 
43 
44 
45 
46 
47 
48 
49 
50 

50 
50 
50 
50 
50 
50 
51 
51 
51 
51 
52 
52 
52 
53 
53 
53 
53 
53 
53 
53 
54 
54 
54 
54 
54 
54 
54 
54 
54 
54 
55 
55 
56 
56 
56 
56 
56 
56 
57 
58 
58 
58 
58 
58 
58 
58 
58 
58 
59 
59 

142 
140 
130 
140 
130 
155 
155 
140 
145 
140 
140 
155 
150 
130 
155 
140 
140 
180 
170 
140 
150 
130 
150 
129 
170 
150 
170 
140 
130 
130 
140 
144 
140 
150 
140 
168 
158 
140 
165 
130 
150 
132 
140 
150 
130 
148 
140 
140 
145 
140 

 94 
 90 
 90 
 99 
 90 
100 
100 
 90 
 95 
 80 
 80 
 94 
100 
 90 
 99 
 85 
 90 
106 
110 
 90 
 90 
 90 
 90 
 96 
110 
 80 
102 
 90 
 90 
 90 
100 
 90 
 89 
 90 
100 
109 
 88 
 85 
 95 
 90 
 90 
120 
 82 
 90 
 90 
 90 
 90 
 90 
 80 
 80 

10 
18 
41 
47 
22 
32 
42 
53 
50 
23 
68 
24 
35 
70 
46 
49 
21 
55 
39 
24 
12 
26 
51 
67 
24 
35 
20 
18 
32 
33 
26 
59 
22 
26 
16 
20 
32 
16 
55 
41 
17 
24 
48 
32 
56 
58 
21 
74 
41 
32 

117 
 89 
107 
102 
 95 
132 
163 
123 
103 
144 
108 
 89 
118 
123 
 92 
140 
102 
112 
115 
123 
130 
102 
119 
119 
114 
119 
100 
106 
115 
145 
115 
108 
122 
113 
153 
116 
 81 
 85 
122 
120 
113 
140 
117 
119 
121 
130 
114 
107 
125 
 94 

227 
215 
305 
255 
227 
270 
218 
244 
320 
198 
334 
250 
175 
278 
284 
241 
383 
238 
295 
219 
213 
253 
354 
239 
345 
174 
213 
304 
245 
228 
267 
190 
346 
189 
245 
280 
281 
271 
223 
250 
274 
213 
317 
259 
307 
245 
226 
248 
188 
271 

 

 15. Να δειχθεί ότι, αν διαιρέσουµε τις τιµές της µεταβλητής Χ  δια µιας σταθερής 

ποσότητας α, ο µέσος διαιρείται δια α, ενώ η διασπορά διαιρείται δια 2α . 
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 16. Για τον επόµενο πίνακα 

∑ =

−
−
−
−
−

100

56050
105040
404030
353020
102010

Τάξεις

i

i

v

v

 

α) Να υπολογισθούν: 
  i) η µέση τιµή και η διασπορά (µε την άµεση και την κωδικοποιηµένη µέθοδο), 
  ii) η διάµεσος, η κορυφή και τα δύο τεταρτηµόρια, 
 iii) το 1ο και 9ο δεκατηµόριο, 
 iv) ο συντελεστής µεταβλητότητας. 

β) Να κατασκευαστούν τα ιστογράµµατα συχνοτήτων και αθροιστικών συχνοτήτων. 

 17. Οι παρατηρήσεις ενός τυχαίου δείγµατος 100 ατόµων οµαδοποιήθηκαν σε 5 
κλάσεις πλάτους 20 και πήραµε τον επόµενο πίνακα συχνοτήτων: 

∑ =

−
−
−

100

5πάνωκαι70
157050
405030
303010
1010µέχρι

Τάξεις

i

i

v

v

 

Να βρεθεί 
  i) η διάµεσος, η κορυφή και τα δύο τεταρτηµόρια, 
 ii) το 3ο και 7ο δεκατηµόριο, 
iii) ο συντελεστής µεταβλητότητας. 

 18. Οι παρατηρήσεις ενός τυχαίου δείγµατος 165 ατόµων οµαδοποιήθηκαν σε 
κλάσεις 5 πλάτους 10 και πήραµε τον επόµενο πίνακα συχνοτήτων: 
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∑ =

−
−
−

100

5πάνωκαι50
155040
204030
303020
2520µέχρι

Τάξεις

i

i

v

v

 

α) Να υπολογισθούν: 
  i) η µέση τιµή και η διασπορά (µε την άµεση και την κωδικοποιηµένη µέθοδο), 
  ii) η διάµεσος, η κορυφή και τα δύο τεταρτηµόρια, 
 iii) το 1ο και 9ο δεκατηµόριο, 
 iv) ο συντελεστής µεταβλητότητας. 

β) Να κατασκευαστούν τα ιστογράµµατα συχνοτήτων και αθροιστικών συχνοτήτων. 

 19. Οι παρατηρήσεις ενός τυχαίου δείγµατος 165 ατόµων οµαδοποιήθηκαν σε 5 
κλάσεις πλάτους 10 και πήραµε τον επόµενο πίνακα: 

∑ =

−
−
−
−
−

165

56050
505040
704030
303020
102010

Τάξεις

i

i

v

v

 

α) Να υπολογισθούν: 
  i) Η µέση τιµή και η διασπορά (µε την άµεση και την κωδικοποιηµένη µέθοδο), 
  ii) η διάµεσος και η κορυφή, 
 iii) το 2ο και 4ο δεκατηµόριο, 
 iv) το ηµιενδοτεταρτηµοριακό εύρος. 

β) Να κατασκευαστούν τα ιστογράµµατα συχνοτήτων και αθροιστικών συχνοτήτων. 

 20. α) Σε ένα δείγµα ν παρατηρήσεων υπάρχουν pv  )10( << p  παρατηρήσεις 

ίσες µε 1 και vpqv )1( −=  παρατηρήσεις ίσες µε 0. ∆είξετε ότι 

   i) η διασπορά των παρατηρήσεων είναι pq
v

v
1−

, 
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  ii) η κεντρική ροπή 3ης τάξης είναι )(3 pqpqm −= , 

 iii) η κεντρική ροπή 4ης τάξης είναι )( 22
4 qpqppqm +−= . 

β) Να υπολογισθούν οι τέσσερις πρώτες κεντρικές ροπές για το δείγµα µε 
παρατηρήσεις 

.1,1,1,1,1,1,0,0,0  

 21. ∆είξετε ότι οι τέσσερις πρώτες κεντρικές ροπές για τις παρατηρήσεις 

βiαxi )1( −+= ,   vi ...,,2,1=  

βα,(  δοθείσες σταθερές) δίνονται από τους τύπους 

          01 =m ,   22
2 )1(

12
1 βvm −= , 

03 =m ,   42
4 )73)(1(

240
1 βvvm −−= . 

[Υπόδειξη: )133)(12)(1(
30
1)1(21 2444 −−−−=−+++ vvvvvvL ]. 

 22. Αν vxxx ...,,, 21  είναι οι παρατηρήσεις ενός δείγµατος µεγέθους ν, 

α) δείξετε ότι για κάθε Rα∈  ισχύει 

∑ ∑
= =

−+−=−
v

i

v

i
ii αxvxxαx

1 1

222 )()()(  

και για 0=α  συµπεράνετε ότι 

∑ ∑
= =

−=−
v

i

v

i
ii xvxxx

1 1

222)( . 

β) δείξετε ότι για κάθε Rα∈  ισχύει 

∑ ∑
= =

−≤−
v

i

v

i
ii αxxx

1 1

22 )()(  

και συµπεράνατε ότι 

∑ ∑
= =∈

−=−
v

i

v

i
iiRα

xxαx
1 1

22 )()(min    και   ∑
=∈

−
−

=
v

i
iRα
αx

v
s

1

22 )(
1

1min . 

 23. Να υπολογισθεί η διασπορά των δειγµάτων 
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5111ΙΙΙ∆είγµα
5331ΙΙ∆είγµα
5511Ι∆είγµα

 

Τι µπορείτε να πείτε για τη σχετική µεταβλητότητα των τριών δειγµάτων; 

 24. ∆ίνεται η κατανοµή 200 υπαλλήλων µιας επιχείρησης ανάλογα µε τις 
εβδοµαδιαίες αποδοχές. 

Τάξεις iv  
 100 
 150 
 200 
 250 
 300 
 350 
 400 
 450 
 500 

- 
- 
- 
- 
- 
- 
- 
- 
- 

 150 
 200 
 250 
 300 
 350 
 400 
 450 
 500 
 550 

14 
 6 
14 
24 
20 
40 
30 
38 
14 

 

Να υπολογισθούν: 

α) η µέση τιµή και η διασπορά µε χρήση της κωδικοποιηµένης µεθόδου, 

β) η διάµεσος, η κορυφή και το ηµιενδοτεταρτηµοριακό εύρος. 

 25. ∆ίδονται οι εξής παρατηρήσεις: 

6,  8,  9,  10,  20,  30,  50,  70,  80,  90,  100. 

Να υπολογισθούν: 

α) το εύρος, 

β) το ηµιενδοτεταρτηµοριακό εύρος, 

γ) η µέση απόκλιση, 

δ) η διακύµανση, και η µέση διαφορά κατά Gini. 

 26. To µέσο ηµεροµίσθιο 30 εργατών είναι 52 Ευρώ. Έξι εργάτες µε υψηλό 
ηµεροµίσθιο έχουν µέσο ηµεροµίσθιο 80 Ευρώ και δέκα εργάτες µε χαµηλό 
ηµεροµίσθιο έχουν µέσο ηµεροµίσθιο 31 Ευρώ. Να βρεθεί το µέσο ηµεροµίσθιο των 
υπολοίπων εργατών. 

 27. Στον πίνακα που ακολουθεί φαίνεται η κατανοµή των ηµεροµισθίων 100 
εργατών. 
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Τάξεις iv  
15 
25 
35 
45 
55 
65 
75 

- 
- 
- 
- 
- 
- 
- 

25 
35 
45 
55 
65 
75 
85 

 5 
13 
20 
35 
18 
 7 
 2 

 

Να προσδιορισθούν: 

α) η διακύµανση, 
β) η µέση απόκλιση και 
γ) ο συντελεστής µεταβλητότητας. 

 28. Μία επιχείρηση επί ένα χρόνο χορηγεί αύξηση σε έναν υπάλληλο 5% τον 
µήνα, επί του µισθού που διαµορφώνεται µ’ αυτόν τον τρόπο. Εάν ix  είναι ο µισθός 

του υπαλλήλου κατά τον i -στό µήνα )12...,,2,1( =i , να βρεθεί η διακύµανση των 12 

παρατηρήσεων 1221 ...,,, xxx . 

 29. Αν )()2()1( ...,,, vxxx  είναι το διατεταγµένο δείγµα που αντιστοιχεί στο δείγµα 

vxxx ...,,, 21  να δειχθεί ότι 

)()1( vxxx ≤≤ . 



 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 

Β2 
  
 
ΣΤΑΤΙΣΤΙΚΗ   ΣΥΜΠΕΡΑΣΜΑΤΟΛΟΓΙΑ 

 



 
 
ΚΕΦΑΛΑΙΟ 8 
 
 
ΤΥΧΑΙΟ ∆ΕΙΓΜΑ ΚΑΙ ΣΤΑΤΙΣΤΙΚΕΣ ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΙΣ 
 
 
 
 
1. ΤΥΧΑΙΟ ∆ΕΙΓΜΑ 

 Ο σηµαντικότερος στόχος της Στατιστικής, και ιδιαίτερα της Στατιστικής 
συµπερασµατολογίας, είναι η εξαγωγή συµπερασµάτων για το σύνολο ενός 
πληθυσµού, αντλώντας πληροφορίες από ένα µικρό υποσύνολο αυτού. 
 Στα πλαίσια της στατιστικής συµπερασµατολογίας, η έννοια “πληθυσµός” είναι 
συνυφασµένη µε το σύνολο όλων των υπό εξέταση µονάδων (ατόµων), το δε υπό 
εξέταση “χαρακτηριστικό” αναφέρεται σε κάποια ποσοτική (και σπανιότερα 
ποιοτική) µέτρηση που αφορά όλα τα άτοµα του πληθυσµού. Για παράδειγµα, σε µία 
στατιστική µελέτη σχετικά µε το µηνιαίο εισόδηµα των εργαζοµένων στην 
Ευρωπαϊκή Ένωση, ο όρος “πληθυσµός” αναφέρεται στο σύνολο των εργαζοµένων 
των χωρών της Ευρωπαϊκής Ένωσης, ενώ το υπό µελέτη “χαρακτηριστικό” ενός 
συγκεκριµένου ατόµου είναι το µηνιαίο εισόδηµα αυτού.  
 Παρόµοια, αν ένα εργοστάσιο κατασκευής λαµπτήρων πραγµατοποιήσει 
στατιστική µελέτη σχετικά µε τον χρόνο ζωής των λαµπτήρων, τότε “πληθυσµός” 
είναι το σύνολο των λαµπτήρων που παρασκευάζει το εργοστάσιο, ενώ 
“χαρακτηριστικό” ενός “ατόµου” (εδώ άτοµο=λαµπτήρας) του πληθυσµού είναι ο 
χρόνος λειτουργίας (ζωής) του συγκεκριµένου λαµπτήρα. 

Για να τεθούν σε ενιαία βάση όλες οι παραπάνω περιπτώσεις, είναι απαραίτητο 
να χρησιµοποιηθεί µία µορφή αντιστοιχίας µεταξύ των όρων πληθυσµός και 
συνάρτηση κατανοµής, καθώς επίσης και χαρακτηριστικό και τυχαία µεταβλητή. 
Συγκεκριµένα, θεωρούµε ότι η πιθανοθεωρητική συµπεριφορά του πληθυσµού 
περιγράφεται από κάποια συνάρτηση κατανοµής F, και ότι η αντίστοιχη ποσοτική 
µέτρηση του χαρακτηριστικού περιγράφεται από την αντίστοιχη τυχαία µεταβλητή Χ, 
µε FX ~ . 
 Εποµένως, πλήρης γνώση της συνάρτησης κατανοµής F θα σήµαινε και πλήρη 
γνώση της συµπεριφοράς του πληθυσµού. Για παράδειγµα, αν η τ.µ. Χ παριστάνει το 
χρόνο ζωής ενός λαµπτήρα και F είναι η αντίστοιχη συνάρτηση κατανοµής, τότε οι 
τιµές 

)()( xXPxF ≤=  
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παριστάνουν το ποσοστό των λαµπτήρων µε χρόνο ζωής το πολύ x. Συνεπώς, αν ο 
κατασκευαστής (εργοστάσιο) γνώριζε την )(xF , θα µπορούσε να περιγράψει πλήρως 

την πιθανοθεωρητική συµπεριφορά του χρόνου ζωής Χ ενός λαµπτήρα, και άρα την 
σύνθεση του πληθυσµού. Αυτό όµως δεν συµβαίνει στην πράξη διότι η F είναι 
άγνωστη, και το µόνο που µπορούµε να κάνουµε είναι να παρατηρήσουµε ορισµένες 
τιµές (πραγµατοποιήσεις, µετρήσεις) της τυχαίας µεταβλητής Χ, δηλαδή, στο 
παράδειγµά µας, να θέσουµε σε λειτουργία ν λαµπτήρες και να παρατηρήσουµε το 
χρόνο ζωής τους, έστω 

vXXX ...,,, 21 . 

Φυσικά, όλες οι vXX ...,,1  προέρχονται από την ίδια συνάρτηση κατανοµής F (αφού 

θεωρήσαµε ότι η F παριστάνει την συνάρτηση κατανοµής του “πληθυσµού”), και 
είναι στοχαστικά ανεξάρτητες τ.µ., επειδή θεωρήσαµε ότι παριστάνουν το χρόνο ζωής 
(λειτουργίας) ν διαφορετικών λαµπτήρων. 
 Η προηγούµενη ανάλυση οδηγεί φυσιολογικά στον εξής ορισµό. 

Ορισµός 1.1. (Τυχαίο δείγµα). Αν ένας πληθυσµός έχει αντίστοιχη συνάρτηση 
κατανοµής F, τότε τυχαίο δείγµα καλείται ένα σύνολο ανεξαρτήτων και ισόνοµων 
τυχαίων µεταβλητών 

vXXX ...,,, 21  

µε κοινή συνάρτηση κατανοµής F. O αριθµός ...},2,1{∈v  καλείται µέγεθος δείγµατος. 

(Συµβολίζουµε )~...,,, 21 FXXX v . 

Παρατήρηση 1.1. Στην πράξη, µετά τη λήψη του δείγµατος (δειγµατοληψία), οι 
τυχαίες µεταβλητές vXX ...,,1  λαµβάνουν κάποιες πραγµατικές τιµές, έστω 

vv xXxX == ...,,11 . Οι τιµές vxx ...,,1  καλούνται επίσης τυχαίο δείγµα, διότι 

παριστάνουν τις παρατηρηθείσες τιµές των vXX ...,,1  µετά τη δειγµατοληψία, και 

άρα είναι διαθέσιµες στον ερευνητή που θα πραγµατοποιήσει την στατιστική έρευνα. 
Εντούτοις, στη θεωρία δεν γίνεται διάκριση µεταξύ vXX ...,,1  και vxx ...,,1 , επειδή η 

στατιστική ανάλυση (πρέπει να) προηγείται της δειγµατοληψίας. Απλώς, τα 
στατιστικά συµπεράσµατα εφαρµόζονται στη συνέχεια στις παρατηρηθείσες τιµές 
(µετρήσεις) vxx ...,,1 . 

Παρατήρηση 1.2. Η συνάρτηση κατανοµής F που αντιστοιχεί στον πληθυσµό 
θεωρείται άγνωστη, και η πληροφορία για την συµπεριφορά της πρέπει να αντλείται 
µόνο από το τυχαίο δείγµα. Αυτό έρχεται σε αντίθεση µε την πρακτική που 
εφαρµόζεται σε προβλήµατα πιθανοτήτων, όπου η συνάρτηση κατανοµής F 
θεωρείται γνωστή, και ουσιαστικά διαχωρίζει την επιστήµη των Πιθανοτήτων από 
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αυτήν της Στατιστικής. Θα λέγαµε ότι οι Πιθανότητες είναι “απαγωγική” επιστήµη 
(µε βάση αξιώµατα και θεωρήµατα συνάγεται το “όλον” από το “µέρος”), ενώ η 
Στατιστική είναι “επαγωγι-κή” (από παρατήρηση του “µέρους” συµπεραίνονται 
ιδιότητες που αφορούν το “ό-λον”). 

Παρατήρηση 1.3. Η Στατιστική διαχωρίζεται σε δύο κύριους κλάδους, τη µη 
παραµετρική και την παραµετρική. Στη µη παραµετρική στατιστική, η συνάρτηση 
κατανοµής F υποτίθεται εντελώς άγνωστη, ή τουλάχιστον ανήκει σε µία πολύ µεγάλη 
κλάση κατανοµών (π.χ. η F υποτίθεται συνεχής συνάρτηση κατανοµής), ενώ στην 
παραµετρική στατιστική η άγνωστη συνάρτηση κατανοµής F περιορίζεται σε µία 
παραµετρική οικογένεια κατανοµών, έτσι ώστε µόνο κάποια παράµετρος αυτής να 
θεωρείται άγνωστη (στα επόµενα δεν θα ασχοληθούµε µε προβλήµατα της µη 
παραµετρικής Στατιστικής). Για παράδειγµα, αν η F είναι η συνάρτηση κατανοµής 
του χρόνου ζωής των λαµπτήρων, τότε µπορεί να υποτεθεί εκ των προτέρων ότι η F 
είναι εκθετική µε παράµετρο 0>θ  (θ άγνωστη). 
 Σε αυτήν την περίπτωση 

θxeθxFxF −−== 1);()( ,   0>x , 

και η προσπάθειά µας εστιάζεται στην εκτίµηση της άγνωστης παραµέτρου θ, µε 
βάση την πληροφορία που αντλείται από ένα τυχαίο δείγµα vXX ...,,1 . Παρόµοια, αν 

η τ.µ. Χ παριστάνει το εισόδηµα ενός εργαζόµενου στην Ευρωπαϊκή Ένωση, τότε 

µπορεί να υποτεθεί ότι ),(~ 2σµNX , όπου τουλάχιστον µία από τις παραµέτρους µ, 
2σ  θεωρείται άγνωστη (φυσικά, το πιο ρεαλιστικό θα ήταν να θεωρήσουµε και τις 

δύο παραµέτρους µ και 2σ  άγνωστες). 
 
2. ΣΤΑΤΙΣΤΙΚΕΣ ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΙΣ (ΕΚΤΙΜΗΤΡΙΕΣ) 
 
 Ας υποθέσουµε ότι έχουµε ένα τυχαίο δείγµα vΧΧΧ ...,,, 21  από µία συνάρτηση 

κατανοµής );( θxFF = , όπου θ άγνωστη παράµετρος. Ο στόχος µας λοιπόν είναι να 

εκτιµήσουµε την άγνωστη παράµετρο θ µε βάση το τυχαίο δείγµα vXXX ...,,, 21 . Ο 

παρακάτω ορισµός, αν και χωρίς ουσιαστικό περιεχόµενο, διασαφηνίζει όλους τους 
δυνατούς τρόπους µε τους οποίους µπορούµε να λάβουµε εκτιµήτριες. 

Ορισµός 2.1. Έστω vXXX ...,,, 21  ένα τυχαίο δείγµα από την συνάρτηση κατανοµής 

);( θxFF = . Τότε, οποιαδήποτε πραγµατική συνάρτηση 

)...,,,( 21 νΧΧΧΤΤ =  

ονοµάζεται στατιστική συνάρτηση (ή εκτιµήτρια της παραµέτρου θ). 
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 Ο Ορισµός 2.1 είναι τόσο γενικός που δεν βοηθάει ιδιαίτερα. Στην ουσία, το 
νόηµα του ορισµού είναι ότι οποιαδήποτε συνάρτηση του τυχαίου δείγµατος µπορεί 
να ληφθεί ως εκτιµήτρια µιας παραµέτρου θ, αρκεί να µην εξαρτάται από το θ (ή 
από άλλες άγνωστες παραµέτρους). 

Παράδειγµα 2.1. Ας υποθέσουµε ότι θέλουµε να εκτιµήσουµε το άγνωστο ποσοστό 
επιτυχίας θp =  ενός καλαθοσφαιριστή στις ελεύθερες βολές. Για το σκοπό αυτό, 

λαµβάνουµε τυχαίο δείγµα 

)(~...,,, 21 θbXXX v , 

όπου 0=iΧ  αν αστοχήσει στην i -οστή βολή, ενώ 1=iX  αν επιτύχει. Εδώ η 

συνάρτηση κατανοµής );( θxF  είναι η Bernoulli, )(θb , όπου 10 << θ , δηλαδή η 

συνάρτηση πιθανότητας των iΧ  είναι 

ii
i

xx
iX θθxf −−= 1)1()( ,   ,1,0=ix    vi ...,,2,1= . 

Σηµειώνουµε ότι µετά την εκτέλεση των βολών, οι τ.µ. vXXX ...,,, 21  θα λάβουν 

συγκεκριµένες τιµές, έστω vxx ...,,1 , µε 0=ix  ή 1. Μία “λογική” εκτιµήτρια για το 

άγνωστο θ  θα ήταν η 

          =
++

==
v

XX
XT vL1

1 ποσοστό επιτυχίας στο δείγµα,     (2.1) 

η οποία, σύµφωνα µε τον Ορισµό 2.1, είναι πράγµατι στατιστική συνάρτηση. Όµως, 
κάποιος θα µπορούσε να κατασκευάσει και άλλες εκτιµήτριες, όπως π.χ. vXT =2 , 

213 XXT −= , 214 XXT = , 22
15

XeXT = , κ.ο.κ., αλλά, διαισθητικά τουλάχιστον, η 

(2.1) φαίνεται να είναι πιο αξιόπιστη. Σηµειώνουµε ότι ακόµα και η συνάρτηση 
2/16 =T  (ανεξάρτητη του δείγµατος) θεωρείται εκτιµήτρια της παραµέτρου θ, αν και 

δεν λαµβάνει υπ’ όψιν της το δείγµα. Πάντως, οι συναρτήσεις θT = , ΧΧθΤ += 1 , 

θΧΤ /1=  κ.ο.κ. δεν είναι στατιστικές συναρτήσεις, διότι εξαρτώνται από την 

άγνωστη παράµετρο θ. 

Παράδειγµα 2.2. Υποθέτουµε ότι ο µηνιαίος µισθός των ατόµων στην Ευρωπαϊκή 

Ένωση ακολουθεί την Κανονική Κατανοµή µε µέσο µ και διασπορά 02 >σ  
(άγνωστα). Λαµβάνοντας τυχαίο δείγµα νΧΧΧ ...,,, 21  (αυτό µπορεί να γίνει π.χ. 

διαλέγοντας στην τύχη ν άτοµα και καταγράφοντας το ύψος της µηνιαίας αµοιβής 
τους), έχουµε 

),(~...,,, 2
21 σµΝΧΧΧ v , 
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όπου 1θµ = , 2
2 θσ =  (άγνωστα). Εκτιµήτρια για το == µθ1 µέσος µισθός στην 

Ευρωπαϊκή Ένωση είναι η 

ν
ΧΧ

ΧΤ ν++
==

L1
7 , 

καθώς επίσης και η 

∑
=

−
−

==
v

i
i XX

ν
SΤ

1

22
8 )(

1
1 , 

όχι όµως η 

∑
=

−=
v

i
i θX

v
T

1

2
1)(1 , 

(διότι εξαρτάται από το 1θ ). Οι 7Τ  και 8Τ , ως στατιστικές συναρτήσεις, θα 

µπορούσαν να χρησιµοποιηθούν και ως εκτιµήτριες του == 2
2 σθ διασπορά των 

µισθών στην Ευρωπαϊκή Ένωση, ενώ η Τ δεν είναι στατιστική συνάρτηση, και ως εκ 
τούτου δεν µπορεί να χρησιµοποιηθεί για σκοπούς εκτίµησης άγνωστων παραµέτρων. 
 Από τα παραπάνω παραδείγµατα γίνεται φανερό ότι πολλές συναρτήσεις 
µπορούν να χρησιµοποιηθούν ως εκτιµήτριες µιας άγνωστης παραµέτρου, και γι’ 
αυτό θα πρέπει να γίνει επιλογή, µε επιστηµονικά κριτήρια, κάποιας ή κάποιων από 
αυτές, µε “καλή” συµπεριφορά. Για το λόγο αυτό, χρειάζεται να ορισθούν κριτήρια 
“καλής συµπεριφοράς” εκτιµητριών, που να µας επιτρέπουν την εύκολη (και κατά 
κάποιον τρόπο “συνεπή”) επιλογή των καταλληλότερων από αυτές. Ένα τέτοιο 
κριτήριο είναι το κριτήριο αµεροληψίας. 

Ορισµός 2.2. Μία στατιστική συνάρτηση καλείται αµερόληπτη για την παράµετρο θ 
όταν 

θTE =)( , 

για κάθε δυνατή τιµή του θ. 

Παρατήρηση 2.1. Επειδή η )...,,,( 21 νΧΧΧΤΤ =  είναι εξ’ ορισµού συνάρτηση του 

τυχαίου δείγµατος, δηλ. συνάρτηση των τυχαίων µεταβλητών νΧΧΧ ...,,, 21 , 

προκύπτει ότι η Τ είναι τυχαία µεταβλητή. Ο Ορισµός 2.2 απαιτεί για την Τ, ως 
τυχαία µεταβλητή, να παίρνει τιµές γύρω από το θ, και κατά µέσο όρο να είναι θ. 

Παράδειγµα 2.3. Για τις εκτιµήτριες 1T  έως 6T  του Παραδείγµατος 2.1 έχουµε 

       θθv
v

XXE
v

XEΤΕ v ==++==
1)(1)()( 11 L , 

      θΧΕΤΕ v == )()( 2 , 
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      0)()( 213 =−=−= θθXΧΕΤΕ , 

      2
21214 )()()()( θΧΕΧΕΧΧΕΤΕ === , 

)1()()()()( 22 2
1

2
15 θeθθeEXEeΧΕΤΕ XX +−=== , 

      2/1)2/1()( 6 == ΕΤΕ . 

Συνεπώς, οι µόνες αµερόληπτες εκτιµήτριες για το θ είναι οι 1T  και 2T . (Η 4T  είναι 

όµως αµερόληπτη για το 2θ ). 

Παράδειγµα 2.4. Για το Παράδειγµα 2.2, έχουµε 

117
1)(1)()( θµµv
v

XXE
v

ΧΕΤΕ v ===++== L , 

      2
2

8 )( θσΤΕ == , 

(για το τελευταίο βλ. (4.2)), συνεπώς η ΧΤ =7  είναι αµερόληπτη για το 1θ  (όχι όµως 

και για το )2θ , ενώ η 8Τ  είναι αµερόληπτη για το 2θ  (όχι όµως και για το 1θ ). 

 
3. ΚΡΙΤΗΡΙΟ ΕΛΑΧΙΣΤΗΣ ∆ΙΑΣΠΟΡΑΣ 

 Είδαµε στην προηγούµενη παράγραφο (Παράδειγµα 2.3) ότι ενδέχεται να 
υπάρχουν περισσότερες από µία αµερόληπτες εκτιµήτριες για την άγνωστη 
παράµετρο θ. Ας υποθέσουµε ότι 1T  και 2T  είναι δύο αµερόληπτες εκτιµήτριες, για 

το θ, οπότε εξ ορισµού 

θTE =)( 1    και   θΤΕ =)( 2 . 

Αν οι διασπορές των 1Τ  και 2Τ  µπορούν να συγκριθούν για κάθε θ, και είναι π.χ. 

        )()( 21 TVarTVar ≤   για κάθε  θ,        (3.1) 

είναι λογικό να προτιµήσουµε ως εκτιµήτρια του θ την 1T  παρά την 2T . Αυτό 

οφείλεται στο γεγονός ότι (λόγω αµεροληψίας) 

])[()( 2
11 θTETVar −= ,   ])[()( 2

22 θTETVar −= , 

και συνεπώς η (3.1) υποδεικνύει ότι, κατά µέση τετραγωνική απόκλιση, η 1Τ  είναι πιο 

κοντά στο θ απ’ ότι η 2Τ . Έτσι λοιπόν καταλήγουµε στον εξής ορισµό. 

Ορισµός 3.1. Μεταξύ δύο αµερόληπτων εκτιµητριών 1Τ  και 2Τ , η εκτιµήτρια 1Τ  θα 

θεωρείται καλύτερη από την 2Τ , ως προς το κριτήριο της διασποράς, όταν 

)()( 21 ΤVarΤVar ≤   για κάθε  θ. 
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Αν φανταστούµε ότι µία εκτιµήτρια Τ  “στοχεύει” προς τον “στόχο” θ, τότε το 
παρακάτω σχήµα διασαφηνίζει τις έννοιες της αµεροληψίας και της ελάχιστης 
διασποράς. 

         Μεγάλη ∆ιασπορά         Μικρή ∆ιασπορά 

 
 
Μη αµερόληπτη 

 

 
 
 
 
 
Αµερόληπτη 

 

 

 

Σχήµα 3.1. 

Παράδειγµα 3.1. Στο Παράδειγµα 2.1 θεωρούµε τις δύο αµερόληπτες (για το θ) 

εκτιµήτριες XT =1  και vXT =2 . 

Είναι 
ν
θθTVar )1()( 1

−
=  (βλ. (4.2)), ενώ )1()( 2 θθTVar −= .  Εποµένως, 

)()1()1()( 21 TVarθθ
ν
θθΤVar =−≤

−
=  

για κάθε )1,0(∈θ , και συνεπώς ο δειγµατικός µέσος X  είναι προτιµότερος 

αναφορικά µε το κριτήριο ελάχιστης διασποράς. 

Παρατήρηση 3.1. Αν µία εκτιµήτρια έχει µικρή διασπορά, δεν σηµαίνει κατ’ ανάγκη 
ότι είναι καλή. Απαραίτητο είναι να ικανοποιεί και τη συνθήκη αµεροληψίας. Ως 
ακραίο παράδειγµα, αν θεωρήσουµε την εκτιµήτρια 2/16 =T  του Παραδείγµατος 

2.1, τότε 0)( 6 =TVar  (η 6T  είναι η σταθερή τ.µ.) και άρα )()( 6 XVarTVar < . Όµως η 

6T  δεν είναι αµερόληπτη (“στοχεύει” στο 1/2 αντί του θ). 

 Για να γίνει περισσότερο κατανοητή η σηµασία της διασποράς, αποδεικνύουµε 
το παρακάτω θεώρηµα. 

θ .
.

.
.

 

θ

 

θ

 

θ
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Θεώρηµα 3.1. (i) (Ανισότητα Markov) Αν 0≥W  είναι µία τ.µ. µε ∞<= τWE )( , 

τότε για κάθε 0>α , 

      22
2 )()(

α
WΕ

α
ταWP =≤≥ .         (3.2) 

(ii) (Ανισότητα Chebyshev) Για οποιαδήποτε τ.µ. Χ µε µέση τιµή µXE =)(  και 

διασπορά ∞<= 2)( σXVar , και για κάθε 0>α , 

        22

2 )()||(
α

XVar
α
σαµXP =≤≥− .        (3.3) 

Απόδειξη. (i) Ας θεωρήσουµε την τ.µ. Υ µε 

⎩
⎨
⎧

<
≥

==
.αν,0
,αν,1)( 2

2

αW
αWWgΥ  

Προφανώς, }1,0{∈Υ  και συνεπώς )(~ pbY , όπου  

)()1( 2αWPYPp ≥=== ,      )()0(1 2αWPYPpq <===−= . 

Άρα )()( 2αWPpΥΕ ≥== .  Παρατηρούµε ότι 

ΥαWYYWWYW 2)1( ≥≥−+= ,         (3.4) 

διότι 0)1( ≥− YW  (αφού 0≥W  και })1,0{∈Y  και 

⎩
⎨
⎧

≥==≥
<==≥=

=
).αν(δηλ.1αν,
)αν(δηλ.0αν,000

222

22

αWΥΥααW
αWΥΥαWWY  

Εποµένως, ΥαW 2≥  και συνεπώς 

)()()()( 2222 αWΡαΥΕαΥαEWΕτ ≥==≥= , 

από την οποία προκύπτει η (3.2). 

(ii) Αν θέσουµε 2)( µXW −= , τότε προφανώς 0≥W  και 22 ])[()( σµXEWE =−= . 

Εποµένως, 

2

2

2
222 )()())(()||(

α
σ

α
WΕαWΡαµΧΡαµXP =≤≥=≥−=≥− , 

όπου η ανισότητα προκύπτει από την (3.2). 

Παρατήρηση 3.2. Από την (3.3) προκύπτει ότι η πιθανότητα του ενδεχοµένου 
}||{ αµΧ ≥−  (δηλ. η πιθανότητα να απέχει η Χ από τη µέση της τιµή µ περισσότερο 

από α) είναι µικρή, όταν η διασπορά της Χ είναι µικρή. Στην οριακή περίπτωση που 
0)( =XVar , η (3.3) γίνεται 
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0)||( ≤≥− αµXP  

για κάθε 0>α , και άρα 0)||( =≥− αµΧΡ  για κάθε 0>α . Αυτό σηµαίνει ότι 

1)( == µΧΡ  (δηλ. η Χ συµπίπτει µε τη µέση της τιµή, µΧ = , µε πιθανότητα 1). Αν 

η Τ είναι αµερόληπτη εκτιµήτρια για το θ, τότε θΤΕ =)(  και από την (3.3) παίρνουµε 

2
)()||(

α
TVarαθΤΡ ≤≥− , 

που υποδηλώνει ότι η πιθανότητα η Τ να διαφέρει από το θ περισσότερο από α 
γίνεται µικρή, όταν η διασπορά της Τ είναι µικρή. Αυτό παρέχει µία εξήγηση του 
γιατί επιδιώκουµε η )(TVar  να είναι σχετικά µικρή. Εποµένως, θα ήταν επιθυµητό να 

προσδιορίσουµε εκείνη την αµερόληπτη εκτιµήτρια Τ για την οποία η διασπορά 
γίνεται ελάχιστη. Αν και κάτι τέτοιο είναι πράγµατι εφικτό σε πολλές παραµετρικές 
οικογένειες κατανοµών (Θεωρήµατα Rao-Blackwell, Lehman-Scheffè, Ανισότητα 
Cramèr-Rao) δεν θα το αναπτύξουµε περαιτέρω. 
 
4. ∆ΕΙΓΜΑΤΙΚΟΣ ΜΕΣΟΣ ΚΑΙ ∆ΕΙΓΜΑΤΙΚΗ ∆ΙΑΣΠΟΡΑ 

 Στη Στατιστική Συµπερασµατολογία εµφανίζονται πολύ συχνά οι στατιστικές 
συναρτήσεις 

        ∑
=

=
v

i
iX

v
X

1

1   και  ∑
=

−
−

=
v

i
i XX

v
S

1

22 )(
1

1 ,      (4.1) 

οι οποίες ονοµάζονται δειγµατικός µέσος και δειγµατική διασπορά, αντίστοιχα. 

 Ο δειγµατικός µέσος X  αντλεί την ονοµασία του από το γεγονός ότι είναι ο 
αριθµητικός µέσος όρος των τ.µ. vXX ...,,1  που αποτελούν το δείγµα. Το ίδιο 

συµβαίνει και για τη δειγµατική διασπορά 2S , η οποία µπορεί να θεωρηθεί ως ο 
(δειγµατικός) µέσος των τετραγώνων των αποκλίσεων των τ.µ. iX  από τον 

δειγµατικό µέσο τους X . Γενικά, οι (κατανοµές των) τ.µ. vXX =  και 22
vSS =  (η 

τελευταία ορίζεται για )2≥v  εξαρτώνται και από το δειγµατικό µέγεθος ν, όµως 

γενικά αυτό δεν δηλώνεται στο συµβολισµό, εκτός αν υπάρχει κίνδυνος σύγχισης. 

 Ο λόγος που διαιρούµε µε 1−v  αντί ν στην έκφραση του 2S  θα γίνει αντιληπτός 
από το εξής 

Θεώρηµα 4.1. Έστω vXX ...,,1  ένα τυχαίο δείγµα από την συνάρτηση κατανοµής F µε 

µέσο µ και διασπορά 2σ  )0( 2 ∞<< σ . Τότε 

    µXE =)( ,   
ν
σXVar

2
)( = ,         (4.2) 
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και 

   22 )( σSΕ = .          (4.3) 

Επιπλέον, αν ∞<=− 4
4])[( µµΧΕ i , τότε 

     ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−
−

−= 4
4

2

1
31)( σ

ν
νµ

v
SVar .        (4.4) 

Απόδειξη. Έχουµε 

∑∑
==

===⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

v

i
i

v

i
i µµv

v
XE

v
X

v
ΕΧΕ

11

1)(11)( . 

Επίσης, επειδή οι νΧΧ ...,,1  είναι ανεξάρτητες, 

∑∑
==

==⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=++⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

v

i
iv

v

i
i ν

σσv
v

XVar
v

XXVar
v

X
v

VarXVar
1

2
2

2

2

1

2

1

1)(1)(11)( L . 

Για την 2S  έχουµε 

∑ ∑
= =

+−
−

=−
−

=
v

i

v

i
iii XXXX

v
XX

v
S

1 1

2222 )2(
1

1)(
1

1  

     ∑ ∑ ∑
= = =

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

−
=

−
+

−
−

−
=

v

i

v

i

v

i
iii XvX

v
X

v
vXX

v
X

v 1 1 1

2222

1
1

11
2

1
1      (4.5) 

(H σχέση (4.5) είναι χρήσιµη στους υπολογισµούς). Συνεπώς, 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

−
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

−
= ∑∑

==
)()(

1
1

1
1)( 2

1

2

1

222 XvEXE
v

XvXE
v

SE
v

i
i

v

i
i  

  ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+−+

−
= ∑

=
))]([)(()(

1
1 2

1

22 XEΧVarvσµ
v

v

i
 

  22
2

22 ))((
1

1 σνµ
ν
σνσµv

v
=−−+

−
= , 

δηλαδή η (4.3). Η απόδειξη της (4.4) χρειάζεται πολλές πράξεις και γι’ αυτό 
παραλείπεται. 
 
5. ΣΥΝΕΠΕΙΑ 

 Όπως είδαµε στα Εδάφια 2 και 3, µία εκτιµήτρια Τ της παραµέτρου θ έχει καλές 
ιδιότητες αν είναι αµερόληπτη και έχει σχετικά µικρή διασπορά. 
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 Το ιδανικό θα ήταν να είχαµε αµερόληπτη εκτιµήτρια µε διασπορά 0 (την 
ελάχιστη δυνατή) κάτι τέτοιο όµως ποτέ δεν συµβαίνει στην πράξη, διότι θTE =)(  

και 0)( =TVar  σηµαίνει ότι θT ≡  (βλ. Παρατήρηση 3.2). 

 Από την άποψη των εφαρµογών, θα πρέπει να καθοριστεί ένα κριτήριο σύµφωνα 
µε το οποίο αυξάνοντας το µέγεθος δείγµατος ν (θεωρητικά για ∞→v ), οι 
εκτιµήσεις γίνονται διαρκώς καλύτερες. Για να µπορέσουµε να προσδιορίσουµε την 
συµπεριφορά των εκτιµητριών καθώς ∞→v , θα πρέπει να οριστεί πρώτα η 
σύγκλιση ακολουθίας τ.µ. (υπενθυµίζουµε πως µια εκτιµήτρια είναι κατ’ ουσίαν 
τυχαία µεταβλητή). 

Ορισµός 5.1. Λέµε ότι η ακολουθία τ.µ. vT , ...,2,1=v  συγκλίνει στοχαστικά (ή κατά 

πιθανότητα) στον αριθµό θ όταν 

 0)||(lim =≥−
∞→

εθTP vv
         (5.1) 

για κάθε 0>ε  (οσοδήποτε µικρό). Για να δηλώσουµε ότι η σύγκλιση (5.1) λαµβάνει 

χώρα γράφουµε θΤ
p

ν →  καθώς ∞→ν . 

Παρατήρηση 5.1. Η (5.1) περιγράφει µε µαθηµατικούς όρους την εξής πρόταση: Για 
µεγάλο ν, η πιθανότητα να διαφέρει η παρατηρηθείσα τιµή της τ.µ. vT  από το θ 

περισσότερο από ε καθίσταται αµελητέα, όσο µικρό κι αν είναι το 0>ε . Με άλλα 
λόγια, η νΤ  πλησιάζει τον αριθµό θ (για µεγάλο ν), αλλά η έννοια του “πλησιάζει” 

στην (5.1) µετριέται µε την πιθανότητα, και γι’ αυτό καλείται σύγκλιση κατά 
πιθανότητα. 
 Χρησιµοποιώντας τον Ορισµό 5.1, µπορούµε να διατυπώσουµε τον ορισµό της 
συνέπειας (consistency), υπό το πρίσµα της εκτιµητικής. 

Ορισµός 5.2. Έστω vXXX ...,,, 21  ένα τυχαίο δείγµα από τη συνάρτηση κατανοµής 

);( θxF , όπου θ είναι µία άγνωστη παράµετρος. Ας θεωρήσουµε την ακολουθία 

εκτιµητριών 

)...,,,( 21 vvv XXXTΤ = ,   ...,2,1=v . 

Τότε η vT  καλείται συνεπής (consistent) για την παράµετρο θ, αν 

θT
p

v →   καθώς  ∞→ν , 

δηλαδή αν 

0)||(lim =≥−
∞→

εθTP vv
 

για κάθε 0>ε . 
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 Με άλλα λόγια, η ακολουθία vT  είναι συνεπής για την παράµετρο θ αν, καθώς 

∞→v , η vT  πλησιάζει στοχαστικά τον (άγνωστο) αριθµό θ. Εποµένως, όταν έχουµε 

µεγάλο δείγµα µπορούµε να πάρουµε µία καλή ιδέα για την πραγµατική τιµή του θ, 
εφόσον πραγµατοποιούµε την εκτίµηση µε συνεπή ακολουθία εκτιµητριών. 
 Το επόµενο θεώρηµα δίνει αναγκαίες συνθήκες ώστε η ακολουθία vT  να είναι 

συνεπής, χρησιµοποιώντας τα κριτήρια αµεροληψίας και ελάχιστης διασποράς. 

Θεώρηµα 5.1. Αν vT  είναι µία ακολουθία αµερόληπτων εκτιµητριών ))(( θTE v = , 

τέτοια ώστε 0)( →vTVar , καθώς ∞→v , τότε η vT  είναι συνεπής. 

Απόδειξη. Αφού η vT  είναι αµερόληπτη, δηλ. θTE v =)( , έχουµε από την ανισότητα 

Chebyshev (Θεώρηµα 3.1 (ii)) 

      2
)(

)||(
ε

TVar
εθTP v

v ≤≥−          (5.2) 

για κάθε 0>ε . Εποµένως, για 0>ε  σταθερό, και επειδή 0)( →vTVar , ∞→v , 

έχουµε από την (5.2) 

0
)(

)||(0 2 →≤≥−≤
ε

TVar
εθTP v

v ,  καθώς  ∞→v , 

δηλαδή θT
p

v →  (σύµφωνα µε την (5.1)), και το ζητούµενο προκύπτει από τον Ορισµό 

5.2. 

Παρατήρηση 5.2. Αντί της συνθήκης αµεροληψίας ))(( θΤΕ v =  στο Θεώρηµα 5.1, 

µπορούµε να υποθέσουµε την ασθενέστερη συνθήκη της ασυµπτωτικής 
αµεροληψίας 

     θΤΕ v →)(   καθώς  ∞→v .        (5.3) 

Πράγµατι, αν θδTE νv →=)( , τότε 

 2

2
22 ])[(
))(()||(

ε
θΤΕ

εθΤPεθTP ν
vv

−
≤≥−=≥−       (5.4) 

(από την ανισότητα Markov, Θεώρηµα 3.1 (i), για την τ.µ. )0)( 2 ≥−= θTW v . 

Όµως 

   ])[(])[( 22 θδδΤΕθΤΕ νννv −+−=−  

  )])((2)()[( 22
νννννν δΤθδθδδΤΕ −−+−+−=  
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)()(2)(])[( 22
νννννν δΤΕθδθδδΤΕ −−+−+−=  

 0)(])[( 22 +−+−= θδδΤΕ ννν  

 0)()( 2 →−+= θδTVar νv ,  καθώς  ∞→v , 

διότι 0)( →vTVar  και 0)( 2 →− θδν  αφού θδν →  (βλ. (5.3)). Τελικά 

           0])[( 2 →− θΤΕ ν ,   ∞→v          (5.5) 

και η αποδεικτέα )( θT
p

v →  προκύπτει από τις (5.4) και (5.5). 

Πόρισµα 5.1. Αν νΧΧΧ ...,,, 21  είναι ένα τυχαίο δείγµα από κάποια κατανοµή F µε 

µέση τιµή µ και διασπορά ∞<2σ , τότε 

 (i) Η ακολουθία των δειγµατικών µέσων 

∑
=

=≡
v

i
iv X

v
XX

1

1  

είναι συνεπής για το µ. 

(ii) Η ακολουθία των δειγµατικών διασπορών 

∑
=

−
−

==
v

i
iv XX

v
SS

1

222 )(
1

1  

είναι συνεπής για το 2σ , όταν επιπλέον ∞<−= ])[( 4
4 µΧΕµ i . 

Απόδειξη. (i) Από το Θεώρηµα 4.1 έχουµε µXE =)(  και 0)(
2

→=
ν
σXVar , καθώς 

∞→v , και συνεπώς το (i) προκύπτει από το Θεώρηµα 5.1. 

(ii) Aπό το Θεώρηµα 4.1 έχουµε 

22 )( σSE =   και  0
1
31)( 4

4
2 →⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−
−−= σ
ν
νµ

v
SVar ,  ∞→v , 

και το (ii) προκύπτει από το Θεώρηµα 5.1. 

Παρατήρηση 5.3. (α) Το Πόρισµα 5.1 (ii) µπορεί να αποδειχθεί και χωρίς την 
υπόθεση ∞<4µ , αλλά η απόδειξη ξεφεύγει από τους σκοπούς του παρόντος. 

(β) Το Πόρισµα 5.1 είναι πολύ σηµαντικό, διότι µας εξασφαλίζει συνεπείς 
εκτιµήτριες για τον µέσο και τη διασπορά οποιασδήποτε κατανοµής, αφού ο 

δειγµατικός µέσος X  είναι µία συνεπής εκτιµήτρια του πληθυσµιακού µέσου µ και η 

δειγµατική διασπορά 2S  είναι µία συνεπής εκτιµήτρια της πληθυσµιακής διασποράς 
2σ . 



 226

 Κλείνοντας, αναφέρουµε χωρίς απόδειξη το παρακάτω Θεώρηµα το οποίο είναι 
χρήσιµο στην κατασκευή συνεπών εκτιµητριών. 

Θεώρηµα 5.2. (Slutsky) Έστω vΤ  και vW  δύο ακολουθίες τ.µ., για τις οποίες 1θT
p

v →  

και 2θW
p

v → , καθώς ∞→ν . Τότε, καθώς ∞→v , 

  (i) )()( 1θgTg
p

v → , εφόσον η g είναι συνεχής στο 1θ , 

 (ii) 21 θθWΤ
p

vv +→+ , 

(iii) 21 θθWΤ
p

vv −→− , 

(iv) 21θθWΤ
p

vv → , 

 (v) 21 // θθWΤ
p

vv → , εφόσον 02 ≠θ . 

Παράδειγµα 5.2. Ο χρόνος ζωής (σε µέρες) των λαµπτήρων ενός εργοστασίου 
ακολουθεί Εκθετική κατανοµή µε παράµετρο 0>θ . Αν νΧΧΧ ...,,, 21  είναι ένα 

τυχαίο δείγµα από τους λαµπτήρες, να κατασκευαστεί ακολουθία συνεπών 
εκτιµητριών (α) για τη µέση διάρκεια ζωής των λαµπτήρων (β) για την παράµετρο θ 
και (γ) για την πιθανότητα όπως η διάρκεια ζωής ενός λαµπτήρα υπερβεί τις 60 
ηµέρες. 

(α) Αφού )(~...,,, 21 θEXXX v , έχουµε 
θ

µΧΕ i
1)( ==  και 2

2 1)(
θ

σXVar i == . 

Συνεπώς, από το Πόρισµα 5.1, η ακολουθία εκτιµητριών 

∑
=

=≡
v

i
iν X

ν
ΧΧ

1

1  

είναι συνεπής για το θµ /1= . 

(β) Αφού θΧΧ
p

ν /1→=  καθώς ∞→v , έπεται ότι η ακολουθία εκτιµητριών 

θ
θ

gXg
X

T
p

v
v

v =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛→==

1)(1 , 

από το Θεώρηµα 5.2 (i) για τη συνάρτηση ttg /1)( =  (η οποία είναι συνεχής στο 

)0/11 >== θθt . 

(γ) Είναι θeΧΡ ⋅−=> 60
1 )60( , αφού )(~1 θΕΧ . 

 Εποµένως, η ακολουθία εκτιµητριών 

vX
v eW /60−=  
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είναι συνεπής για την θe ⋅−60 , αφού η συνάρτηση tetg /60)( −=  είναι συνεχής στο 

0/11 >== θθt ). 
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ΑΣΚΗΣΕΙΣ ΚΕΦ. 8 

1. Έστω νXXX ...,,, 21  ένα τυχαίο δείγµα πληθυσµού µε κατανοµή 

 (α) την Bernoulli µε συνάρτηση πιθανότητας 
xx pppxf −−= 1)1();( ,   1,0=x ,   10 << p , 

 (β) τη γεωµετρική µε συνάρτηση πιθανότητας 
xpqpxf =);( ,    ...,2,1,0=x ,    pq −=1 ,    10 << p . 

 (γ) την Poisson µε συνάρτηση πιθανότητας 

!
);(

x
λeλxf

x
λ−= ,    ...,2,1,0=x ,    ∞<< λ0 . 

Να βρεθεί σε κάθε µία από τις περιπτώσεις αυτές η συνάρτηση πιθανότητας της 

στατιστικής συνάρτησης ∑
=

=
ν

i
iXT

1
. 

2. Έστω νΧΧΧ ...,,, 21  ένα τυχαίο δείγµα από πληθυσµό µε τη διακριτή 

οµοιόµορφη κατανοµή στο }...,,2,1{ N , δηλ. µε συνάρτηση πιθανότητας 

N
Nxf 1);( = ,     Nx ...,,2,1= . 

∆είξετε ότι η στατιστική συνάρτηση }...,,,max{ 21 νXXXT =  ακολουθεί την 

κατανοµή µε συνάρτηση πιθανότητας 

ν

νν

Ν
tttTPNtg )1()();( −−

==≡ ,      Nt ...,,2,1= . 

3. Έστω νXXX ...,,, 21  ένα τυχαίο δείγµα από πληθυσµό µε την εκθετική 

κατανοµή )(θE , δηλ. µε πυκνότητα: 
xθeθθxf −=);( ,    ∞<< x0 ,     ∞<< θ0 . 

Να βρεθεί η πυκνότητα της στατιστικής συνάρτησης ∑
=

=
ν

i
iXT

1
. 

4. Έστω νXXX ...,,, 21  ένα τυχαίο δείγµα από πληθυσµό µε οποιαδήποτε 

κατανοµή και 0)( >≤= αXPp . Να δειχθεί ότι η στατιστική συνάρτηση 

ν
XXXT ν

1)...,,,( 21 = [αριθµός των κΧ ,   νκ ...,,2,1=   µε  ]αΧ κ ≤  

είναι αµερόληπτη εκτιµήτρια της παραµέτρου p. 

5. Έστω νΧΧΧ ...,,, 21  ένα τυχαίο δείγµα από κανονικό πληθυσµό ),0( 2σΝ . Να 

δειχθεί ότι η στατιστική συνάρτηση 
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∑
=

=
ν

κ
κX

ν
S

1

22 1  

είναι αµερόληπτη εκτιµήτρια της διασποράς 2σ , ενώ η στατιστική συνάρτηση 
2SS =  δεν είναι αµερόληπτη εκτιµήτρια της τυπικής απόκλισης 2σσ = . 

6. (Συνέχεια). Να δειχθεί ότι η στατιστική συνάρτηση 

∑
=

=
ν

κ
κΧ

π
ν

Τ
1

||
2

1  

είναι αµερόληπτη εκτιµήτρια της τυπικής απόκλισης 2σσ = . 

7. Σε καθεµιά από τις Ασκήσεις 1 έως 6 να προσδιορίσετε συνεπείς εκτιµήτριες 
των άγνωστων παραµέτρων. 



 
 
ΚΕΦΑΛΑΙΟ 9 
 
 
∆ΙΑΣΤΗΜΑΤΑ ΕΜΠΙΣΤΟΣΥΝΗΣ ΓΙΑ ΤΙΣ ΑΓΝΩΣΤΕΣ 
ΠΑΡΑΜΕΤΡΟΥΣ 
 
 
 
 
1. ΕΚΤΙΜΗΣΗ ΜΕ ∆ΙΑΣΤΗΜΑΤΑ ΕΜΠΙΣΤΟΣΥΝΗΣ 

 Στο προηγούµενο κεφάλαιο διαπιστώσαµε ότι οι εκτιµήτριες vXX =  και 
22
vSS =  είναι συνεπείς εκτιµήτριες για τις άγνωστες παραµέτρους 1θµ =  και 

2
2 θσ =  του πληθυσµού, αντίστοιχα. Αυτό σηµαίνει ότι για µεγάλο ν ∞→v( ), η 

τιµή του X  είναι «κοντά» στην πραγµατική (άγνωστη) τιµή του µ, ενώ η τιµή της 2S  

είναι «κοντά» στην πραγµατική τιµή του 2σ . Εποµένως, ο ερευνητής (που γνωρίζει 

τις τιµές των X  και 2S  από το δείγµα), λαµβάνει µία ιδέα (προσεγγιστικά φυσικά) 

για τις πραγµατικές τιµές των µ και 2σ  του πληθυσµού. 

Παράδειγµα 1.1. Ένας καλοθοσφαιριστής εκτέλεσε 100 βολές στην προπόνηση, και 
ευστόχησε στις 80. Πώς θα εκτιµούσατε την άγνωστη παράµετρο 

== 1θp πιθανότητα να ευστοχήσει ο καλαθοσφαιριστής σε µία βολή; 

 Εδώ θεωρούµε ότι  

⎩
⎨
⎧

=
βολή,οστή-στηνευστοχήσειαν,1
βολή,οστή-στηναστοχήσειαν,0

i
i

Χ i    100...,,2,1=i , 

οπότε )1( == iXPp  (άγνωστη) και )0(1 ==− iXPp , δηλαδή )(~ pbX i . Άρα, 

)(~...,,, 10021 pbXΧX  

και συνεπώς pXΕµ i == )(  και )1()(2 ppXVarσ i −== . 

 Τελικά, ως εκτιµήτρια του 1θµp ==  λαµβάνουµε την τιµή της 

∑
=

==
+++

==
100

1

10021 8.0
100
80

100100
1

i
i

XΧX
XΧ

L
, 

οπότε θεωρούµε ότι η πραγµατική πιθανότητα επιτυχίας p είναι κοντά στο 0.8. Κατά 

τον ίδιο τρόπο θα µπορούσαµε να εκτιµήσουµε την )1()(2
2 ppXVarσθ i −=== , µε 

την τιµή της 2S , 
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∑ ∑
= =

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

−
=−

−
=

v

i

v

i
ii XvX

v
XX

ν
S

1 1

2222

1
1)(

1
1  

     16162.0
99
16)6480(

99
1)8.0(100

99
1 100

1

2 ==−=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⋅−= ∑

=i
iX  

(ας σηµειωθεί ότι 2
ii XX =  επειδή 0=iX  ή 1). 

 Παρατηρούµε ότι η εκτίµηση για το p στο προηγούµενο παράδειγµα είναι 0.8, 
οπότε µπορούµε να συµπεράνουµε ότι ο καλαθοσφαιριστής έχει πιθανότητα περίπου 
80% να επιτύχει σε κάποια βολή ή, όπως συνήθως λέµε, το ποσοστό ευστοχίας του 
είναι περίπου 80%. Ασφαλώς είναι λάθος να πούµε ότι το ποσοστό είναι 80% 
ακριβώς, αφού σε ένα άλλο δείγµα του ίδιου αθλητή θα µπορούσε (και συνήθως έτσι 
συµβαίνει στην πράξη) το δειγµατικό ποσοστό να είναι διαφορετικό, π.χ. 75%. Όµως 
το =p πιθανότητα ευστοχίας του αθλητή )1( == iXP  παραµένει σταθερό, και φυσικά 

άγνωστο. Εποµένως, η εκτιµήτρια X  του Παραδείγµατος 1.1, αν και συνεπής (δηλ. 
συγκλίνει στο p για ∞→v ), παρέχει µόνο µία «σηµειακή» εκτίµηση του p, δηλ. µία 
µοναδική τιµή (80% στο παράδειγµά µας), η οποία ασφαλώς δεν είναι ακριβής. Για 
τους παραπάνω λόγους, κρίνεται αναγκαία η κατασκευή ενός διαστήµατος 
εµπιστοσύνης για το p, δηλ. ενός διαστήµατος της µορφής ],[ UL , το οποίο να 

περιέχει το p µε «αρκετά µεγάλη πιθανότητα». 
 Αν υποθέσουµε ότι στο Παράδειγµα 1.1 έχουµε βρει µε κάποιον τρόπο %75=L  
και %85=U , τότε θα λέγαµε ότι µε αρκετά µεγάλη πιθανότητα, το άγνωστο p 
κυµαίνεται από 0.75 έως 0.85 (εκτίµηση µε διάστηµα εµπιστοσύνης), αντί να 
δώσουµε τη σηµειακή εκτίµηση «p περίπου ίσο µε 0.80». 
 Θέτοντας σε αυστηρό πλαίσιο τις παραπάνω ιδέες, δίνουµε τον εξής ορισµό. 

Ορισµός 1.1. (∆ιάστηµα Εµπιστοσύνης – Συντελεστής Εµπιστοσύνης) Θεωρούµε  
ένα τυχαίο δείγµα vXΧX ...,,, 21  µε κατανοµή );( θxF  (συµβολικά, 

);(~...,,, 21 θxFXΧX v ), όπου θ άγνωστη παράµετρος, και )1,0(∈α  (συνήθως το α 

είναι «µικρό», π.χ. %505.0 ==α  ή %101.0 ==α  ή %1010.0 ==α  κ.ο.κ.). 
Υποθέτουµε ότι υπάρχουν δύο στατιστικές συναρτήσεις (εκτιµήτριες) 

)...,,,( 2111 vXΧXTTL ==   και  )...,,,( 2122 vXΧXTTU ==  

για τις οποίες 

 (i) 1)( =≤ULP , και 

(ii) αUθLP −=≤≤ 1)( . 

Τότε, το (τυχαίο) διάστηµα  
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],[ UL  

καλείται διάστηµα εµπιστοσύνης (δ.ε.) για το θ, η δε πιθανότητα α−1  καλείται 
συντελεστής εµπιστοσύνης (σ.ε.) του διαστήµατος. Για συντοµία, λέµε ότι το 
διάστηµα ],[ UL  είναι ένα )%1(100 α−  δ.ε. για το θ, εννοώντας ότι ο σ.ε. του ],[ UL  

είναι α−1 . 
 Στα επόµενα θα περιοριστούµε στην εκτίµηση των άγνωστων παραµέτρων 

=µ πληθυσµιακός µέσος και =2σ πληθυσµιακή διασπορά, και κατά κύριο λόγο θα 

κατασκευάσουµε δ.ε. για τυχαία δείγµατα από την κανονική κατανοµή 

),(),( 2
21 σµΝθθΝ = . Η γενική περίπτωση τυχαίων δειγµάτων από οποιαδήποτε 

κατανοµή µελετάται µε εφαρµογή του Κεντρικού Οριακού Θεωρήµατος (Κ.Ο.Θ., βλ. 

Κεφ. 5) καθώς και του νόµου των µεγάλων αριθµών (ότι δηλ. µΧ p
ν ⎯→⎯ , 

22 σS p
v ⎯→⎯ , βλ. Πόρισµα 5.1 (i) του Κεφ. 8). 

 
2. ΚΑΤΑΝΟΜΕΣ ΣΤΑΤΙΣΤΙΚΩΝ ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΩΝ ΠΡΟΕΡΧΟΜΕΝΕΣ ΑΠΟ 

ΤΗΝ ΚΑΝΟΝΙΚΗ 
 
 Στην παράγραφο αυτή αρχικά υποθέτουµε ότι το τυχαίο δείγµα προέρχεται από 
την κανονική κατανοµή, δηλαδή 

),(~...,,, 2
21 σµΝΧΧΧ ν , 

όπου ∈µ , 0>σ . Τότε ισχύουν τα εξής: 

Θεώρηµα 2.1. (α) Η τ.µ. ∑
=

=
v

i
iX

ν
Χ

1

1  ακολουθεί κανονική µε µέσο µ και διασπορά 

νσ /2 , δηλαδή 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

ν
σµΝΧ

2
,~ . 

(β) Η τ.µ. ∑
=

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
=

− v

i

i

σ
XX

σ
Sν

1

2

2

2)1(  ακολουθεί κατανοµή 2
1−νχ  (δηλαδή χι-

τετράγωνο µε 1−ν  βαθµούς ελευθερίας), συµβολικά, 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

≡
−

− 2
1,

2
1~)1( 2

12

2 νΓχ
σ

Sv
ν . 

(γ) Οι τ.µ. Χ  και 2S  είναι ανεξάρτητες. 
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Παρατήρηση 2.1. Όταν µία τ.µ. Χ ακολουθεί ),( θαΓ  κατανοµή µε παραµέτρους 

2/vα =  και 2/1=θ  (όπου ν ένας θετικός ακέραιος), τότε η Χ καλείται χι-τετράγωνο 
µε ν βαθµούς ελευθερίας (βλ. Παρατήρηση 2.3 του Κεφ. 4). 

 Η απόδειξη του Θεωρήµατος 2.1 είναι δύσκολη και παραλείπεται. Το (α) µέρος 
συνάγεται από την αναπαραγωγική ιδιότητα της κανονικής κατανοµής. 

Ορισµός 2.1. (Κατανοµές vt  του Student και 
21 ,vvF  του Fisher) (α) Υποθέτουµε 

ότι )1,0(~ NZ  και 2~ νv χX . Αν οι Ζ και νΧ  είναι ανεξάρτητες, τότε η κατανοµή 

της τ.µ. 

ν

ν

Χ
ν

ΖΤ
1

=  

ονοµάζεται t-κατανοµή µε ν βαθµούς ελευθερίας και συµβολίζεται µε vt  (t 

κατανοµή του Student). Συµβολικά γράφουµε vv tT ~ . 

(β) Αν οι τ.µ. 
1vX  και 

2vX  είναι ανεξάρτητες και 2
11

~ vv χX , 2
22

~ νv χX , τότε η τ.µ. 

2

1

2

1
21

1

2

2

1
, /

/

v

v

v

v
vv X

X
v
v

νX
νX

W ==  

ακολουθεί την F-κατανοµή µε 1v  και 2v  βαθµούς ελευθερίας (F-κατανοµή του 

Fisher). Συµβολικά γράφουµε 
2121 ,, ~ vvvv FW . 

Παρατήρηση 2.2. Αν και υπάρχουν αναλυτικές εκφράσεις για τις πυκνότητες των 
τ.µ. vT  και 

21,vvW , δεν είναι απαραίτητο να δοθούν εδώ. Για τις εφαρµογές το µόνο 

που χρειαζόµαστε είναι να γνωρίζουµε τα α-άνω ποσοστιαία σηµεία των κατανοµών 
αυτών, δηλ. τα σηµεία αvt ;  και αvvF ;, 21

 )10( << α  για τα οποία 

αtTP αvv => )( ;    και   aFWP avvvv => )( ;,, 2121
, 

αντιστοίχως, και τα οποία δίδονται στους Πίνακες Β2 και Β4. 

Θεώρηµα 2.2. Αν ),(~...,,, 2
21 σµNXXX v  µε ∈µ  και 02 >σ , τότε η τ.µ. 

               11 ~)(
−−

−
= vv t

S
µXvΤ ,         (2.1) 

όπου ∑
=

=
v

i
iX

v
X

1

1  και 2SS = , όπου ∑
=

−
−

=
v

i
i XX

v
S

1

22 )(
1

1  είναι ο δειγµατικός 

µέσος και η δειγµατική διασπορά, αντίστοιχα. 
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Απόδειξη. Από το Θεώρηµα 2.1, έχουµε διαδοχικά 

)/,(~ 2 νσµNX ,    ),/,0(~ 2 νσΝµΧ −     )1,0(~
/2

Ν
νσ

µΧ − , 

και τελικά )1,0(~)( Ν
σ

µΧνΖ −
= . 

 Επίσης οι τ.µ. X  και 2S  είναι ανεξάρτητες (για τις ιδιότητες της στοχαστικής 

ανεξαρτησίας βλ. Κεφ. 5), και άρα οι τ.µ. σµXvZ /)( −=  και 22 /)1( σSν −  είναι 

ανεξάρτητες. Αφού )1,0(~ ΝΖ  και 2
1

22 ~/)1( −− νχσSν , έχουµε από τον Ορισµό 2.1 

(α) ότι η τ.µ. 

1221 ~)(

1
/)1(

−−
−

=

−

=

−
−

= vν t
S

µΧν

σ
S
σ

µΧν

ν
σSν

ΖΤ . 

Θεώρηµα 2.3. Θεωρούµε τα ανεξάρτητα τυχαία δείγµατα  

vXXX ...,,, 21 ),(~ 2
11 σµN   και  

2
...,,, 21 νΥYΥ ),(~ 2

22 σµΝ . 

 Θέτουµε  

∑
=

=
1

11

1 v

i
iX

ν
Χ ,     ∑

=

=
2

12

1 v

j
jΥv

Y    και 

∑
=

−
−

=
1

1

2

1

2
1 )(

1
1 v

i
i XX

v
S ,     ∑

=

−
−

=
2

1

2

2

2
2 )(

1
1 v

j
j YY

v
S . 

Τότε η τ.µ. 

         2
1

2
2

2
2

2
2

2
1

2
1

/
/

σ
σ

σS
σS

=  1,12
2

2
1

21
~ −− vvF

S
S .        (2.2) 

Απόδειξη. Αφού προφανώς οι τ.µ. 

2
1

2

1 1
2
1

2
11

1

1
~

)1(
−

=
∑ ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
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−
ν
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i

i χ
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2
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2
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2
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−
=
∑ ⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛ −
=

−
ν

v

j

j χ
σ

YY

σ
Sν  

είναι ανεξάρτητες, έπεται από τον Ορισµό 2.1 (β) ότι η τ.µ. 



 234

1,12
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2
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2
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2
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σ
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Θεώρηµα 2.4. Θεωρούµε τα ανεξάρτητα τυχαία δείγµατα  

~...,,,
121 vXΧX ),( 2

1 σµΝ  και ~...,,,
221 νΥΥΥ ),( 2

2 σµΝ , 

όπου 02 >σ  (κοινή και στα δύο δείγµατα). Θέτουµε  

∑
=

=
1

11

1 v

i
iX

v
X ,   ∑

=

−
−

=
1

1

2

1

2
1 )(

1
1 v

i
i XX

v
S ,    

∑
=

=
2
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1 v

j
jY

v
Y ,   ∑

=

−
−

=
2

1

2

2

2
2 )(

1
1 v

j
j YY

v
S ,   και    

( ) ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−+−

−+
=−+−

−+
= ∑ ∑

= =

1 2

1 1

22

21

2
22

2
11

21

2 )()(
2

1)1()1(
2

1 v

i

v

j
jip YYXX

vv
SvSv

vv
S . 

Τότε 

          2

21

21
21

~
11

)()(
−+

+

−−−
vv

p

t

vv
S

µµYX .        (2.3) 

Απόδειξη. Αφού )/,(~ 1
2

1 νσµNX  και )/,(~ 2
2

2 νσµΝΥ  έχουµε ότι 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+−−

2

2

1

2

21 ,~
ν
σ

ν
σµµΝΥΧ  και συνεπώς η τ.µ. 

)1,0(~)()(

2

2

1

2
21 Ν

v
σ

ν
σ

µµΥΧZ

+

−−−
= . 

 Επίσης η τ.µ. 2
12

2
11

1
~)1(

−
−

νχσ
Sν

 και η 2
12

2
22

2
~)1(

−
−

νχσ
Sν

. 

Από την αναπαραγωγική ιδιότητα της 2χ  (Γάµµα) κατανοµής προκύπτει ότι η τ.µ. 

2
2

2
22

22
12

12
2
21

21
~)1()1()2(

−+
−

+
−

=
−+

ννp χS
σ

vS
σ

vS
σ
νν  
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και από τον Ορισµό 2.1 (α) έχουµε ότι (αφού οι Ζ και 2
pS  είναι ανεξάρτητες) 

2

21

2
2
21

21

2

21

21
~

2

2

11

)()(

−+

−+

−+

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

−−−

vv

p

t

vv

S
σ
νν

νν
σ

µµΥΧ

 

δηλαδή 

2

21

21
21

~
11

)()(
−+

+

−−−
vv

p

t

vv
S

µµYX . 

Παρατήρηση 2.3. Το Θεώρηµα 2.4 ισχύει µόνο αν υποθέσουµε ότι τα iX  

ακολουθούν ),( 2
1 σµΝ  και τα jΥ  ακολουθούν ),( 2

2 σµΝ , δηλαδή έχουν κοινή 

διασπορά 22
2

2
1 σσσ == . Σε αντίθετη περίπτωση, το πρόβληµα δεν επιδέχεται απλή 

λύση και ονοµάζεται πρόβληµα των Behrens-Fisher. 

Παρατήρηση 2.4. (Μνηµονικός κανόνας) Έστω ),(~...,,, 2
21 σµNXXX v . Αφού 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

ν
σµΝΧ

2
,~ , προκύπτει άµεσα ότι 

             )1,0(~)( Ν
σ

µΧνΖ −
= .         (2.4) 

(βλ. Θεώρηµα 2.1). Αν υποθέσουµε ότι τα µ, 2σ  είναι άγνωστες παράµετροι, τότε η Ζ 
εξαρτάται και από τις δύο άγνωστες παραµέτρους. Θα ήταν λοιπόν λογικό να 
αντικαταστήσουµε την τυπική απόκλιση σ µε την αντίστοιχη εκτιµήτριά της 

2SS = , όπου ∑
=

−
−

=
v

i
i XX

v
S

1

22 )(
1

1  η δειγµατική διασπορά. Τότε όµως η Ζ 

γίνεται: 

S
µXvTv

)(
1

−
=− , 

και το Θεώρηµα 2.2 µας λέει ότι αυτή η αντικατάσταση αλλάζει τη δειγµατική 
κατανοµή από )1,0(N  σε 1−vt  (οι βαθµοί ελευθερίας γίνονται 1−v  αντί ν, διότι 

«χάνεται ένας βαθµός ελευθερίας» για την εκτίµηση του µ µε X ). 
 Όµοιες παρατηρήσεις ισχύουν όταν έχουµε δύο ανεξάρτητα δείγµατα  
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),(~...,,, 2
1121 1
σµNXXX v    και   ),(~...,,, 2

2221 2
σµΝΥYΥ ν . 

Τότε (βλ. απόδειξη του Θεωρήµατος 2.4) )/,(~ 1
2
11 νσµΝΧ , )/,(~ 2

2
22 νσµΝΥ  και 

συνεπώς 

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
+−−

2

2
2

1

2
1

21 ,~
ν
σ

ν
σ

µµΝΥΧ . 

Άρα, τυποποιώντας 

                    )1,0(~
)()(

2

2
2

1

2
1

21 Ν

ν
σ

ν
σ

µµΥΧ
Ζ

+

−−−
= .        (2.5) 

 Στην ειδική περίπτωση που 22
2

2
1 σσσ ==  (ίσες διασπορές), ο τύπος (2.5) γίνεται 

          )1,0(~
11

)()(

21

21 Ν

νν
σ

µµΥΧ

+

−−−       (2.5΄) 

και «αντικατάσταση» του άγνωστου σ µε την εκτιµήτρια  

( )2
22

2
11

21
)1()1(

2
1 SvSv
vv

S p −+−
−+

=  

οδηγεί στο αποτέλεσµα του Θεωρήµατος 2.4, αφού 2 βαθµοί ελευθερίας «χάνονται» 

για την εκτίµηση των 1µ  και 2µ  µε Χ  και Υ , αντίστοιχα. 

Παρατήρηση 2.5. Όταν τα δειγµατικά µεγέθη είναι µεγάλα ∞→ν(  ή ∞→21,vv ) 

τότε η 1−vt  κατανοµή προσεγγίζει την )1,0(N . Επιπλέον, µπορούµε να εφαρµόσουµε 

π.χ. το Κεντρικό Οριακό Θεώρηµα και το Θεώρηµα του Slutsky (βλ. Κεφ. 5 και 8), 
και συνεπώς έχουµε (βλ. (2.4), (2.5)) ότι 

        )1,0()( N
S

µXv
→

− ,   καθώς   ∞→v ,       (2.6) 

και 

     )1,0(
)()(

2

2
2

1

2
1

21 N

v
S

v
S

µµYX
→

+

−−−
,   καθώς   ∞→21,vv ,      (2.7) 

χωρίς να απαιτείται η υπόθεση της κανονικότητας για τις vXXX ...,,, 21  (ή τις 

1
...,,, 21 vXXX  και 

2
...,,, 21 vYYY ). Απλώς, οι τύποι (2.6) και (2.7) είναι 

προσεγγιστικοί και ισχύουν για «µεγάλο» ν (στην πράξη, 30≥v  στην (2.6) και 
30, 21 ≥vv  στην (2.7)). 
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 Έτσι καταλήγουµε στο εξής γενικό αποτέλεσµα. 

Θεώρηµα 2.5. (α) Έστω vXXX ...,,, 21  ένα τ.δ. από κάποια (οποιαδήποτε) κατανοµή 

F µε µέσο µ και διασπορά 02 >σ  (δηλ. µΧΕ i =)( , 2)( σXVar i = ). Τότε 

)1,0()( N
S

µΧνΖν →
−

= ,  καθώς  ∞→v . 

(β) Έστω 
1

...,,, 21 vXXX  και 
2

...,,, 21 vYYY  δύο ανεξάρτητα δείγµατα από κάποιες 

(οποιεσδήποτε) κατανοµές 1F  και 2F  µε µέσους 21, µµ  και διασπορές 0, 2
2

2
1 >σσ , 

αντίστοιχα. Τότε 

)1,0()()(

2

2
2

1

2
1

21
, 21

N

v
S

v
S

µµYXΖ vv →

+

−−−
= ,  καθώς  ∞→21,vv . 

 
3. ∆ΙΑΣΤΗΜΑΤΑ ΕΜΠΙΣΤΟΣΥΝΗΣ 
 
 Χρησιµοποιώντας τα προηγούµενα αποτελέσµατα µπορούµε να κατασκευάσουµε 
δ.ε. για τις άγνωστες παραµέτρους, ως εξής: 

Θεώρηµα 3.1. (∆ιάστηµα εµπιστοσύνης για το µ) Έστω vXXX ...,,, 21  ένα τ.δ. από 

κατανοµή µε µέσο µ και διασπορά 02 >σ  (και τα δύο άγνωστα). 
(α) Για µικρό ν (στην πράξη 30<ν ), ένα διάστηµα εµπιστοσύνης µε συντελεστή 
εµπιστοσύνης )%1(100 α−  για τον άγνωστο µέσο µ του πληθυσµού είναι το 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+− −− 2/;12/;1 , αvαv t

v
SXt

v
SX , 

µε 2/;1 αvt −  το 2/α -άνω ποσοστιαίο σηµείο της κατανοµής 1−vt  (βλ. Πίνακα 4) και 

X , 2SS = , ως συνήθως, ο δειγµατικός µέσος και η δειγµατική τυπική απόκλιση. 
Το διάστηµα ισχύει µόνο όταν η κατανοµή του δείγµατος είναι κανονική. 
(β) Για µεγάλο ν (στην πράξη 30≥v ), ένα προσεγγιστικό δ.ε. για το µ µε σ.ε. 

)%1(100 α−  είναι το 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+− 2/2/ , αα z

v
SXz

v
SX , 
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όπου 2/αz  το 2/α -άνω ποσοστιαίο σηµείο της τυποποιηµένης κανονικής )1,0(N , βλ. 

Πίνακα Β1. Το διάστηµα αυτό ισχύει προσεγγιστικά, οποιαδήποτε και αν είναι η 
κατανοµή του δείγµατος. 

Απόδειξη. (α) Αφού ),(~...,,, 2
21 σµNXΧX v  έχουµε από το Θεώρηµα 2.2 ότι 

11 ~)(
−−

−
= vν t

S
µΧνΤ . 

Άρα 

αtTtP αvvαv −=≤≤− −−− 1)( 2/;112/;1 . 

Η παραπάνω ισότητα γράφεται ισοδύναµα 

    αt
S

µXvtP αvαv −=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
≤

−
≤− −− 1)(

2/;12/;1 , 

    αt
v

SµXt
v

SP αvαv −=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
≤−≤− −− 12/;12/;1 , 

αt
v

SXµt
v

SXP αvαv −=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+−≤−≤−− −− 12/;12/;1 , 

    αt
v

SXµt
v

SXP αvαv −=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+≤≤− −− 12/;12/;1 . 

 Η τελευταία σχέση µας λέει ότι η πιθανότητα να περιέχεται το (άγνωστο) µ στο  

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+− −− 2/;12/;1 , αvαv t

v
SXt

v
SΧ  

είναι a−1 , δηλαδή το ζητούµενο. 

(β) ∆ουλεύουµε οµοίως, µόνο που αντί της σχέσης )( 2/;112/;1 αvvαv tTtP −−− ≤≤−  

χρησιµοποιούµε την προσεγγιστική σχέση αzZzP αvα −≈≤≤− 1)( 2/2/ , όπου 

S
µXvZv

)( −
=  (βλ. Θεώρηµα 2.5 (α)) και 2/αz  το 2/α -άνω ποσοστιαίο σηµείο 

της τυποποιηµένης κανονικής )1,0(N . 

Παράδειγµα 3.1. Καλαθοσφαιριστής έχει πετύχει 80 βολές στις 100. Να 
κατασκευαστεί 95% δ.ε. για το άγνωστο ποσοστό Pp = (επιτυχηµένης βολής του 

καλαθοσφαιριστή).  
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Εδώ )(~...,,, 21 pbXΧX v  όπου p άγνωστο. Άρα τα δεδοµένα δεν προέρχονται 

από την κανονική, αφού 0=iX  ή 1 (αποτυχία ή επιτυχία). Είναι όµως 100=v  

(µεγάλο). Έτσι µπορούµε να εφαρµόσουµε το Θεώρηµα 3.1 (β). 

 Για το σκοπό αυτό υπολογίζουµε τις ποσότητες X  και 2S  ως εξής: 
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v
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v
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           (επειδή )2
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= ∑
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i
i XvX

v 1
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1
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           (επειδή ∑
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v

i
i XvX

1
)                   ( ))

1
1 2XvXv

v
−

−
=  

                                         )1(
1

XX
v

v
−

−
=  

                                                              16162.0)2.0()8.0(
99

100
=⋅⋅=  

και συνεπώς, 402.016162.02 === SS . Εδώ θέλουµε 95% δ.ε., άρα 05.0=α  
(έτσι ώστε )95.01 =− α  και 025.02/ =α . 

 Από τον Πίνακα Β1 της τυποποιηµένης κανονικής βρίσκουµε 

96.1025.02/ == zzα  (αφού )975.0)96.1()96.1( ==≤ ΦZP  

και συνεπώς 

7212.0)96.1(
100
402.08.02/ =⋅−=− αz

v
SΧ  

και 

8788.0)96.1(
100
402.08.02/ =+=+ αz

v
SX . 

Άρα, το διάστηµα 

%]88.87%,12.72[]8788.0,7212.0[ =  

είναι ένα 95% (προσεγγιστικό) δ.ε. για το άγνωστο p του καλαθοσφαιριστή. Όπως θα 
λέγαµε απλούστερα, είµαστε κατά 95% βέβαιοι ότι το πραγµατικό ποσοστό p 
(άγνωστο φυσικά) βρίσκεται ανάµεσα στα δύο παραπάνω όρια. 
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Παρατήρηση 3.1. Όπως γίνεται φανερό από το παραπάνω παράδειγµα, όταν το 
τυχαίο δείγµα προέρχεται από την Bernoulli )( pb , τότε 

∑
=

−
−

=−
−

=
v

i
i XX

v
vXX

v
S

1

22 )1(
1

)(
1

1 . 

Η ποσότητα 
1−v

v  για µεγάλο ν είναι κοντά στο 1 ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ =

−∞→
1

1
lim

v
v

v
, συνεπώς 

)1(2 XXS −≈  και )1( XXS −≈ . Έτσι, πολλές φορές για την )( pb  

χρησιµοποιείται το δ.ε. 

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡ −
+

−
−

v
XXzX

v
XXzX αα

)1(,)1(
2/2/  

που είναι περίπου ίσο µε αυτό που βρήκαµε στο Παράδειγµα 3.1. Εφαρµόζοντας 
αυτόν τον τύπο στα δεδοµένα του Παραδείγµατος 3.1 βρίσκουµε το δ.ε. 

%]84.87%,16.72[  

που είναι σχεδόν ίδιο µε αυτό του παραδείγµατος. 

Παρατήρηση 3.2. Όταν ),(~...,,, 2
21 σµNXXX v  µε 2σ  γνωστό, τότε προφανώς το 

)%1(100 α−  δ.ε. για το µ είναι το 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+− 2/2/ , αα z

ν
σΧz

ν
σΧ . 

Σηµειώνεται πάντως ότι η απαίτηση « 2σ  γνωστό» είναι συνήθως χωρίς πρακτική 
σηµασία, και δεν θα πρέπει να χρησιµοποιείται στην ανάλυση πραγµατικών 
δεδοµένων. 

Θεώρηµα 3.2. (∆ιάστηµα εµπιστοσύνης για το 2σ  από την κανονική) Έστω  

),(~...,,, 2
21 σµNXXX v  

µε µ και 2σ  άγνωστες παραµέτρους. Τότε ένα )%1(100 α−  δ.ε. για το 2σ  είναι το 

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡ −−

−−−
2

2/1;1

2

2
2/;1

2 )1(,)1(

αναν χ
Sν

χ
Sν , 

όπου 2
;αnχ  είναι το α-άνω ποσοστιαίο σηµείο της 2χ -κατανοµής µε n βαθµούς 

ελευθερίας (βλ. Πίνακα Β3), δηλ. αν 2~ nn χW  τότε αχWP αnn => )( 2
; . 
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Απόδειξη. Αφού 2
12

2
~)1(

−
−

νχσ
Sν  (βλ. Θεώρηµα 2.1 (β)), έπεται ότι 

αχ
σ

SvχP αναν −=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
≤

−
≤ −−− 1)1( 2

2/;12

2
2

2/1;1 . 

Λύνοντας τις παραπάνω ανισότητες ως προς 2σ , έπεται η αποδεικτέα. 

Θεώρηµα 3.3. (∆ιάστηµα εµπιστοσύνης για το 2
2

2
1 σσ /  σε δύο ανεξάρτητα 

κανονικά δείγµατα) Θεωρούµε δύο ανεξάρτητα τυχαία δείγµατα  

),(~...,,, 2
1121 σµΝΧXΧ ν   και  ),(~...,,, 2

2221 2
σµΝΥYΥ ν  

όπου 02
1 >σ  και 02

2 >σ . Ένα )%1(100 α−  δ.ε. για το πηλίκο 2
2

2
1 / σσ  είναι το 

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
−−

−−
2
2

2
1

2/;1,12
2

2
1

2/;1,1
12

21

,1
S
SF

S
S

F αvv
αvv

, 

όπου αmnF ;,  είναι το α-άνω ποσοστιαίο σηµείο της mnF ,  κατανοµής (βλ. Πίνακα Β4), 

δηλαδή αν mnmn FW ,, ~ , τότε αFWP amnmn => )( ;,, . Ας σηµειωθεί ότι ισχύει η σχέση 

αnm
αmn

F
F −= 1;,

;,

1    για κάθε   )1,0(∈α    και   ...,2,1, =mn ,  

έτσι ώστε να µπορούµε να γράψουµε το παραπάνω διάστηµα και ως  

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−−−−− 2/;1,12

2

2
1

2/1;1,12
2

2
1

1212
, αvvαvv F

S
SF

S
S

. 

Απόδειξη. Από το Θεώρηµα 2.3, 

1,12
2

2
1

2
2

2
1

1,1 2121
~

/
/

−−−− = vvvv F
σσ
SSW ,  

που σηµαίνει ότι 

αFWFP αvvvvαvv −=≤≤ −−−−−−− 1)( 2/;1,11,12/1;1,1 212121
. 

Αντικαθιστώντας στην παραπάνω σχέση την )/()/( 2
2

2
1

2
2

2
11,1 21

σσSSW vv =−−  και 

λύνοντας ως προς 2
2

2
1 / σσ , παίρνουµε τη σχέση 

α
F

SS
σ
σ

F
SSP

αvvαvv
−=⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
≤≤

−−−−−

1//

2/1;1,1

2
2

2
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2
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2
2

2
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και επειδή 2/;1,1
2/1;1,1

12
21

1
αvv

αvv
F

F −−
−−−

= , έπεται το ζητούµενο. 

Θεώρηµα 3.4. (∆ιάστηµα εµπιστοσύνης για το 21 µµ −  σε δύο κανονικά 

ανεξάρτητα δείγµατα µε ίσες αλλά άγνωστες διασπορές) Θεωρούµε τα ανεξάρτητα 
δείγµατα  

1
...,,, 21 νΧΧΧ ),(~ 2

1 σµN  και 
2

...,,, 21 νΥΥΥ ),(~ 2
2 σµN  

2(σ  κοινή αλλά άγνωστη). Τότε, ένα )%1(100 α−  δ.ε. για τη διαφορά 21 µµ −  είναι 

το 

⎢
⎣

⎡
+−− −+ 2/;2

21
21

11)( αvvp t
vv

SΥΧ ,  ⎥
⎦

⎤
++− −+ 2/;2

21
21

11)( αvvp t
vv

SYX  

όπου 

( )2
22

2
11

21
)2()1(

2
1 SvSv
vv

S p −+−
−+

= . 

Απόδειξη. Από το Θεώρηµα 2.4, 

2

21

21
21

~
11

)()(
−+

+

−−−
vv

p

t

vv
S

µµYX  

και συνεπώς 

αt

vv
S

µµYXtP αvv

p

αvv −=

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

≤
+

−−−
≤− −+−+ 1
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)()(

2/;2

21

21
2/;2 2121

. 

Λύνοντας τις παραπάνω ανισότητες ως προς 21 µµ − , συνάγεται το ζητούµενο. 

Παρατήρηση 3.3. Το παραπάνω διάστηµα για το 21 µµ −  µπορεί να εφαρµοστεί 

µόνο όταν υποθέτουµε ότι τα ανεξάρτητα δείγµατα προέρχονται από την κανονική 
και ότι έχουν ίδια διασπορά. Σε κάθε άλλη περίπτωση, είναι αρκετά επικίνδυνο να 
εφαρµόζεται και µπορεί να εξάγει εσφαλµένα συµπεράσµατα. 

Παράδειγµα 3.2. Τα παρακάτω δεδοµένα παριστάνουν τις βαθµολογίες 9 µαθητών 
Λυκείου σε ένα test µαθηµατικών: 

3,   8,   4,   11,   8,   6,   9,   10,   5. 

Επίσης, στο ίδιο test τα αποτελέσµατα 6 µαθητριών ήταν 
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16,   13,   20,   16,   15,   13. 

Να βρεθεί διάστηµα εµπιστοσύνης συντελεστού εµπιστοσύνης 95% για τη 
διαφορά 21 µµ −  του µέσου βαθµού στους πληθυσµούς µαθητών και µαθητριών. 

Εδώ υποθέτουµε ότι τα δεδοµένα προέρχονται από κανονική 

κατανοµή, ),( 2
1 σµΝ  και ),( 2

2 σµΝ  για τους µαθητές, µαθήτριες αντίστοιχα (ας 

σηµειωθεί ότι αυτό δεν ισχύει επειδή οι βαθµοί παίρνουν ακέραιες τιµές – σε µία 
πρώτη προσέγγιση όµως µπορούµε να το χρησιµοποιήσουµε). Επίσης υποθέτουµε 
κοινή διασπορά. Τότε 91 =ν , 62 =ν  και  

11.7=Χ ,   67.72
1 =S ,   5.15=Y ,   7.62

2 =S . 

Άρα 

( )2
22

2
11

21
)1()1(

2
1 SvSv
vv

S p −+−
−+

=  

                   ( ))7.6(5)67.7(8
13
1

⋅+⋅=  

     7.2= , 

και (βλ. Πίνακα Β2) 

16.2025.0;132/;221
==−+ tt αvv . 

Άρα το 95% δ.ε. για το 21 µµ −  είναι 

⎢
⎣

⎡
+−− −+ 2/;2

21
21

11)( αvvp t
vv

SΥΧ ,   ⎥
⎦

⎤
++− −+ 2/;2

21
21

11)( αvvp t
vv

SYX  

      ]07.339.8,07.339.8[ +−−−=  

      ]32.5,46.11[ −−= . 

 Συµπεραίνουµε ότι (αν οι υποθέσεις κανονικότητας, ίσων διασπορών κ.λπ. είναι 
σωστές) µε πιθανότητα 95% η διαφορά 21 µµ −  περιέχεται στο ]32.5,46.11[ −− . 

Φυσικά, αυτό είναι ισοδύναµο µε το ότι η διαφορά 12 µµ −  περιέχεται στο 

]46.11,32.5[  µε πιθανότητα 95%. 

Παρατήρηση 3.4. Αν θεωρήσουµε δύο ανεξάρτητα κανονικά δείγµατα µε γνωστές 

διασπορές 02
1 >σ  και 02

2 >σ , αντίστοιχα, δηλ. 

),(~...,,, 2
1121 σµΝΧXΧ ν   και  ),(~...,,, 2

2221 2
σµΝΥYΥ ν , 
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τότε η τ.µ. 

)1,0(~)()(

2

2
2

1

2
1

21 Ν

v
σ

v
σ

µµYXΖ

+

−−−
=  

(βλ. (2.5)). Συνεπώς, αντικαθιστώντας την τ.µ. Ζ στη σχέση 

αzZzP αα −=≤≤− 1)( 2/2/  

και λύνοντας ως προς 21 µµ − , προκύπτει το )%1(100 α−  δ.ε. για το 21 µµ − : 
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Για το διάστηµα αυτό απαιτείται εκτός από την κανονικότητα, τα 2
1σ  και 2

2σ  να είναι 

γνωστά, πράγµα που δεν συµβαίνει στην πράξη (πρβλ. Παρατήρηση 3.2). 

Θεώρηµα 3.5. (∆ιάστηµα εµπιστοσύνης για το 21 µµ −  σε δύο ανεξάρτητα 

δείγµατα µεγάλου µεγέθους) Θεωρούµε τα ανεξάρτητα δείγµατα 

1
...,,, 21 νΧΧΧ   και  

2
...,,, 21 νΥΥΥ  

προερχόµενα από οποιεσδήποτε κατανοµές 1F  και 2F  µε µέσους 21, µµ  και 

διασπορές 0, 2
2

2
1 >σσ  αντίστοιχα. Υποθέτουµε ότι τα 21,vv  είναι µεγάλα (θεωρητικά 

∞→21,vv , στην πράξη )30, 21 ≥vv . 

 Τότε ένα προσεγγιστικό δ.ε. για το 21 µµ −  µε σ.ε. )%1(100 α−  είναι το 

⎢
⎢
⎣
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2
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2/)(
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S
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⎥
⎥
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2/)(
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S

v
S

zYX α  

όπου 2/αz  είναι το 2/α -άνω ποσοστιαίο σηµείο της τυποποιηµένης κανονικής. 

Απόδειξη. Από το Θεώρηµα 2.5, 

)1,0(
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2
2

1

2
1

21
, 21

N

v
S

v
S

µµYX
Z vv →

+

−−−
= ,     καθώς     ∞→21,vv . 

Άρα, για µεγάλα 1v  και 2v , 

αzZzP αvvα −≈≤≤− 1)( 2/,2/ 21
. 
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Αντικαθιστώντας στην παραπάνω σχέση την τ.µ. 
21,vvZ  και λύνοντας ως προς 

21 µµ − , προκύπτει το ζητούµενο. 

Παράδειγµα 3.3. Ένας καλαθοσφαιριστής ευστόχησε σε 80 βολές από τις 100, ενώ 
ένας δεύτερος ευστόχησε σε 140 από τις 200. Αν 1p  και 2p  είναι τα αντίστοιχα 

(άγνωστα) ποσοστά, να βρεθεί 95% δ.ε. για τη διαφορά 21 pp − . 

 Εδώ )(~...,,, 121 1
pbXXX v  και )(~...,,, 221 2

pbYYY v  όπου 1001 =v , 2002 =v  

και άρα ούτε κανονικότητα έχουµε, ούτε ίσες διασπορές (είναι )1( 11
2
1 ppσ −=  ενώ 

)1( 22
2
2 ppσ −= ). Όµως τα δειγµατικά µεγέθη 21,vv  είναι µεγάλα, και έτσι 

µπορούµε να εφαρµόσουµε το Θεώρηµα 3.5. Βρίσκουµε  
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===
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8.0
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801 v
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= XX
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Οµοίως,  
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= YY

v
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(αυτοί οι απλοί τύποι για τα 2
1S  και 2

2S  ισχύουν στην Bernoulli, βλ. Παρατήρηση 

3.1). Έτσι, αφού 96.1025.02/ == zzα , έχουµε το προσεγγιστικό 95% δ.ε. για το 

21 pp −  (διότι εδώ 11 pµ = , )22 pµ =  
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       ]2197.0,0197.0[]1197.01.0,1197.01.0[ −=+−=  

       %]97.21%,97.1[−= . 

Άρα, είµαστε κατά 95% βέβαιοι ότι η διαφορά 21 pp −  των ποσοστών ευστοχίας των 

καλαθοσφαιριστών είναι από %2−  έως %22  περίπου. 

 
ΑΣΚΗΣΕΙΣ ΚΕΦ. 9 
 

1. Η µέτρηση του ύψους, σε ένα δείγµα 20 ατόµων από έναν πληθυσµό έδωσε τα 
παρακάτω αποτελέσµατα σε εκατοστά: 

.165,165,166,173,158,168,170,166,161,166
173,170,170,173,166,169,166,168,166,173
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 (α) Αν είναι γνωστό ότι τα ύψη ακολουθούν κανονική κατανοµή ),( 2σµN  µε 

τυπική απόκλιση 5=σ  εκατοστά, να κατασκευαστεί ένα 95% διάστηµα 
εµπιστοσύνης για το µέσο ύψος µ του πληθυσµού. 

 (β) Να απαντήσετε στο ερώτηµα (α) αν είναι γνωστό ότι τα ύψη ακολουθούν 

κανονική κατανοµή µε άγνωστη διασπορά 02 >σ . 
 

2. Για να εκτιµηθεί η µέση βαθµολογία των φοιτητών στις εξετάσεις κάποιου 
µαθήµατος, παίρνουµε ένα δείγµα 16 φοιτητών και καταγράφουµε τη βαθµολογία 
τους: 

.10,9,6,6,8,5,5,8,9,9,8,7,4,5,3,10  

Να εκτιµηθεί το µ (i) σηµειακά, (ii) µε διάστηµα εµπιστοσύνης συντελεστού 
εµπιστοσύνης 90%. Υποθέστε ότι η βαθµολογία στις εξετάσεις ακολουθεί κανονική 
κατανοµή: 

 (α) )4,(µN , (δηλ. 42 =σ , γνωστό) και (β) ),( 2σµΝ , 2σ  άγνωστο. 

 
3. Κάθε χρόνο οι φοιτήτριες που τελειώνουν το Α΄ έτος σπουδών υποβάλλονται σ’ 

ένα έλεγχο φυσικής κατάστασης και βαθµολογούνται. Τα προηγούµενα χρόνια ο 
µέσος όρος βαθµολογίας ήταν 180. Από την αρχή της φετινής χρονιάς εφαρµόστηκε 
ένα πρόγραµµα βελτίωσης της φυσικής κατάστασης. Στο τέλος του χρόνου 
επιλέχτηκαν 50 από αυτές, βαθµολογήθηκαν µετά από έλεγχο και έδωσαν µέσο όρο 
190 βαθµών µε τυπική απόκλιση 35.2. Να κατασκευάσετε ένα 99% δ.ε. για τη µέση 
βαθµολογία των φοιτητριών που προετοιµάστηκαν µε το νέο πρόγραµµα βελτίωσης. 
 

4. Ένα τυχαίο δείγµα από 10 µαθητές και ένα τυχαίο δείγµα από 10 µαθήτριες 
έδωσαν µέσο ύψος αντίστοιχα 152 και 149 εκατοστά. 

 (i) Να εκτιµηθεί η διαφορά των µέσων τιµών των πληθυσµών των µαθητών και 
µαθητριών. 
     (ii) Να κατασκευαστεί το 95% διάστηµα εµπιστοσύνης της διαφοράς των µέσων 
τιµών των πληθυσµών αυτών. 

Υποθέστε: (α) ότι το ύψος του πληθυσµού των µαθητών ακολουθεί κανονική 
κατανοµή µε διασπορά 25 ενώ το ύψος των µαθητριών κανονική κατανοµή µε 
διασπορά 49. 

(β) Τα ύψη των µαθητών και µαθητριών προέρχονται από κανονικές κατανοµές µε 
άγνωστες αλλά ίσες διασπορές, ενώ οι δειγµατικές διασπορές των υψών των 10 
µαθητών και µαθητριών είναι αντίστοιχα 20 και 30. 
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5. Ένας ερευνητής επιθυµεί να εκτιµήσει το µέσο βάρος των νεογέννητων αγοριών 
σε κάποιο µαιευτήριο. Πόσα νεογέννητα αγόρια πρέπει να ζυγίσει, ώστε να 
κατασκευάσει ένα δ.ε. για το µέσο βάρος συντελεστού εµπιστοσύνης 99% και µε 
πλάτος το πολύ 1 κιλό, όταν γνωρίζει ότι η τυπική απόκλιση είναι 1 κιλό; 

 
6. Πόσους φοιτητές του Βιολογικού Τµήµατος πρέπει να ρωτήσουµε για το βαθµό 

τους στα Βιοµαθηµατικά ώστε να κατασκευάσουµε ένα δ.ε. συντελεστού 
εµπιστοσύνης 99% για το µέσο βαθµό τους µε απόλυτο σφάλµα εκτίµησης το πολύ 
1/2, όταν η τυπική απόκλιση είναι 3; 
 

7. Ο πληθυσµός των τιµών της πιέσεως του αίµατος 25-χρονων ανδρών έχει µέση 
τιµή µ και τυπική απόκλιση 15. Ένα τυχαίο δείγµα 100 φαινοµενικά κανονικών 25-
χρονων ανδρών έδωσε µέση τιµή 125. Να βρεθούν 
  (i) ένα δ.ε. συντελεστού εµπιστοσύνης 90% για το µ, και 
     (ii) ένα δ.ε. συντελεστού εµπιστοσύνης 95% για το µ. 
 

8. Ένα τυχαίο δείγµα 10 δωδεκάχρονων κοριτσιών και ένα τυχαίο δείγµα 10 
δωδεκάχρονων αγοριών έδωσαν µέσες τιµές υψών 149.5 cm και 146.25 cm 
αντίστοιχα. Εάν οι τιµές των υψών ακολουθούν κανονικές κατανοµές µε µέσες τιµές 

1µ  και 2µ  και τυπικές αποκλίσεις 2cm και 3cm αντίστοιχα, να βρεθούν διαστήµατα 

εµπιστοσύνης για τη διαφορά 21 µµ −  

   ( i) µε συντελεστή εµπιστοσύνης 90% 
   (ii) µε συντελεστή εµπιστοσύνης 95%, και 
  (iii) µε συντελεστή εµπιστοσύνης 99%. 
 

9. ∆ηµοσκόπηση σε µία συγκεκριµένη αστική περιοχή αποκάλυψε ότι από τα 180 
ερωτηθέντα νοικοκυριά στο 87% των περιπτώσεων τουλάχιστον ένα από τα µέλη των 
νοικοκυριών έχει κάποιο είδος ασφάλειας ζωής. Να βρεθούν διαστήµατα 
εµπιστοσύνης για το πληθυσµιακό ποσοστό των νοικοκυριών που κάποιο από τα 
µέλη τους έχει ασφάλεια ζωής. 

    (i) µε συντελεστή εµπιστοσύνης 90% 

   (ii) µε συντελεστή εµπιστοσύνης 95%, και 

  (iii) µε συντελεστή εµπιστοσύνης 99%. 
 

10. Σε δηµοσκόπηση που έγινε σε δύο τοµείς µιας µεγάλης πόλης παρατηρήθηκαν 
τα επόµενα αποτελέσµατα σχετικά µε την κανονικότητα της πιέσεως του αίµατος: 
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Τοµέας Αριθµός ατόµων 
που ερωτήθηκαν 

Αριθµός ατόµων µε 
κάποια ανωµαλία 

1 300 25 
2 350 42 

 Να βρεθούν δ.ε. για τη διαφορά 21 pp −  των πληθυσµιακών ποσοστών  

    (i) µε συντελεστή εµπιστοσύνης 90% 
   (ii) µε συντελεστή εµπιστοσύνης 95%, και 
  (iii) µε συντελεστή εµπιστοσύνης 99%. 
 
 11. Ένα τυχαίο δείγµα 18 δεκάχρονων κοριτσιών έδωσε µέσο βάρος 34,5 κιλά 
και τυπική απόκλιση 4 κιλά. Εάν οι τιµές του βάρους ακολουθούν την κανονική 

κατανοµή ),( 2σµN , να βρεθούν δ.ε. για το µ µε συντελεστή εµπιστοσύνης 90%, 

95% και 99%. 
 

12. Με τα δεδοµένα της ασκήσεως 11 να βρεθεί 95% δ.ε. για το 2σ , καθώς και 
για το σ. 

 
13. Σε τυχαίο δείγµα 20 εργαζοµένων, κατοίκων της Αθήνας, βρέθηκε ότι ο 

χρόνος µετάβασης (σε λεπτά της ώρας) στον χώρο εργασίας τους ήταν (για την 18η 
∆εκεµβρίου 2002): 

Λεπτά Συχνότητα Λεπτά Συχνότητα 
00-10 1 50-60 2 
10-20 2 60-70 2 
20-30 3 70-80 2 
30-40 4 80-90 1 
40-50 2 90-100 1 

 
(α) Να υπολογιστεί ο δειγµατικός µέσος και η δειγµατική διασπορά από τα 

παραπάνω (οµαδοποιηµένα) δεδοµένα. 
(β) Αν υποθέσουµε ότι ο χρόνος µετάβασης ενός εργαζόµενου, κατοίκου της 

Αθήνας, στην εργασία του ακολουθεί κανονική κατανοµή, να κατασκευαστεί 
διάστηµα εµπιστοσύνης συντελεστού εµπιστοσύνης 90% για το µέσο χρόνο 
µετάβασης. 

 
14. Τυχαίο δείγµα 200 µαθητών χωρίστηκε τυχαία σε δύο οµάδες 1O  και 2O  των 

120 και 80 ατόµων αντίστοιχα. Στη συνέχεια όλοι οι µαθητές διδάχτηκαν κοινή ύλη, 
µόνο που στην οµάδα 1O  εφαρµόστηκε η διδακτική µέθοδος Α ενώ στην 2O  

εφαρµόστηκε η διδακτική µέθοδος Β. Μετά το τέλος της διδασκαλίας και τη 
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διεξαγωγή εξετάσεων σε κοινά θέµατα, οι µαθητές της 1O  έλαβαν βαθµούς επίδοσης 

12021 ...,,, XXX , ενώ αυτοί της 2O  έλαβαν βαθµούς 8021 ...,,, YYY . 

Από την επεξεργασία των βαθµών µέσω ηλεκτρονικού υπολογιστή προέκυψε ότι: 

∑
=

=
120

1
840

i
iX ,        ∑

=

=
120

1

2 2.6025
i

iX  

και οµοίως, 

∑
=

=
80

1
600

j
jY ,        ∑

=

=
80

1

2 4580
j

jY . 

 (α) Να υπολογιστούν οι δειγµατικοί µέσοι YX ,  καθώς και οι δειγµατικές 

τυπικές αποκλίσεις 1S , 2S  των δύο δειγµάτων. 

 (β) Έστω 1µ  και 2µ  οι θεωρητικοί µέσοι των δύο µεθόδων. Να κατασκευαστεί 

ένα 95% δ.ε. για το 1µ , για το 2µ  και για τη διαφορά 21 µµ − . 

 (γ) Τι ποσοστό (περίπου) των µαθητών που διδάσκονται σύµφωνα µε την Α 
µέθοδο θα πάρει βαθµό µεταξύ 7 και 9; Ποιο είναι το αντίστοιχο ποσοστό για την 
µέθοδο Β; 
 
 15. Η ποσότητα οινοπνεύµατος στο αίµα (σε mg/lt) 120 τυχαία επιλεγµένων 
οδηγών µιας πόλης Χ και 80 τυχαία επιλεγµένων οδηγών µιας πόλης Υ βρέθηκε: 

12021 ...,,, XXX  και 8021 ...,,, YYY . Μετά από επεξεργασία των δεδοµένων προέκυψε 

ότι  

∑
=

=
120

1
120

i
iX ,        ∑

=

=
120

1

2 300
i

iX  

και οµοίως, 

∑
=

=
80

1
100

j
jY ,        ∑

=

=
80

1

2 600
j

jY . 

 (α) Να υπολογιστούν οι δειγµατικοί µέσοι YX ,  καθώς και οι δειγµατικές 

τυπικές αποκλίσεις 1S , 2S  των δύο δειγµάτων. 

 (β) Έστω 1µ  και 2µ  οι θεωρητικοί µέσοι στις δύο πόλεις. Να κατασκευαστεί ένα 

95% δ.ε. για το 1µ , για το 2µ  και για τη διαφορά 21 µµ − . 

 
 16. ∆ύο ανεξάρτητα τυχαία δείγµατα 821 ...,,, XXX  και 521 ...,,, YYY  µε κανονικές 

κατανοµές ),( 2
11 σµN  και ),( 2

22 σµΝ , αντίστοιχα, έδωσαν 

∑
=

=
8

1
96

i
iX ,        ∑

=

=
8

1

2 1194
i

iX  

και οµοίως, 
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∑
=

=
5

1
50

j
jY ,        ∑

=

=
5

1

2 504
j

jY . 

 (α) Να κατασκευαστεί 95% δ.ε. για τη διαφορά 21 µµ − . 

 (β) Να κατασκευαστεί 95% δ.ε. για το πηλίκο 2
2

2
1 / σσ  και 

 (γ) Να κατασκευαστούν 95% δ.ε. για το 1µ  και για το 2σ . 

 
 17. Μετά από µία διαφηµιστική καµπάνια ρωτήθηκαν 150 καπνιστές και 
βρέθηκαν 20 να καπνίζουν τα τσιγάρα µάρκας Α. Να βρεθεί 95% διάστηµα 
εµπιστοσύνης για το ποσοστό των καπνιστών που καπνίζουν τα τσιγάρα µάρκας Α.  
 
 18. Σε µία επιδηµία γρίπης, 140 παιδιά από µία τάξη 380 παιδιών, αρρώστησαν. 
   (i) Να βρεθεί 95% δ.ε. για το ποσοστό των παιδιών που προσβάλλει η γρίπη. 
  (ii) Να βρεθεί 95% δ.ε. αν είχαν αρρωστήσει 70 παιδιά, σε µία τάξη 190 
παιδιών. 
 
 19. Σε 9 παρατηρήσεις 921 ...,,, XXX  σε ισάριθµους φοιτητές για τη διάρκεια 

µελέτης ενός προβλήµατος, βρήκαµε 22.35=X  (ώρες), ∑
=

=−
9

1

2 59.195)(
i

i XX . Nα 

βρεθεί 95% δ.ε. για το µ (υποθέτουµε ότι τα δεδοµένα ακολουθούν κανονική 

κατανοµή ),( 2σµΝ ). 

 
 20. Μετρήσεις του ύψους ατόµων δύο διαφορετικών κρατών έδωσαν τα 
παρακάτω αποτελέσµατα: 

1301 =v ,     173=X cm      91 =S cm 

         2502 =v ,    170=Y cm      82 =S cm. 

Βρείτε 90% διάστηµα εµπιστοσύνης για τη διαφορά 21 µµ − . 

 
 21. Έγινε η εξής ερώτηση σε 800 φοιτητές: «Αγοράσατε τουλάχιστον ένα 
ζευγάρι παπούτσια στο χρονικό διάστηµα µεταξύ των µηνών Σεπτεµβρίου και 
Ιουνίου;» 
 Ο αριθµός των θετικών απαντήσεων ήταν 100. 
 (α) Βρείτε 95% διάστηµα εµπιστοσύνης για το ποσοστό των φοιτητών που 
αγόρασαν τουλάχιστον ένα ζευγάρι παπούτσια, το παραπάνω χρονικό διάστηµα 

)05.0( =a . 

 (β) Υποθέτουµε ότι στους φοιτητές, παράλληλα µε την προηγούµενη ερώτηση, 
ερωτήθηκε και η τιµή κάθε ζευγαριού παπουτσιών που αγόρασαν. Βρέθηκε ότι 
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21.37=X  Ευρώ και 32.11=S  Ευρώ. Βρείτε 95% διάστηµα εµπιστοσύνης για την 
µέση τιµή αγοράς παπουτσιών από όλους τους φοιτητές. 
 
 22. Συγκεντρώνονται δείγµατα βράχων από µία γεωλογική περιοχή και 
εξετάζεται η περιεκτικότητά τους σε cadmium. Ύστερα από την ανάλυση 25 τέτοιων 
δειγµάτων βράχων, βρήκαµε τη µέση τιµή και τη διασπορά 10.2 και 3.1 αντίστοιχα. 
Βρείτε ένα 99% διάστηµα εµπιστοσύνης για την πραγµατική µέση τιµή και τη 
διασπορά της περιεκτικότητας σε cadmium της γεωλογικής περιοχής, υποθέτοντας 
ότι οι µετρήσεις προέρχονται από κανονική κατανοµή. 
 
 23. Μετρήθηκε η διάρκεια ζωής σε ένα τυχαίο δείγµα από 10 µπαταρίες και 
έδωσε τυπική απόκλιση 7=S  ώρες. Να βρεθεί 95% δ.ε. για την τυπική απόκλιση σ 
του πληθυσµού, υποθέτοντας ότι τα δεδοµένα προέρχονται από κανονική κατανοµή. 
 
 24. Σ’ ένα παιχνίδι baseball, ένας παίκτης έκανε συνολικά 233 βολές, απ’ τις 
οποίες οι 84 ήταν επιτυχηµένες. Ένας άλλος, πέτυχε στις 103 από τις 350 βολές. 
Βρείτε ένα 99% διάστηµα εµπιστοσύνης για τη διαφορά των πιθανοτήτων 
επιτυχηµένης βολής ανάµεσα στους δύο παίκτες. 
 
 
 



 
 
ΚΕΦΑΛΑΙΟ 10 
 
 
ΕΛΕΓΧΟΙ ΣΤΑΤΙΣΤΙΚΩΝ ΥΠΟΘΕΣΕΩΝ 
 
 
 
 
1. ΓΕΝΙΚΑ ΠΕΡΙ ΕΛΕΓΧΩΝ 

 Ένα από τα σηµαντικότερα ερωτήµατα, στο οποίο καλείται να απαντήσει ο 
εφαρµοσµένος επιστήµονας είναι αυτό της λήψης απόφασης σε κάποιο επιστηµονικό 
πρόβληµα. Φυσικά, όπως και στην καθηµερινή ζωή, η λήψη της τελικής απόφασης σε 
κάποιο πρόβληµα µπορεί να είναι λανθασµένη και, συνήθως, αυτό αποδεικνύεται 
πολύ αργότερα. 
 Εντούτοις, ακόµα και σε αυτή την περίπτωση εσφαλµένης απόφασης, ο 
εφαρµοσµένος ερευνητής θα πρέπει να είναι σε θέση να υπολογίσει την πιθανότητα 
σφάλµατος. Το κατάλληλο θεωρητικό υπέδαφος γι αυτού του είδους τα προβλήµατα 
προσφέρεται από τη Στατιστική, και συγκεκριµένα τον κλάδο εκείνο της Στατιστικής 
που καλείται «Έλεγχος Στατιστικών Υποθέσεων». 
 Το επόµενο είναι ένα τυπικό παράδειγµα στο οποίο θα πρέπει να γίνει 
στατιστικός έλεγχος υπόθεσης. 

Παράδειγµα 1.1. Πριν τις εκλογές, ο Α, υποψήφιος δήµαρχος µιας µεγάλης πόλης, 
παρήγγειλε δηµοσκόπηση από την οποία προέκυπτε ότι, σε σύνολο 1000 
ερωτηθέντων, 600 άτοµα θα τον ψηφίσουν. Από το ποσοστό αυτό (60%) φαίνεται 
«λογικό» πως ο Α θα εκλεγεί από την πρώτη Κυριακή. Είναι αυτό σωστό; Πώς θα 
πρέπει να το ελέγξει η εταιρεία δηµοσκοπήσεων; 
 Στο παράδειγµα αυτό (που είναι παρόµοιο µε το Παράδειγµα 1.1 του Κεφ. 9, µε 
τη µόνη διαφορά ότι αντί για «εύστοχες βολές» εδώ έχουµε «θετικές ψήφους για τον 
υποψήφιο δήµαρχο»), θα πρέπει να ληφθεί κάποια απόφαση από τον ερευνητή 
(= εταιρεία δηµοσκοπήσεων), σχετικά µε το αν θα εκλεγεί ο Α ή όχι. Έχουµε λοιπόν 
δύο αντικρουόµενες απόψεις, που µπορούν να διατυπωθούν ως εξής: 

:0H  Ο Α δεν θα εκλεγεί την πρώτη Κυριακή. 
   (1.1) 

:1H  Ο Α θα εκλεγεί την πρώτη Κυριακή. 

 Φυσικά, θα µπορούσε κάποιος να εναλλάξει τις υποθέσεις, πράγµα το οποίο δεν 
είναι ισοδύναµο, όπως θα γίνει φανερό στη συνέχεια. 
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 Στο παραπάνω παράδειγµα, όπως και σε όλους τους στατιστικούς ελέγχους, η 

0H  ονοµάζεται µηδενική υπόθεση ενώ η 1H  εναλλακτική υπόθεση.  

 Στη διεθνή επιστηµονική πρακτική έχουν καθιερωθεί δύο βασικοί κανόνες 
σύµφωνα µε τους οποίους καθορίζεται η 0H  (δηλ. η µηδενική – η εναλλακτική 1H  

καθορίζεται αυτόµατα ως η άρνηση της 0H ). 

Κανόνας 1ος. Τίθεται ως µηδενική η υπόθεση εκείνη της οποίας η εσφαλµένη 
απόρριψη εγκυµονεί τους περισσότερους κινδύνους, και  

Κανόνας 2ος (και απλούστερος). Ως µηδενική τίθεται εκείνη η υπόθεση που επιθυµεί 
να απορρίψει ο ερευνητής (ώστε να αποφασίσει υπέρ της 1H ). 

 Φυσικά, και οι δύο κανόνες είναι εµπειρικοί και δεν µπορούν να αξιολογηθούν 
επιστηµονικά – εναπόκεινται στην κρίση και την εµπειρία του ερευνητή. Υπάρχουν 
όµως περιπτώσεις, όπως στο Παράδειγµα 1.1, όπου είναι σαφές ότι ο Κανόνας 2 
οδηγεί στην συγκεκριµένη επιλογή µηδενικής, όπως ήδη έχει διατυπωθεί στην (1.1). 
 Η γενική στρατηγική που ακολουθείται για τον έλεγχο της υπόθεσης 0H  έναντι 

της εναλλακτικής της 1H  (όπως στο Παράδειγµα 1.1) είναι η ακόλουθη: 

(1ο βήµα): Καθορίζεται η µηδενική υπόθεση 0H  (σύµφωνα µε τον Κανόνα 1 ή 2). 

(2ο βήµα): Καθορίζεται µία «µικρή» πιθανότητα )1,0(∈α  (συνήθως %101.0 ==α  

ή %505.0 ==α  ή %1010.0 ==α  ή %1.0001.0 ==α ), η οποία είναι η 
µέγιστη αποδεκτή πιθανότητα εσφαλµένης απόρριψης της µηδενικής 

0H , και η οποία καλείται επίπεδο σηµαντικότητας του ελέγχου. 

(3ο βήµα): Λαµβάνεται ένα τυχαίο δείγµα vXXX ...,,, 21 , το οποίο υποτίθεται ότι 

ακολουθεί τέτοια κατανοµή που να δικαιολογείται η 0H  και 

κατασκευάζεται κατάλληλη στατιστική συνάρτηση 
)...,,,( 21 vXXXTT = . Υπό την 0H , η κατανοµή της Τ είναι συνήθως 

γνωστή. 

(4ο βήµα): Ανάλογα µε τη µορφή της 0H , υπολογίζονται σταθερές 0c  ή 21,cc  (που 

ονοµάζονται σταθερές αποκοπής) για τις οποίες  

         αcTP −≥< 1)( 0 ,  ή   

         αcTP −≥> 1)( 0 ,  ή   

           αcTcP −≥<< 1)( 21 . 
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                   Η µορφή της 0H  καθορίζει ποια από τις 3 παραπάνω περιπτώσεις πρέπει 

να χρησιµοποιηθεί. 

(5ο βήµα): Ανάλογα µε τη µορφή της 0Η , απορρίπτουµε την 0Η  (και αποφασίζουµε 

υπέρ της 1Η ) όταν για την τιµή της )...,,,( 21 νΧXΧΤΤ =  ισχύει: 

 0cΤ ≥  (στην πρώτη περίπτωση), 

 0cT ≤  (στην δεύτερη περίπτωση), ή 

 1cT ≤  ή 2cT ≥  (στην τρίτη περίπτωση). 

 Για παράδειγµα, αν είµαστε στην πρώτη περίπτωση που αcTP −≥< 1)( 0 , αυτό 

σηµαίνει ότι όταν ισχύει η 0Η , η αcTP ≤≥ )( 0 , δηλαδή η σχέση 0cT ≥  ισχύει µόνο 

στο %100 α⋅  των περιπτώσεων που θα λάβουµε τυχαίο δείγµα (εφόσον ισχύει η 
µηδενική). Αυτή λοιπόν την πιθανότητα τη θεωρούµε αρκετά µικρή, και έτσι 
αποφασίζουµε (µε ρίσκο το πολύ α) ότι δεν ισχύει η 0Η . Φυσικά, µπορεί και να 

κάνουµε λάθος, αλλά το λάθος αυτό δεν θα συµβεί µε πιθανότητα µεγαλύτερη του α 
(ελεγχόµενο σφάλµα), που είναι το επίπεδο σηµαντικότητας του ελέγχου που 
πραγµατοποιούµε. Αν π.χ. εκλέξουµε %505.0 ==α , τότε η σταθερά αποκοπής θα 
ικανοποιεί τη σχέση 95.0)( 0 ≥< cTP  (όταν ισχύει η 0H ), δηλαδή 05.0)( 0 ≤≥ cTP . 

Άρα, το ενδεχόµενο 0cT ≥  έχει πιθανότητα το πολύ 5%. Αν τελικά η τιµή της Τ 

ξεπεράσει τη σταθερά αποκοπής 0c , τότε είµαστε βέβαιοι ότι ακριβώς ένα από τα 

παρακάτω συνέβη: 

 (i) είτε τα δεδοµένα µας δεν προέρχονται από την 0H  (δεν ισχύει η 0H ), ή 

(ii) τα δεδοµένα µας προέρχονται από την 0H , αλλά κατά τύχη (µάλλον, από ατυχία!) 

προέκυψε µία «σπάνια» τιµή της Τ )( 0cT ≥ , η οποία συµβαίνει µε πιθανότητα το 

πολύ 5%. 

 Έτσι, αποφασίζοντας για την απόρριψη της 0H  όταν 0cT ≥ , ή θα έχουµε 

αποφασίσει ορθά (περίπτωση (i)) ή θα έχουµε αποφασίσει εσφαλµένα (περίπτωση 
(ii)) επειδή είµαστε αρκετά «άτυχοι», ενδεχόµενο που δεν θα συµβεί σε περισσότερες 
από 5% των περιπτώσεων. 
 Είναι φανερό ότι υπάρχουν οι παρακάτω 4 δυνατές περιπτώσεις στη λήψη µιας 
απόφασης: 
 

 Ισχύει η 0H  Ισχύει η 1H  

Αποφασίζουµε υπέρ της 0H  Ορθή αποδοχή της 0H  Σφάλµα τύπου ΙΙ 
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Αποφασίζουµε υπέρ της 1H  Σφάλµα τύπου Ι Ορθή απόρριψη της 0H  
 

 Όπως φαίνεται στον παραπάνω πίνακα, η εσφαλµένη απόρριψη της 0H  

ονοµάζεται Σφάλµα τύπου Ι, και εµείς ορίσαµε ως επίπεδο σηµαντικότητας (ε.σ.) 
του ελέγχου την πιθανότητά του, δηλ.  

(P Σφάλµατος τύπου Ι) (P= Εσφαλµένης απόρριψης της αH ≤)0 . 

Φυσικά η απόφασή µας µπορεί να οδηγήσει και σε εσφαλµένη αποδοχή της 0Η , 

Σφάλµα τύπου ΙΙ, η πιθανότητα του οποίου συνήθως δεν µπορεί να ελεγχθεί. Έτσι, 
καταλήγουµε στον καθορισµό µίας µέγιστης τιµής (πιθανότητας) α που ρυθµίζει τη 
συµπεριφορά του Σφάλµατος τύπου Ι, και ονοµάζεται επίπεδο σηµαντικότητας 
(ε.σ.) του ελέγχου, ενώ ταυτόχρονα δεν ασχολούµαστε µε το Σφάλµα τύπου ΙΙ. 
 Αυτό έχει την εξής συνέπεια: 
(α) Όταν απορρίπτουµε την 0H , σε ε.σ. α, τότε είµαστε κατά τουλάχιστον 

)%100(1 α−  βέβαιοι ότι δεν ισχύει η 0Η  (ισοδύναµα, ισχύει η )1Η . 

(β) Όταν αποδεχόµαστε την 0Η  σε ε.σ. α, τότε απλώς δεν κατορθώσαµε να την 

απορρίψουµε, δηλ. δεν έχουµε επαρκή στοιχεία από τα δεδοµένα µας κατά της 

0Η . Με άλλα λόγια, τα δεδοµένα µας δεν οδηγούν σε συµπεράσµατα αντίθετα 

προς την 0Η . ΄Οµως αυτό δεν σηµαίνει ότι ισχύει η 0Η . Απλώς, δεν έχουµε 

ουσιώδη στοιχεία εναντίον της.  

Ακριβώς το ίδιο φαινόµενο παρατηρείται στις δικαστικές αίθουσες. Εκεί οι 
δικαστές θέτουν ως 0Η  την υπόθεση ότι ο κατηγορούµενος είναι αθώος, και ως 1Η  

ότι ο κατηγορούµενος είναι ένοχος. Αν απορριφθεί η 0Η  (αυτό γίνεται πάντα µε 

επαρκή στοιχεία), τότε λαµβάνεται καταδικαστική απόφαση. Αν, αντίθετα, δεν 
υπάρχουν ουσιώδη και επαρκή στοιχεία που να τεκµηριώνουν την απόρριψη της 0Η , 

τότε λαµβάνεται αθωωτική απόφαση, χωρίς αυτό να σηµαίνει ότι υπάρχουν στοιχεία 
που να συνηγορούν υπέρ της 0Η . Απλώς, δεν υπάρχουν ουσιώδη καταδικαστικά 

επιχειρήµατα (αθώωση λόγω αµφιβολιών). Το ίδιο συµβαίνει και στους στατιστικούς 
ελέγχους: Αποδοχή της 0Η  δεν σηµαίνει ότι αποδείχθηκε κάτι. Απλώς, δεν 

αποδείχθηκε το αντίθετό του. 
 
2. ΕΛΕΓΧΟΙ ΥΠΟΘΕΣΕΩΝ ΓΙΑ ΤΟΝ ΜΕΣΟ ΤΟΥ ΠΛΗΘΥΣΜΟΥ 
 
 Η γενική θεωρία στατιστικών ελέγχων γίνεται κυρίως µε βάση την κανονική 
κατανοµή. Αυτό συµβαίνει διότι, για µεγάλο µέγεθος δείγµατος ν )( ∞→v , η 
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δειγµατική κατανοµή του τυποποιηµένου δειγµατικού µέσου προσεγγίζει την 
τυποποιηµένη κανονική (Κ.Ο.Θ.). Έτσι, η εφαρµοσιµότητα των αποτελεσµάτων είναι 
αρκετά ευρεία, και η κανονική κατανοµή καλύπτει τις περισσότερες ενδιαφέρουσες 
περιπτώσεις. 
 
Θεώρηµα 2.1. (Έλεγχος για τον µέσο κανονικής µε γνωστή διασπορά) Έστω 

vXXX ...,,, 21  ένα τυχαίο δείγµα από την κανονική κατανοµή ),( 2σµN  µε ∈µ  

και 02 >σ . Υποθέτουµε ότι το 2σ  είναι γνωστό (αυτό δεν είναι ρεαλιστικό, αλλά 
γίνεται µόνο για θεωρητικούς λόγους). Τότε: 
(α) Για τον έλεγχο της  

00 : µµH ≤  έναντι της 01 : µµΗ >  

σε ε.σ. α, (όπου 0µ  γνωστή σταθερά), απορρίπτουµε την 0Η  όταν 

αz
ν
σµΧ +≥ 0 , 

 όπου αz  το α-άνω ποσοστιαίο σηµείο της τυποποιηµένης κανονικής. 

(β) Για τον έλεγχο της  

00 : µµΗ ≥  έναντι της 01 : µµΗ < , 

σε ε.σ. α, απορρίπτουµε την 0Η  όταν 

αz
ν
σµΧ −≤ 0 . 

(γ) Για τον (δίπλευρο) έλεγχο της  

00 : µµH =  έναντι της 01 : µµΗ ≠  

σε ε.σ. α, απορρίπτουµε την 0Η  όταν 

2/0 || αz
ν
σµΧ ≥− , 

 δηλ. όταν 

2/0 αz
ν
σµΧ −≤   ή  2/0 αz

ν
σµΧ +≥ , 

 όπου 2/αz  το 2/α -άνω ποσοστιαίο σηµείο της τυποποιηµένης κανονικής. 

Απόδειξη: (α) Εδώ το 2σ  είναι γνωστό, και άρα το 02 >= σσ  είναι γνωστό. Αφού 

)1,0(~)( Ν
σ

µΧνΖ −
= , 
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έχουµε ότι 

αz
σ

µXvPzZP αα −=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
<

−
=< 1)()(  

και συνεπώς, 

αz
ν
σµXP α −=⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ +< 1 . 

Όµως, υπό την 0Η , 0µµ ≤  και άρα αα z
ν
σµz

ν
σµ +≤+ 0  που σηµαίνει ότι 

αz
ν
σµXPz

ν
σµXP αα −=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+<≥⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+< 10 , 

δηλαδή 

αz
ν
σµXP α −≥⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+< 10 , 

ή ισοδύναµα, 

αz
ν
σµXP α ≤⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+≥ 0 . 

Από την προηγούµενη σχέση βλέπουµε ότι για την XT =  και τη σταθερά 

αz
ν
σµc += 00  (η σταθερά 0c  µπορεί να υπολογιστεί αφού το 0µ  δίδεται στην 0Η , 

το σ είναι γνωστό και το αz  υπολογίζεται από τον Πίνακα Β1 της τυποποιηµένης 

κανονικής) ισχύει υπό την 0Η  ότι 

αcTP ≤≥ )( 0 . 

Άρα, το ενδεχόµενο 0cΤ ≥ , δηλ. το αz
ν
σµX +≥ 0  έχει το πολύ πιθανότητα α (υπό 

την 0Η ), και συνεπώς απορρίπτουµε την 0Η  σε ε.σ. α όταν αz
ν
σµΧ +≥ 0 . 

(β) Αποδεικνύεται οµοίως, µε µόνη διαφορά ότι χρησιµοποιούµε τη σχέση 

αz
σ

µXvPzZP αα −=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−>

−
=−> 1)()(  

που συνεπάγεται την 
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αz
ν
σµXP α −=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−> 1  

και επειδή 0µµ ≥  υπό την 0Η , 

αz
ν
σµXP α −≥⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−> 10 . 

(γ) Εδώ, όταν ισχύει η 0Η , 

)1,0(~
)( 0 Ν

σ
µΧν

Ζ
−

= , 

οπότε 

αzZPzΖzP ααα −=<=<<− 1)||()( 2/2/2/ , 

δηλαδή 

αz
ν
σµXPz

σ
µXv

P αα −=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
<−=⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
<

−
1||

||
2/02/

0 , 

οπότε 

αz
ν
σµXP α =⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
≥− 2/0 || . 

Συνεπώς, απορρίπτουµε την 0Η  σε ε.σ. α όταν 

2/0 || αz
ν
σµΧ ≥− . 

Παρατήρηση 2.1. Αν και στην πράξη το 2σ  δεν είναι γνωστό, το προηγούµενο 
θεώρηµα παραδοσιακά περιλαµβάνεται στη στατιστική βιβλιογραφία, λόγω της 
απλότητάς του. Σηµειώνεται ότι ακόµα και η υπόθεση κανονικότητας µπορεί να µην 
ισχύει, ή είναι δύσκολο να ελεγχθεί. 

Παρατήρηση 2.2. Οι έλεγχοι 00 : µµΗ ≤  και 00 : µµΗ ≥  ονοµάζονται µονόπλευροι, 

σε αντίθεση µε τον έλεγχο της 00 : µµH =  ο οποίος ονοµάζεται δίπλευρος. Η 

ονοµασία «µονόπλευρος» για τον έλεγχο της 00 : µµΗ ≤  π.χ., προέρχεται από το 

γεγονός ότι η εναλλακτική του 01 : µµΗ >  απορρίπτεται όταν υπάρχουν σηµαντικές 

ενδείξεις, και οι ενδείξεις αυτές δικαιολογούνται για «µεγάλες τιµές» του Χ , δηλ. 

όταν αz
ν
σµΧ +≥ 0 . Έτσι, όταν ο Χ  ανήκει στο χωρίο απόρριψης 
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⎟⎟
⎠

⎞
⎢
⎣

⎡
+∞+= ,0 αz

ν
σµR , 

τότε απορρίπτεται η 00 : µµH ≤  υπέρ της 01 : µµΗ > . Οµοίως, το χωρίο απόρριψης 

στην δεύτερη περίπτωση που 00 : µµΗ ≥  είναι το  

⎥
⎦

⎤
⎜⎜
⎝

⎛
−∞−= αz

ν
σµR 0, , 

και πάλι «µονόπλευρο». Όµως στην περίπτωση που έχουµε τον δίπλευρο έλεγχο της 

00 : µµΗ = , το χωρίο απόρριψης είναι το  

∪⎥
⎦

⎤
⎜⎜
⎝

⎛
−∞−= 2/0, αz

ν
σµR ⎟⎟

⎠

⎞
⎢
⎣

⎡
+∞+ ,2/0 αz

ν
σµ , 

δηλ. απορρίπτεται η 0H  υπέρ της 01 : µµH ≠  είτε για «πολύ µικρές» ή για «πολύ 

µεγάλες» τιµές του Χ . Το χωρίο απόρριψης γενικά ονοµάζεται και κρίσιµη περιοχή. 

Θεώρηµα 2.2. (Έλεγχος για τον µέσο κανονικής µε άγνωστη διασπορά) Έστω 

),(~...,,, 2
21 σµΝΧΧΧ ν  όπως στο Θεώρηµα 2.1, µόνο που υποθέτουµε ότι η 

διασπορά 2σ  είναι άγνωστη. Τότε, 

(α) Για τον έλεγχο της 

00 : µµH ≤  έναντι της 01 : µµΗ >  

σε ε.σ. α, απορρίπτουµε την 0H  όταν 

αvtv
SµX ;10 −+≥ , 

όπου αvt ;1−  είναι το α-άνω ποσοστιαίο σηµείο της 1−vt , και  

∑
=

−
−

=
v

i
i XX

v
S

1

2)(
1

1  

 η δειγµατική διασπορά. 

(β) Για τον έλεγχο της  

00 : µµH ≥  έναντι της 01 : µµΗ <  

 σε ε.σ. α, απορρίπτουµε την 0Η  όταν 

αvtv
SµΧ ;10 −−≤ . 
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(γ) Για τον (δίπλευρο) έλεγχο της 

00 : µµΗ =  έναντι της 01 : µµΗ ≠  

 σε ε.σ. α, απορρίπτουµε την 0Η  όταν 

2/;10 || αvtv
SµΧ −≥− , 

 όπου 2/;1 αvt −  το 2/α -άνω ποσοστιαίο σηµείο της 1−vt . 

Απόδειξη. (α) ∆ουλεύουµε όπως στην απόδειξη του Θεωρήµατος 2.1 (α), µόνο που η 

11 ~)(
−−

−
= vv t

S
µXvT . 

(β) Όµοια µε το (α). 

(γ) Όπως στην απόδειξη του Θεωρήµατος 2.1 (β), µε µόνη διαφορά ότι 

1
0

1 ~
)(

−−
−

= vv t
S

µXv
T  

 υπό την 0H . 

Θεώρηµα 2.3. (Έλεγχος για τον µέσο µ από οποιαδήποτε κατανοµή F, για µεγάλο 
µέγεθος δείγµατος ν) Έστω FXXX v ~...,,, 21  (οποιαδήποτε) µε µέσο )( iΧΕµ =  

και διασπορά 0)(2 >= iXVarσ . Υποθέτουµε ότι το µέγεθος δείγµατος ν είναι 

«µεγάλο» (θεωρητικά ∞→ν , στην πράξη )30≥v . 

(α) Για τον έλεγχο της 

00 : µµH ≤  έναντι της 01 : µµΗ >  

σε ε.σ. α, απορρίπτουµε την 0H  όταν 

αz
v

SµX +≥ 0 , 

όπου S η δειγµατική τυπική απόκλιση και αz  τα α-άνω ποσοστιαίο σηµείο της 

τυποποιηµένης κανονικής. 

 (β) Για τον έλεγχο της  

00 : µµH ≥  έναντι της 01 : µµΗ <  

 σε ε.σ. α, απορρίπτουµε την 0Η  όταν 
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αz
v

SµΧ −≤ 0 . 

(γ) Για τον (δίπλευρο) έλεγχο της 

00 : µµΗ =  έναντι της 01 : µµΗ ≠ , 

 σε ε.σ. α, απορρίπτουµε την 0Η  όταν 

2/0 || αz
v

SµΧ ≥− . 

Απόδειξη. Όπως στο Θεώρηµα 2.1, µε τη µόνη διαφορά ότι χρησιµοποιούµε το 
γεγονός ότι (βλ. Θεώρηµα 2.5 (α) του Κεφ. 9) 

)1,0(~)( N
S

µΧνΖν
−

=  

κατά προσέγγιση, για ∞→v , από το Κ.Ο.Θ. και τον νόµο των µεγάλων αριθµών, σε 
συνδυασµό µε το Θεώρηµα Slutsky. 

Παρατήρηση 2.3. Οι έλεγχοι του Θεωρήµατος 2.3 είναι επιπέδου σηµαντικότητας α 

κατά προσέγγιση. Αυτό συµβαίνει διότι η κατανοµή της SµXvZv /)( −=  είναι 

κατά προσέγγιση )1,0(N . Άρα, χρειάζεται κάποια προσοχή στην εφαρµογή του, και 

οπωσδήποτε αρκετά µεγάλο ν )30( ≥v . Πάντως πρέπει να σηµειωθεί ότι το Θεώρηµα 

2.3 είναι το µόνο (για τον έλεγχο του µέσου) που µπορεί να εφαρµοστεί στην πράξη 
µε αρκετή ασφάλεια, αφού ούτε κανονικότητα υποτίθεται, ούτε γνωστή διασπορά. 

 Μία σπουδαία εφαρµογή δίδεται στο παρακάτω 

Πόρισµα 3.1. (Έλεγχος για το άγνωστο ποσοστό p στην κατανοµή Bernoulli) 
Έστω )(~...,,, 21 pbXXX v , p άγνωστο, και ας υποθέσουµε ότι 30≥v . 

(α) Για τον έλεγχο της 

00 : ppH ≤  έναντι της 01 : ppΗ >  

σε ε.σ. α, απορρίπτουµε την 0H  όταν 

αz
v

XX
pX

)1(
0

−
+≥ , 

(β) Για τον έλεγχο της  

00 : ppH ≥  έναντι της 01 : ppΗ <  

 σε ε.σ. α, απορρίπτουµε την 0Η  όταν 
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αz
v

XX
pΧ

)1(
0

−
−≤ . 
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(γ) Για τον (δίπλευρο) έλεγχο της 

00 : ppΗ =  έναντι της 01 : ppΗ ≠ , 

 σε ε.σ. α, απορρίπτουµε την 0Η  όταν 

2/0
)1(

|| αz
v

XX
pΧ

−
≥− . 

Απόδειξη. Εδώ 0=iX  ή 1, και pXP i == )1( , pΧP i −== 1)0( . Επίσης 

pXΕµ i == )( . Άρα, η υπόθεση 00 : ppH ≤  είναι ισοδύναµη µε την 00 : pµH ≤ , και 

συνεπώς πρόκειται για έλεγχο που αφορά τον µέσο. Αν υπολογίσουµε τη δειγµατική 

διασπορά 2S , βρίσκουµε (βλ. Παρατήρηση 3.1 του Κεφ. 9) 

∑
=

−≈−
−

=−
−

=
v

i
i XXXX

v
vXX

v
S

1

22 )1()1(
1

)(
1

1   

για µεγάλο ν. Αντικαθιστώντας το 0µ  µε 0p  και το S µε το )1( XX −  στο 

Θεώρηµα 2.3, παίρνουµε το επιθυµητό αποτέλεσµα. 
Με βάση τα παραπάνω µπορούµε να δώσουµε µία επιστηµονικά τεκµηριωµένη 

απάντηση για το Παράδειγµα 1.1. 

Παράδειγµα 2.1. (Συνέχεια του Παραδείγµατος 1.1). Έστω 1=iX  αν ο i -οστός 

ψηφοφόρος ψηφίζει τον Α και 0=iX  αν δεν τον ψηφίζει. Έστω p το ποσοστό που θα 

πάρει ο Α την πρώτη Κυριακή. Τότε οι υποθέσεις 0H  και 1H  της (1.1) γράφονται 

ισοδύναµα  

00 5.0: ppH =≤  και 5.0:1 >pH . 

Άρα, επιθυµούµε να ελέγξουµε σε κάποιο επίπεδο σηµαντικότητος α την 

5.0:0 ≤pH  έναντι της 5.0:1 >pH . 

Αν επιλέξουµε %505.0 ==α , έχουµε από τα δεδοµένα µας 

6.0
1000
6001

1

21 ==
+++

== ∑
=

v

i

v
i v

XXX
X

v
X

L
 

και 24.0)4.0()6.0()1( =⋅=− XX . Άρα, θα απορρίψουµε την 0H  αν 

525.0)645.1(
1000

24.05.0
)1(

05.00 =⋅+=
−

+≥ z
v

XX
pX  
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(η τιµή 645.105.0 =z  υπολογίζεται από τον Πίνακα Β1 της τυποποιηµένης 

κανονικής). Αφού 

525.06.0 ≥=X , 

έπεται ότι ο X  ανήκει στην κρίσιµη περιοχή, και συνεπώς απορρίπτουµε την 0H  σε 

ε.σ. %5=α . Με άλλα λόγια είµαστε κατά τουλάχιστον 95% βέβαιοι ότι ο Α θα 
εκλεγεί από την πρώτη Κυριακή. Αν κάναµε τον έλεγχο σε ε.σ. %1.0001.0 ==α , 
το µόνο που θα άλλαζε θα ήταν η σταθερά αποκοπής, αφού 09.3001.0 == zzα , και 

έτσι η σταθερά αποκοπής γίνεται 

548.0)09.3(
1000

24,0
5.0

)1(
0 =⋅+=

−
+ αz

v
XX

p . 

Αφού 

548.06.0 ≥=Χ , 

και πάλι απορρίπτουµε την 0H , άρα είµαστε κατά τουλάχιστον 99.9% σίγουροι 

ότι θα εκλεγεί ο Α από την πρώτη Κυριακή. 

Παρατήρηση 2.4. Είναι φανερό από το παραπάνω παράδειγµα ότι, όσο µικραίνουµε 
το ε.σ. α, τόσο πιο δύσκολο γίνεται να απορριφθεί η 0H  (αφού γινόµαστε 

«ανελαστικότεροι», δεχόµενοι ολοένα και µικρότερη πιθανότητα Σφάλµατος τύπου 
Ι). Η µικρότερη τιµή του α για την οποία απορρίπτεται η 0H  ονοµάζεται p-value του 

ελέγχου. Έτσι, στο προηγούµενο παράδειγµα, η p-value του ελέγχου είναι µικρότερη 
του 0.1% 001.0= , αφού ακόµα και για 001.0=α  απορρίπτεται η 0Η .  

Όταν τα δεδοµένα µας επεξεργάζονται µε ηλεκτρονικό υπολογιστή, συνήθως το 
πρόγραµµα δίνει την p-value. Αν, για παράδειγµα, τα δεδοµένα του Παραδείγµατος 
2.1 ελέγχονταν µε κάποιο στατιστικό πακέτο, τότε το εξαγόµενο αποτέλεσµα θα ήταν 
µία τιµή (p-value) του τύπου 

p-value ***0002.0= , 

η οποία θα σήµαινε ότι η 0H  απορρίπτεται µέχρι και για 0002.0=α . (Ένα αστεράκι 

(*) τοποθετείται όταν τα αποτελέσµατα απορρίπτουν την 0Η  για 1.0=α , δύο 

αστεράκια (**) για 01.0=α  και τρία αστέρια (***) για 001.0=α ). Έτσι, αν η τιµή 
της p-value βρίσκεται στο διάστηµα ]1.0,01.0( , τότε έχουµε σηµαντικά 

αποτελέσµατα (*), αν η τιµή της p-value βρίσκεται στο ]01.0,001.0( , τότε έχουµε 

πολύ σηµαντικά αποτελέσµατα (**), και αν η τιµή βρίσκεται στο ]001.0,0( , τότε 

έχουµε εξαιρετικά σηµαντικά αποτελέσµατα (***). 
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 Γενικά, τιµή της p-value µεγαλύτερη του 0.1 δεν θεωρείται σηµαντική (και δεν 
σηµειώνεται αστεράκι). 

Παράδειγµα 2.2. Είναι γνωστό ότι κάποιο φάρµακο (ασπιρίνη) πετυχαίνει να ρίξει 
τον πυρετό σε ποσοστό 80% των ατόµων. Ένα νέο φάρµακο δοκιµάστηκε σε 10000 
ασθενείς, και είχε θετικά αποτελέσµατα στους 8100. Να ελεγχθεί σε ε.σ. %1=α  αν 
είναι καλύτερο από την ασπιρίνη. 
 Εδώ θέλουµε να ελέγξουµε την 

8.0: 00 =≤ ppΗ   έναντι της  8.0:1 >pH  

σε ε.σ. 01.0=α . Γενικά, σε αυτές τις περιπτώσεις, η εσφαλµένη απόρριψη της 0Η  

εγκυµονεί τους περισσότερους κινδύνους (βλ. Κανόνα 1ο), αφού αν απορρίψουµε 
εσφαλµένα την υπόθεση 8.0≤p  και αποφασίσουµε λανθασµένα ότι 8.0>p , τότε 

διακινδυνεύουµε να κυκλοφορήσει στην αγορά ένα νέο φάρµακο το οποίο δεν είναι 

καλύτερο του υπάρχοντος. Βρίσκουµε τελικά 81.0
10000
8100

==X  και 

01.00 10000
)19.0)(81.0(

8.0
)1(

zz
v

XX
p α ⋅+=

−
+  

                           809.0)33.2()00392.0(8.0 =⋅+= . 

Αφού 809.081.0 ≥=X , απορρίπτουµε την 0H , και συνεπώς είµαστε κατά 

τουλάχιστον 99% σίγουροι ότι το νέο φάρµακο είναι αποτελεσµατικότερο. Αν 
όµως κάνουµε τον έλεγχο σε %1.0001.0 ==α , τότε 09.3001.0 == zzα , και η 

σταθερά αποκοπής γίνεται 

812.0)09.3()00392.0(8.0
)1(

0 =⋅+=
−

+ αz
v

XX
p , 

οπότε 812.081.0 ≥/=Χ , που σηµαίνει ότι αποδεχόµαστε την 0H  διότι δεν 

προκύπτει ότι το νέο φάρµακο είναι καλύτερο σε ε.σ. 0.1%=α . Άρα, η p-value 
ανήκει στο διάστηµα ]01.0,001.0( , και τα αποτελέσµατα είναι πολύ σηµαντικά (**). 

Αν επιθυµούµε να τεκµηριώσουµε ιδιαίτερα σηµαντικά αποτελέσµατα (στο 
%1.0=α  (***)), θα πρέπει να ληφθεί ακόµα µεγαλύτερο δείγµα. 

 
3. ΕΛΕΓΧΟΙ ΓΙΑ ΤΗ ∆ΙΑΦΟΡΑ ΤΩΝ ΜΕΣΩΝ ΑΠΟ ∆ΥΟ ∆ΕΙΓΜΑΤΑ 

 Μία άλλη σηµαντική εφαρµογή στους ελέγχους υπόθεσης έχουµε όταν πρόκειται 
να συγκρίνουµε δύο ανεξάρτητους πληθυσµούς 1Π , 2Π  µε βάση δύο αντίστοιχα 

ανεξάρτητα δείγµατα  
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121 ~...,,,
1

FΧΧΧ ν    και   221 ~...,,,
2

FYYY v , 

όπου 1F  και 2F  οι σ.κ. των 1Π  και 2Π . Τέτοιες εφαρµογές παρουσιάζονται όταν π.χ. 

συγκρίνουµε δύο νέα φάρµακα, δύο νέες διδακτικές µεθόδους, δύο νέα τεχνολογικά 
προϊόντα κ.ο.κ., και ο ερευνητής θα πρέπει να προτιµήσει κάποιο από αυτά. Η γενική 
θεωρία δεν διαφέρει από αυτήν της προηγούµενης παραγράφου. Τα βασικά 
αποτελέσµατα περιγράφονται στα επόµενα θεωρήµατα. 

Θεώρηµα 3.1. (Έλεγχος για τη διαφορά δύο µέσων από την κανονική, µε γνωστές 
διασπορές) Έστω τα ανεξάρτητα δείγµατα  

),(~...,,, 2
1121 1
σµNXXX v  και ),(~...,,, 2

2221 1
σµNΥΥΥ v , 

όπου ∈21, µµ , 02
1 >σ , 02

2 >σ , 2
1σ , 2

2σ  γνωστά (εδώ ισχύουν οι ίδιες 

παρατηρήσεις όπως στο Θεώρηµα 2.1). 
(α) Για τον έλεγχο της  

0210 : δµµΗ ≤−  έναντι της 0211 : δµµΗ >−  

σε ε.σ. α, απορρίπτουµε την 0Η  όταν 

αz
ν
σ

ν
σ

δΥΧ
2

2
2

1

2
1

0 ++≥− . 

(β) Για τον έλεγχο της  

0210 : δµµΗ ≥−  έναντι της 0211 : δµµΗ <− , 

σε ε.σ. α, απορρίπτουµε την 0Η  όταν 

αz
ν
σ

ν
σδΥΧ

2

2
2

1

2
1

0 +−≤− . 

(γ) Για τον (δίπλευρο) έλεγχο της  

0210 : δµµΗ =−  έναντι της 0211 : δµµΗ ≠−  

σε ε.σ. α, απορρίπτουµε την 0Η  όταν 

2/
2

2
2

1

2
1

0 |)(| αz
ν
σ

ν
σ

δΥΧ +≥−− . 

 Στους παραπάνω ελέγχους συνήθως παίρνουµε 00 =δ , οπότε στην ουσία 

ελέγχεται υπόθεση της µορφής 0: 210 ≥− µµH  δηλ. 210 : µµH ≥  κ.ο.κ. 



 267

Απόδειξη. (α) Αφού ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

1

2
1

1,~
ν
σ

µΝΧ  και ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

2

2
2

2 ,~
ν
σ

µΝΥ  και οι τ.µ. ΥΧ ,  είναι 

ανεξάρτητες, έχουµε 

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
+−−

2

2
2

1

2
1

21 ,~
ν
σ

ν
σµµΝΥΧ , 

δηλαδή 

)1,0(~
)()(

2

2
2

1

2
1

21 Ν

ν
σ

ν
σ

µµYΧ
Ζ

+

−−−
= . 

Άρα 

αz

ν
σ

ν
σ

µµYX
PzZP αα −=

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

<

+

−−−
=< 1

)()(
)(

2

2
2

1

2
1

21 , 

και συνεπώς, 

αz
ν
σ

ν
σ

µµYXP α −=
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
++−<− 1)(

2

2
2

1

2
1

21 . 

Αφού υπό την 0Η , 021 δµµ ≤− , έχουµε ότι 

αα z
ν
σ

ν
σδz

ν
σ

ν
σµµ

2

2
2

1

2
1

0
2

2
2

1

2
1

21 )( ++≤++−  

και συνεπώς 

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
++−<−≥

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
++<− αα z

ν
σ

ν
σ

µµYXPz
ν
σ

ν
σ

δYXP
2

2
2

1

2
1

21
2

2
2

1

2
1

0 )( . 

Από την προηγούµενη ανισότητα προκύπτει ότι 

αz
ν
σ

ν
σ

δYXP α −≥⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
++<− 1

2

2
2

1

2
1

0 . 

Η παραπάνω σχέση γράφεται ισοδύναµα 
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αz
ν
σ

ν
σδYXP α ≤

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
++≥−

2

2
2

1

2
1

0 , 

και ισχύει πάντα όταν ισχύει η 0H . Άρα, η πιθανότητα Σφάλµατος τύπου Ι δεν 

µπορεί να ξεπεράσει το ε.σ. α όταν ισχύει η 0H , και συνεπώς µπορούµε να 

απορρίψουµε την 0H  όταν 

αz
ν
σ

ν
σδYX

2

2
2

1

2
1

0 ++≥−  

χωρίς να έχουµε πιθανότητα Σφάλµατος τύπου Ι µεγαλύτερη του α. Αυτό αποδεικνύει 
το ζητούµενο. 

(β) Όµοια µε το (α). 

(γ) Όταν ισχύει η 0210 : δµµH =− , η τ.µ. 

)1,0(~
)(

2

2
2

1

2
1

0 Ν

v
σ

ν
σ

δΥX
Ζ

+

−−
= , 

οπότε 
αzΖzP αα −=<<− 1)( 2/2/ , 

και άρα 

αzZP α =≥ )||( 2/ , 

από την οποία προκύπτει το ζητούµενο. 

Θεώρηµα 3.2. (∆ύο ανεξάρτητα δείγµατα από κανονικές µε άγνωστες αλλά ίσες 
διασπορές) Έστω τα ανεξάρτητα δείγµατα  

),(~...,,, 2
121 1
σµNXXX v  και ),(~...,,, 2

221 2
σµΝΥΥΥ ν  

όπου 02 >σ  άγνωστη. Θέτουµε 

∑
=

−
−

=
1

1

2

1

2
1 )(

1
1 v

i
i XX

v
S ,   ∑

=

−
−

=
2

1

2

2

2
2 )(

1
1 v

j
j YY

v
S  

και 

                               ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−+−

−+
= ∑ ∑

= =

1 2

1 1

22

21

2 )()(
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jip YYXX
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S    

                                    ( )2
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2
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2
1 SvSv
vv

−+−
−+

= . 
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Τότε 
(α) Για τον έλεγχο της  

0210 : δµµΗ ≤−  έναντι της 0211 : δµµΗ >−  

σε ε.σ. α, απορρίπτουµε την 0Η  όταν 

αvvp t
νν

SδΥΧ ;2
21

0 21

11
−+++≥− . 

(β) Για τον έλεγχο της  

0210 : δµµΗ ≥−  έναντι της 0211 : δµµΗ <− , 

σε ε.σ. α, απορρίπτουµε την 0Η  όταν 

αvvp t
νν

SδΥΧ ;2
21

0 21

11
−++−≤− . 

(γ) Για τον (δίπλευρο) έλεγχο της  

0210 : δµµΗ =−  έναντι της 0211 : δµµΗ ≠−  

σε ε.σ. α, απορρίπτουµε την 0Η  όταν 

2/;2
21

0 21

11|)(| αvvp t
νν

SδΥΧ −++≥−− . 

Απόδειξη. Εδώ χρησιµοποιούµε το γεγονός ότι η τ.µ. 

2

21

21
2 2121

~
11

)()(
−+−+

+

−−−
= vv

p

vv t

vv
S

µµΥΧT  

(βλ. Θεώρηµα 2.4 του Κεφ. 9), και δουλεύουµε ακριβώς όπως στο Θεώρηµα 3.1, µε 
µόνη διαφορά ότι οι σταθερές αποκοπής βρίσκονται µε βάση τις τιµές αvvt ;221 −+  και 

2/;221 αvvt −+  αντί των αz  και 2/αz , αντίστοιχα. 

Θεώρηµα 3.3. (∆ύο ανεξάρτητα δείγµατα, µε ∞→21 ,νν ) Έστω ότι τα ανεξάρτητα 

δείγµατα 

121 ~...,,,
1

FXXX v   και  221 ~...,,,
2

FYYY v  

µε 1)( µXE i = , 2)( µΥE j =  και 2
1)( σXVar i = , 2

2)( σΥVar j =  µε ∞<< 2
2

2
1 ,0 σσ .  

Υποθέτουµε ότι τα δειγµατικά µεγέθη 21,vv  είναι «µεγάλα» (θεωρητικά 

∞→21,vv , στην πράξη 30, 21 ≥vv ). Τότε 
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(α) Για τον έλεγχο της  

0210 : δµµΗ ≤−  έναντι της 0211 : δµµΗ >−  

σε ε.σ. α, απορρίπτουµε την 0Η  όταν 

αz
ν
S

ν
S

δΥΧ
2

2
2

1

2
1

0 ++≥− , 

 όπου ∑
=

−
−

=
1

1

2

1

2
1 )(

1
1 v

i
i XX

v
S ,   ∑

=

−
−

=
2

1

2

2

2
2 )(

1
1 v

j
j YY

v
S , οι δειγµατικές 

διασπορές. 
(β) Για τον έλεγχο της  

0210 : δµµΗ ≥−  έναντι της 0211 : δµµΗ <− , 

σε ε.σ. α, απορρίπτουµε την 0Η  όταν 

αz
ν
S

ν
S

δΥΧ
2

2
2

1

2
1

0 +−≤− . 

(γ) Για τον (δίπλευρο) έλεγχο της  

0210 : δµµΗ =−  έναντι της 0211 : δµµΗ ≠−  

σε ε.σ. α, απορρίπτουµε την 0Η  όταν 

2/
2

2
2

1

2
1

0 |)(| αz
ν
S

ν
SδΥΧ +≥−− . 

Απόδειξη. Όµοια µε την απόδειξη του Θεωρήµατος 3.1, µε µόνη διαφορά ότι η τ.µ. 

)1,0(~)()(

2

2
2

1

2
1

21
, 21

N

v
S

v
S

µµYXZ vv

+

−−−
=  

κατά προσέγγιση, καθώς ∞→21,vv , όπως προκύπτει από το νόµο των µεγάλων 

αριθµών, το Κ.Ο.Θ. και το Θεώρηµα Slutsky (βλ. Θεώρηµα 2.5 του Κεφ. 9). 
 Μία σηµαντική εφαρµογή του Θεωρήµατος 3.3 έχουµε στην περίπτωση ελέγχου 
της διαφοράς δύο άγνωστων ποσοστών από την κατανοµή Bernoulli. 

Πόρισµα 3.1. (Έλεγχος για τη διαφορά των ποσοστών από ανεξάρτητα δείγµατα 
Bernoulli) Θεωρούµε τα ανεξάρτητα δείγµατα )(~...,,, 121 1

pbXXX v  και 

)(~...,,, 221 2
pbYYY v , µε 21, pp  άγνωστα. Υποθέτουµε ότι ∞→21,vv  (στην πράξη 

30, 21 ≥vv ). Τότε 
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(α) Για τον έλεγχο της  

0210 : δppΗ ≤−  έναντι της 0211 : δppΗ >−  

σε ε.σ. α, απορρίπτουµε την 0Η  όταν 

αz
ν

YY
ν

XXδΥΧ
21

0
)1()1( −

+
−

+≥− . 

(β) Για τον έλεγχο της  

0210 : δppΗ ≥−  έναντι της 0211 : δppΗ <− , 

σε ε.σ. α, απορρίπτουµε την 0Η  όταν 

αz
ν

YY
ν

XXδΥΧ
21

0
)1()1( −

+
−

−≤− . 

(γ) Για τον (δίπλευρο) έλεγχο της  

0210 : δppΗ =−  έναντι της 0211 : δppΗ ≠−  

σε ε.σ. α, απορρίπτουµε την 0Η  όταν 

2/
21

0
)1()1(|)(| αz

ν
YY

ν
XXδΥΧ −

+
−

≥−− . 

Απόδειξη. Εφαρµόζουµε το Θεώρηµα 3.3, αφού 11)( pµXE i ==  και 

22)( pµYE j == , παρατηρώντας ότι 

∑
=

−≈−
−

=−
−

=
1

1 1

12

1

2
1 )1()1(

1
)(

1
1 v

i
i XXXX

v
vXX

v
S  

για µεγάλο 1v  (επειδή 0=iX  ή 1) και, οµοίως, 

)1(2
2 YYS −≈ , 

για τον ίδιο λόγο (βλ. Παρατήρηση 3.1 του Κεφ. 9). 

Παράδειγµα 3.1. Πριν τη διαφηµιστική εκστρατεία, 300 ψηφοφόροι θα ψήφιζαν ένα 
κόµµα σε σύνολο 1000 ερωτηθέντων. Μετά τη διαφηµιστική εκστρατεία, σε 
ανεξάρτητο δείγµα 2000 ψηφοφόρων, οι 700 θα ψήφιζαν το κόµµα. Μπορούµε να 
πούµε ότι απέδωσε η διαφήµιση; 

 Εδώ )(~...,,, 121 1
pbXXX v , όπου 1p  το (άγνωστο) ποσοστό των ψηφοφόρων 

(στο σύνολο του πληθυσµού) που θα ψήφιζαν το κόµµα πριν τη διαφηµιστική 
εκστρατεία, και )(~...,,, 221 2

pbYYY v ,όπου 2p  το (άγνωστο) ποσοστό των 
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ψηφοφόρων (στο σύνολο του πληθυσµού) που θα ψήφιζαν το κόµµα µετά την 
διαφηµιστική εκστρατεία. Από τα δεδοµένα µας έχουµε 

3.0
1000
300

==X ,    35.0
2000
700

==Y  

και 10001 =v , 20002 =v  (πολύ µεγάλα!). 

 Ο έλεγχος που θα πρέπει να πραγµατοποιήσουµε είναι  

0: 210 ≥− ppΗ   έναντι της  0: 211 <− ppΗ  

(αφού, αύξηση του ποσοστού µετά τη διαφήµιση ισοδυναµεί µε 12 pp >  δηλ. 

021 <− pp , και αυτό επιθυµούµε να αποδείξουµε – Kανόνας 2). 

 Εκλέγοντας ε.σ. %5=α , έχουµε 645.105.0 == zzα , και σύµφωνα µε το 

Θεώρηµα 3.3 (β), θα απορρίψουµε την 0H  εάν 

αz
ν
ΥΥ

ν
ΧΧδYX

21
0

)1()1( −
+

−
−≤−  

                     )645.1(
2000

)65.0)(35.0(
1000

)7.0)(3.0(0 ⋅+−=  

              0296.0−= . 

Εδώ 05.035.030.0 −=−=−ΥΧ , και επειδή 0296.005.0 −<− , απορρίπτουµε την 

0Η , δηλαδή είµαστε κατά τουλάχιστον 95% βέβαιοι ότι απέδωσε η διαφήµιση. 

Παράδειγµα 3.2. Οι βαθµολογίες 100 και 200 φοιτητών που διδάχθηκαν µε τη 
µέθοδο Α, Β, αντίστοιχα, ήταν 

Α:   10021 ...,,, ΧΧΧ , 

                                                Β:   20021 ...,,, ΥΥΥ . 

Από τα δεδοµένα µας παρατηρήθηκε ότι  

∑
=

=
100

1
780

i
iX ,   ∑

=

=
200

1
1400

j
jY ,   10000

100

1

2 =∑
=i

iX  και 20000
200

1

2 =∑
=j

iY . 

Μπορούµε να συµπεράνουµε ότι η µέθοδος Α οδηγεί σε καλύτερα αποτελέσµατα, σε 
ε.σ. %5=α ; 
 Εδώ έχουµε δύο ανεξάρτητα δείγµατα, και αν 21, µµ  είναι οι (άγνωστοι) 

πληθυσµιακοί µέσοι των µεθόδων Α, Β, η έκφραση «καλύτερα αποτελέσµατα» για 
την Α σηµαίνει 21 µµ > . Άρα, επιθυµούµε να ελέγξουµε (Κανόνας 2) την 
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0: 210 ≤− µµΗ   έναντι της  0: 211 >− µµΗ  

σε ε.σ. 05.0=α . Από τα δεδοµένα µας, 

8.7
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1 ===
∑
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και 

                 ∑ ∑
= =

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

−
=−

−
=

1 1

1 1

2
1

2

1

2

1

2
1 1

1)(
1

1 v

i

v

i
ii XvX

v
XX

v
S  

56.39)608410000(
99
1)8.7(100

99
1 100

1

22 =−=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⋅−= ∑

=i
iX , 

26.51)980020000(
199

1
1

1 2

1

2
2

2

2

2
2 =−=⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−

−
= ∑

=

v

j
j YvY

v
S . 

 Σύµφωνα µε το Θεώρηµα 3.3 (α), απορρίπτουµε την 0H  όταν 

αz
v
S

v
SδYX

2

2
2

1

2
1

0 ++≥− , 

όπου, στο παράδειγµά µας, 00 =δ , 05.0=α  (οπότε 645.105.0 == zzα ). Έτσι, το 

χωρίο απόρριψης γίνεται 

328.1)645.1(
200

26.51
100

56.390 =++≥−YX , 

ενώ από τα δεδοµένα µας, 

328.18.0 ≥/=−YX . 

Συνεπώς, δεν έχουµε αρκετά στοιχεία ώστε να αποφανθούµε υπέρ της 
µεθόδου Α σε ε.σ. %5=α . 

Παράδειγµα 3.3. Μετρήθηκε η αρτηριακή πίεση σε δύο ανεξάρτητες οµάδες, 
αποτελούµενες από 8 και 10 παιδιά, αντίστοιχα. Τα παιδιά στην πρώτη οµάδα έχουν 
υπερτασικούς γονείς, ενώ στην δεύτερη οι γονείς των παιδιών δεν παρουσιάζουν 
υπέρταση.  
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 Τα δεδοµένα είναι τα εξής: 

Οµάδα 1 
(υπερτασικοί γονείς)   100,   102,   96,   106,   110,   120,   112,   90 

Οµάδα 2 
(κανονικοί γονείς)   104,   88,   100,   98,   102,   92,   96,   100,   96,   97. 

(α) Υποθέτουµε ότι τα δεδοµένα µας ακολουθούν κανονική κατανοµή ),( 2
11 σµΝ  

και ),( 2
22 σµΝ  µε 702

1 =σ  και 222
2 =σ . Να κατασκευαστεί δ.ε. για το 21 µµ −  µε 

σ.ε. 95% και να ελεγχθεί εάν 21 µµ >  σε ε.σ. %5=α . 

(β) Να επαναλάβετε το ερώτηµα (α) όταν είναι γνωστό ότι οι διασπορές είναι 
ίσες αλλά άγνωστες, υποθέτοντας και πάλι κανονικότητα. 

(α) Σύµφωνα µε την Παρατήρηση 3.4 του Κεφ. 9, το 95% δ.ε. για το 21 µµ −  θα 

δίδεται από τον τύπο 

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
++−+−− 2/

2

2
2

1

2
1
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2

2
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2
1 )(,)( αα z

ν
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ν
σ

ΥΧz
ν
σ

ν
σ

ΥΧ  

όπου 81 =ν , 102 =ν , 702
1 =σ , 222

2 =σ , 05.0=α  (οπότε 96.1025.02/ == zzα ). Από 

τα δεδοµένα 5.104=X , 3.97=Y , οπότε το 95% δ.ε. για το 21 µµ −  είναι το 

]686.13,714.0[)96.1(
10
22

8
702.7),96.1(

10
22

8
702.7 =⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+++− . 

Οµοίως, για τον έλεγχο της 

0: 210 ≤− µµH ,  έναντι της  0: 211 >− µµH , 

σε ε.σ. %5=α , θα απορρίψουµε την 0Η  όταν (εδώ 645.105.0 == zzα ) 

443.5)645.1(
10
22

8
700

2

2
2

1

2
1

0 =++=++≥− αz
ν
σ

ν
σδYX . 

Από τα δεδοµένα βρίσκουµε 

443.52.7 ≥=−ΥΧ , 

οπότε, πράγµατι, απορρίπτουµε την 0H , και συµπεραίνουµε ότι, αν ισχύουν οι 

παραπάνω υποθέσεις (δηλ. αν τα δείγµατα προέρχονται από την )70,( 1µN  και 

)22,( 2µΝ , αντίστοιχα), τότε είµαστε κατά τουλάχιστον 95% βέβαιοι ότι τα παιδιά 

µε υπερτασικούς γονείς παρουσιάζουν µεγαλύτερη µέση αρτηριακή πίεση. 
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 (β) Θα πρέπει πρώτα να υπολογίσουµε την 2
pS . Βρίσκουµε: 

∑
=

=
8

1

2 88000
i

iX    και   ∑
=

=
10

1

2 94873
j

jY , 

οπότε 

143.91))5.104(888000(
7
1 22

1 =⋅−=S , 

233.22))3.97(1094873(
9
1 22

2 =⋅−=S , 

και άρα 

( ) 381.52)1.200638(
16
1)1()1(

2
1 2

22
2
11

21

2 =+=−+−
−+

= SvSv
vv

S p  

(η εκτιµήτρια της κοινής διασποράς 2σ  είναι η τιµή 52.381 της 2
pS ). 

 Σύµφωνα µε το Θεώρηµα 3.4 του Κεφ. 9, το 95% δ.ε. για το 21 µµ −  θα δίδεται 

από τον τύπο 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
++−+−− −+−+ 2/;2

21
;2

21
2121

11)(,11)( αvvpαvvp t
vv

SΥΧt
vv

SΥΧ  

µε 81 =v , 102 =v , 2375.7381.52 ==pS  και 05.0%5 ==α . Από τον Πίνακα Β2 

της t-κατανοµής του Student βρίσκουµε 12.2025.0;162/;221
==−+ tt αvv . Συνεπώς, το 

95% δ.ε. για το 21 µµ −  είναι το 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+++− )12.2(

10
1

8
1)2375.7(2.7),12.2(

10
1

8
1)2375.7(2.7  

              ]478.14,078.0[]278.72.7,278.72.7[ −=+−= . 

Τέλος, για τον έλεγχο της 

0: 210 ≤− µµΗ   έναντι της  0: 211 >− µµH  

σε ε.σ. 05.0=α , το χωρίο απόρριψης θα είναι, σύµφωνα µε το Θεώρηµα 3.2 (α), το 

αvvp t
vv

SδYX ;2
21

0 21

11
−+++≥− , 

όπου 00 =δ , 746.105.0;16;221
==−+ tt αvv . 

 Εποµένως, το χωρίο απόρριψης είναι 
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994.5)746.1(
10
1

8
1)2375.7(0 =⋅++≥−YX . 

Αφού 994.52.7 ≥=−YX , και πάλι απορρίπτουµε την 0H  σε ε.σ. 05.0=α , δηλαδή 

συµπεραίνουµε και πάλι ότι µε πιθανότητα σφάλµατος το πολύ 5%, υπάρχει 
διαφορά στην µέση αρτηριακή πίεση των παιδιών µε υπερτασικούς γονείς. 

Παρατήρηση 3.1. Θα πρέπει να σηµειωθεί ότι τα 95% δ.ε. στις παραπάνω 
περιπτώσεις (α) και (β) του Παραδείγµατος 3.3 είναι διαφορετικά. Αυτό οφείλεται 
στο γεγονός ότι υποτίθενται διαφορετικές συνθήκες (γνωστές διασπορές στο (α), 
άγνωστες αλλά ίσες διασπορές στο (β)). Κατά τον ίδιο τρόπο, θα µπορούσε να συµβεί 
το «περίεργο» γεγονός να απορρίπτεται η 0H  στο (α) και να γίνεται αποδεκτή στο 

(β), ή αντίστροφα. Σηµειώνουµε στο σηµείο αυτό ότι τα πάντα εξαρτώνται από τις 
συνθήκες που υποθέτουµε στα δεδοµένα µας. Έτσι, ο ερευνητής θα πρέπει να είναι 
αρκετά προσεκτικός και επιφυλακτικός µε τους στατιστικούς ελέγχους, αφού 
συµβαίνει πολλές φορές να συνάγονται συµπεράσµατα κάτω από αυθαίρετες 
παραδοχές (κανονικότητα, ίσες διασπορές, κ.ο.κ.), χωρίς αυτό να δικαιολογείται από 
προηγούµενες µελέτες. Άρα, στα στοχαστικά µοντέλα ελέγχου υποθέσεων θα πρέπει 
να µην επιβάλλονται πολλές τεχνικές παραδοχές (όπως γνωστές διασπορές, 
κανονικότητα, ίσες διασπορές, κ.λπ.), διότι σε αντίθετη περίπτωση υπάρχει σοβαρός 
κίνδυνος τα συµπεράσµατα να είναι αναξιόπιστα. Στην περίπτωση που αυτό δεν 
µπορεί να αποφευχθεί λόγω έλλειψης πληροφοριών (µικρά δείγµατα), στη στατιστική 
ανάλυση θα πρέπει οπωσδήποτε να αναφέρονται οι ακριβείς υποθέσεις του µοντέλου 
που χρησιµοποιείται. 
 
ΑΣΚΗΣΕΙΣ ΚΕΦ. 10 
 

1. Η µέτρηση του ύψους, σε ένα δείγµα 20 ατόµων από έναν πληθυσµό έδωσε τα 
παρακάτω αποτελέσµατα σε εκατοστά: 

.165,165,166,173,158,168,170,166,161,166
173,170,170,173,166,169,166,168,166,173

 

 (α) Αν είναι γνωστό ότι τα ύψη ακολουθούν κανονική κατανοµή ),( 2σµN  µε 

τυπική απόκλιση 5=σ  εκατοστά, να ελεγχθεί σε επίπεδο σηµαντικότητας 5% αν το 
µέσο ύψος του πληθυσµού είναι µεγαλύτερο των 165 εκατοστών. 

 (β) Να απαντήσετε στο ερώτηµα (α) αν είναι γνωστό ότι τα ύψη ακολουθούν 

κανονική κατανοµή µε άγνωστη διασπορά 02 >σ . 
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2. Για να εκτιµηθεί η µέση βαθµολογία των φοιτητών στις εξετάσεις κάποιου 
µαθήµατος, παίρνουµε ένα δείγµα 16 φοιτητών και καταγράφουµε τη βαθµολογία 
τους: 

.10,9,6,6,8,5,5,8,9,9,8,7,4,5,3,10  

Υποθέστε ότι η βαθµολογία στις εξετάσεις ακολουθεί κανονική κατανοµή: 

 (α) )4,(µN , (δηλ. 42 =σ , γνωστό) και (β) ),( 2σµΝ , 2σ  άγνωστο. 

Να ελεγχθεί σε επίπεδο σηµαντικότητας 5%, ο ισχυρισµός ότι η µέση βαθµολογία 
στις εξετάσεις είναι διαφορετική του 6.5. 
 

3. Κάθε χρόνο οι φοιτήτριες που τελειώνουν το Α΄ έτος σπουδών υποβάλλονται σ’ 
ένα έλεγχο φυσικής κατάστασης και βαθµολογούνται. Τα προηγούµενα χρόνια ο 
µέσος όρος βαθµολογίας ήταν 180. Από την αρχή της φετινής χρονιάς εφαρµόστηκε 
ένα νέο πρόγραµµα βελτίωσης της φυσικής κατάστασης. Στο τέλος του χρόνου 
επιλέχτηκαν 50 από αυτές, βαθµολογήθηκαν µετά από έλεγχο και έδωσαν µέσο όρο 
190 βαθµών µε τυπική απόκλιση 35.2. Να ελεγχθεί σε επίπεδο σηµαντικότητας 

01.0=α  αν µπορούµε να ισχυριστούµε ότι είχαµε αύξηση της µέσης βαθµολογίας 
των Α-ετών φοιτητριών, δηλαδή βελτίωση της φυσικής τους κατάστασης που να 
οφείλεται στο πρόγραµµα. 
 

4. Ένα τυχαίο δείγµα από 10 µαθητές και ένα τυχαίο δείγµα από 10 µαθήτριες 
έδωσαν µέσο ύψος αντίστοιχα 152 και 149 εκατοστά. 

Να ελεγχθεί σε ε.σ. %10=α  ο ισχυρισµός ότι οι µαθητές είναι ψηλότεροι από τις 
µαθήτριες. 

Υποθέστε: (α) ότι το ύψος του πληθυσµού των µαθητών ακολουθεί κανονική 
κατανοµή µε διασπορά 25 ενώ το ύψος των µαθητριών κανονική κατανοµή µε 
διασπορά 49. 

(β) Τα ύψη των µαθητών και µαθητριών προέρχονται από κανονικές κατανοµές µε 
άγνωστες αλλά ίσες διασπορές, ενώ οι δειγµατικές διασπορές των υψών των 10 
µαθητών και µαθητριών είναι αντίστοιχα 20 και 30. 
 

5. Σε µία χώρα το 20% του πληθυσµού προσβλήθηκε από ένα συγκεκριµένο ιό 
γρίπης. Σε µία πόλη 3400 κατοίκων οι 800 προσβλήθηκαν από τη γρίπη αυτή. 
Μπορούµε να ισχυρισθούµε σε ε.σ. 2% ότι στην πόλη αυτή το ποσοστό είναι 
µεγαλύτερο από 20%; 

 



 278

6. Σε τυχαίο δείγµα 20 εργαζοµένων, κατοίκων της Αθήνας, βρέθηκε ότι ο 
χρόνος µετάβασης (σε λεπτά της ώρας) στον χώρο εργασίας τους ήταν (για την 18η 
∆εκεµβρίου 2002): 

Λεπτά Συχνότητα Λεπτά Συχνότητα 
00-10 1 50-60 2 
10-20 2 60-70 2 
20-30 3 70-80 2 
30-40 4 80-90 1 
40-50 2 90-100 1 

 
(α) Να υπολογιστεί ο δειγµατικός µέσος και η δειγµατική διασπορά από τα 

παραπάνω (οµαδοποιηµένα) δεδοµένα. 
(β) Αν υποθέσουµε ότι ο χρόνος µετάβασης ενός εργαζόµενου, κατοίκου της 

Αθήνας, στην εργασία του ακολουθεί κανονική κατανοµή, να εξετασθεί σε ε.σ. 5% 
αν ο µέσος χρόνος µετάβασης ενός εργαζόµενου, κατοίκου της Αθήνας, στην εργασία 
του υπερβαίνει τα 35 λεπτά. 

 
7. Ο ιδιοκτήτης ενός πολυκαταστήµατος ισχυρίζεται ότι οι πελάτες πληρώνουν 

λογαριασµούς που κατά µέσο όρο δεν υπερβαίνουν τα 30 Ευρώ. Σε ένα τυχαίο δείγµα 
15 πελατών διαπιστώθηκε µέσο ποσό αγορών 29 Ευρώ. 

(α) Υποθέτοντας ότι οι λογαριασµοί ακολουθούν κανονική κατανοµή µε 

διασπορά 42 =σ , να εξεταστεί σε επίπεδο σηµαντικότητας 10.0=α  ο ισχυρισµός 
του ιδιοκτήτη. 

(β) Σε ποιο συµπέρασµα καταλήγετε αν υποθέσετε κανονικότητα µε άγνωστη 

διασπορά, και αν η δειγµατική διασπορά ισούται µε 42 =S ; 
 
8. Τυχαίο δείγµα 200 µαθητών χωρίστηκε τυχαία σε δύο οµάδες 1O  και 2O  των 

120 και 80 ατόµων αντίστοιχα. Στη συνέχεια όλοι οι µαθητές διδάχτηκαν κοινή ύλη, 
µόνο που στην οµάδα 1O  εφαρµόστηκε η διδακτική µέθοδος Α ενώ στην 2O  

εφαρµόστηκε η διδακτική µέθοδος Β. Μετά το τέλος της διδασκαλίας και τη 
διεξαγωγή εξετάσεων σε κοινά θέµατα, οι µαθητές της 1O  έλαβαν βαθµούς επίδοσης 

12021 ...,,, XXX , ενώ αυτοί της 2O  έλαβαν βαθµούς 8021 ...,,, YYY . 

Από την επεξεργασία των βαθµών µέσω ηλεκτρονικού υπολογιστή προέκυψε ότι: 

∑
=

=
120

1
840

i
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=
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2 2.6025
i
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jY ,        ∑
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1

2 4580
j

jY . 
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 (α) Να υπολογιστούν οι δειγµατικοί µέσοι YX ,  καθώς και οι δειγµατικές 

τυπικές αποκλίσεις 1S , 2S  των δύο δειγµάτων. 

 (β) Έστω 1µ  και 2µ  οι θεωρητικοί µέσοι των δύο µεθόδων. Να ελέγξετε σε ε.σ. 

%5=α  την 

210 : µµΗ ≥   έναντι της  211 : µµΗ < , 

και να αναλύσετε τα συµπεράσµατά σας. 
 
 9. Η ποσότητα οινοπνεύµατος στο αίµα (σε mg/lt) 120 τυχαία επιλεγµένων 
οδηγών µιας πόλης Χ και 80 τυχαία επιλεγµένων οδηγών µιας πόλης Υ βρέθηκε: 

12021 ...,,, XXX  και 8021 ...,,, YYY . Μετά από επεξεργασία των δεδοµένων προέκυψε 

ότι  
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 (α) Να υπολογιστούν οι δειγµατικοί µέσοι YX ,  καθώς και οι δειγµατικές 

τυπικές αποκλίσεις 1S , 2S  των δύο δειγµάτων. 

 (β) Έστω 1µ  και 2µ  οι θεωρητικοί µέσοι στις δύο πόλεις. Ελέγξτε την υπόθεση  

210 : µµΗ ≥   έναντι της  211 : µµΗ <  

σε ε.σ. %5=α  και αναλύστε το συµπέρασµα. 
 
 10. ∆ύο ανεξάρτητα τυχαία δείγµατα 821 ...,,, XXX  και 521 ...,,, YYY  µε κανονικές 

κατανοµές ),( 2
11 σµN  και ),( 2

22 σµΝ , αντίστοιχα, έδωσαν 
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 Ελέγξτε σε ε.σ. %10=α  την υπόθεση 

210 2: σσH ≤  έναντι της 211 2: σσΗ > , 

χρησιµοποιώντας το Θεώρηµα 2.3 του Κεφ. 9 και κατάλληλο θεωρητικό αποτέλεσµα 
για το Σφάλµα τύπου Ι. 
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 11. Μετά από µία διαφηµιστική καµπάνια ρωτήθηκαν 150 καπνιστές και 
βρέθηκαν 20 να καπνίζουν τα τσιγάρα µάρκας Α. Η εταιρεία που κατασκευάζει την 
µάρκα Α ισχυρίζεται ότι το 15% των καπνιστών χρησιµοποιούν την µάρκα Α. Είναι 
σωστός ο ισχυρισµός της εταιρείας; %)5( =α . 

 
 12. Το µέσο βάρος των µοσχαριών µιας φάρµας πριν από τη σφαγή, τα 
προηγούµενα χρόνια ήταν 180 κιλά. Φέτος, σε 50 µοσχάρια εφαρµόσθηκε µία 
καινούργια δίαιτα. Υποθέτουµε ότι τα 50 αυτά µοσχάρια αποτελούν ένα δείγµα από 
ένα πληθυσµό στον οποίο όλα τα µοσχάρια έχουν ακολουθήσει αυτή τη δίαιτα ή θα 
την ακολουθήσουν στο µέλλον. Χρησιµοποιώντας σαν δείγµα αυτά τα 50 µοσχάρια 

για τα οποία βρέθηκε 190=Χ  και 2.35=S  να ελεγθεί αν η µέση τιµή µ του 
πληθυσµού µεγάλωσε. )01.0( =α  

 
 13. Θέλουµε να µελετήσουµε αν το νήµα που βγάζουν δύο µηχανές µιας 
κλωστοβιοµηχανίας έχει το ίδιο πάχος παντού. Για το σκοπό αυτό, διαλέξαµε τυχαία 
12 κουβαράκια µήκους 100 µέτρων από την πρώτη και 10 κουβαράκια µήκους 100 
µέτρων από τη δεύτερη µηχανή. Μετρήσαµε τα βάρη τους και βρήκαµε ότι  

3.7=−ΥΧ ,   2.3,1.4 2
2

2
1 == SS . 

Υποθέτουµε ότι τα δεδοµένα µας προέρχονται από κανονικές κατανοµές µε κοινή 

διασπορά 2σ . Είναι αλήθεια ότι η πρώτη µηχανή παράγει κλωστές µε µεγαλύτερο 
µέσο πάχος;  ( %5=α ) 
 
 14. Σε δύο εξεταστικές περιόδους σ’ ένα µάθηµα εξετάστηκαν 80 και 110 
φοιτητές και πέρασαν το µάθηµα 60 και 80 αντίστοιχα. Να εξετασθεί αν η 
πιθανότητα επιτυχίας και στις δύο περιόδους είναι η ίδια. %)5( =α  

 
 15. Το Ινστιτούτο Καταναλωτών για να εξακριβώσει αν τα κουτιά των 100 gr 
καφέ περιέχουν πραγµατικά 100 gr, πήρε 9 κουτιά τυχαία από διάφορα καταστήµατα 

και βρήκε 96=Χ  gr και 8.1=S  gr. Είναι αρκετά τα δεδοµένα για να υποστηρίξουµε 
ότι τα κουτιά των 100 gr είναι ελλιποβαρή; %)5( =α  [Να διατυπωθούν επακριβώς οι 

υποθέσεις που χρησιµοποιήσατε για την πραγµατοποίηση του παραπάνω ελέγχου.] 
 
 16. Από 150 ασθενείς στους 80 δώσαµε χάπι µε ζάχαρη και στους 70 δώσαµε 
ασπιρίνη. Μετά από µία εβδοµάδα βρέθηκε ότι βελτιώθηκε η υγεία 48 ασθενών που 
πήραν χάπι ζάχαρης και 56 που πήραν ασπιρίνη. 
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 (α) Μπορούµε να αποδείξουµε ότι η θεραπεία µε ασπιρίνες είναι προτιµότερη; 
%)5( =α  

 (β) Να κατασκευαστεί 95% δ.ε. για τη διαφορά των ποσοστών 21, pp , όπου 1p  

η πιθανότητα να γιατρευτεί ένας ασθενής χρησιµοποιώντας ζάχαρη και 2p  η 

αντίστοιχη πιθανότητα για την ασπιρίνη. 
 
 17. Σε 42 γεωτρήσεις που έγιναν σε µία περιοχή οι 12 έδωσαν θετικά 
αποτελέσµατα για την εκµετάλλευσή της. 
 (α) Να εξετασθεί αν είναι αποδεκτός ο ισχυρισµός των ειδικών ότι το ποσοστό 
των γεωτρήσεων µε θετικά αποτελέσµατα είναι τουλάχιστον 25% %)5( =α . 

 (β) Να δοθεί 95% δ.ε. για το ποσοστό των γεωτρήσεων µε θετικό αποτέλεσµα. 
 
 18. Ελέγχουµε δύο τύπους αυτοκινήτων Α και Β. Σε 10 αυτοκίνητα τύπου Α η 

µέση κατανάλωση βενζίνης ήταν 2.11=X  lt µε διασπορά 22
1 =S , ενώ σε 12 

αυτοκίνητα τύπου Β η µέση κατανάλωση ήταν 12=Y  lt µε 25.22
2 =S . Μπορούµε να 

υποθέσουµε ότι και οι δύο τύποι αυτοκινήτων καταναλώνουν κατά µέσο όρο την ίδια 
ποσότητα βενζίνης; %)5( =α  

 
 19. Το βάρος των νεογέννητων (σε kg) σε δύο διαφορετικές χώρες Α και Β ήταν: 
Χώρα Α      3.120   4.135   2.830   3.160   2.525   3.220   3.840   3.655 
Χώρα Β      2.830   3.150   3.180   2.755   2.940   3.245   3.410   3.110   2.860. 
Τι συµπεραίνετε; 
 
 20. Ένα εντοµοκτόνο σκοτώνει το 60% του πληθυσµού ενός είδους µύγας. Σε 
πόσες µύγες πρέπει να χορηγήσουµε το φάρµακο για να είµαστε κατά 95% σίγουροι 
ότι το ποσοστό των εντόµων που σκοτώθηκαν είναι µεταξύ 58% και 62%; 
 
 21. Σ’ ένα παιχνίδι baseball, ένας παίκτης έκανε συνολικά 233 βολές, απ’ τις 
οποίες οι 84 ήταν επιτυχηµένες. Ένας άλλος, πέτυχε στις 103 από τις 350 βολές. Ο 
πρώτος παίκτης ισχυρίζεται ότι είναι καλύτερος. Είναι αλήθεια αυτό; %)5( =α  

 



 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 

  
 

ΠΑΡΑΡΤΗΜΑΤΑ 
 
Α – ΤΥΠΟΛΟΓΙΟ 
Β – ΣΤΑΤΙΣΤΙΚΟΙ   ΠΙΝΑΚΕΣ 

 



ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ  Α - ΤΥΠΟΛΟΓΙΟ 

     1. ΠΙΘΑΝΟΤΗΤΕΣ 

I. ΒΑΣΙΚΕΣ ∆ΙΑΚΡΙΤΕΣ ΚΑΤΑΝΟΜΕΣ 

1. ∆ιωνυµική   xvx ppx
vxf −−⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛= )1()(        vx ...,,1,0= . 

    ),( pvb    vpXE =)( ,         )1()( pvpXVar −=  
    (Bernoulli ))(1,)( pbpb ≡  

2. Αρνητική διωνυµική rxr ppr
xxf −−⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛

−
−= )1(1

1)(        rx = , ...,1+r  

    (ή Pascal)  ),( prNB  
p
rXE =)( ,     2

)1()(
p

prXVar −
=  

     (Γεωµετρική: ))(1,)( pNBpG ≡  

3. Υπεργεωµετρική  
⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ +

⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛

−⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛

=

ν
ΜΛ

xν
M

x
Λ

xf )(      vx ...,,1,0= . 

      ),,( νΜΛYΓ   
ΜΛ
ΛνXE
+

=)( , 
1

)(
−+
−+

++
=

ΜΛ
νΜΛ

ΜΛ
Μ

ΜΛ
ΛvXVar  

4. Poisson   
!

)(
x
λexf

x
λ−=             ...,1,0=x  

    )(λP    λXE =)( ,         λXVar =)(  
 

ΙΙ. ΒΑΣΙΚΕΣ ΣΥΝΕΧΕΙΣ ΚΑΤΑΝΟΜΕΣ 

1. Οµοιόµορφη  
⎪⎩

⎪
⎨
⎧ ≤≤

−=
αλλού0

1
)( βxα

αβxf  

    ),( βαU    
2

)( βα +
=XE ,      

12
)()(

2αβXVar −
=  

2. Εκθετική   
⎩
⎨
⎧ ≥

=
−

αλλού0
0)( xeθxf

xθ
 

   )(1,)(1,)( θΓθΕθΕ ≡≡  
θ

XE 1)( = ,          2
1)(
θ

XVar =  

3. Erlang   
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

≥
−=

−−

αλλού0

0
)!1()(

1 xex
ν
θ

xf
xθν

ν

 

     ),(),( θνΓθνΕ ≡   
θ
νXE =)( ,          2)(

θ
νXVar =  
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4. Γάµµα   
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

≥=
−−

αλλού0

0
)()(

1 xex
αΓ

θ
xf

xθα
α

 

     ),( θαΓ    
θ
αXE =)( ,          2)(

θ
αXVar =  

5. Κανονική   )2()( 22

2
1)( σµxe
πσ

xf −−=       ∞<<∞− x  

    ),( 2σµΝ    µ=)(XE , 2)( σXVar =  

ΙΙΙ. ΚΕΝΤΡΙΚΟ ΟΡΙΑΚΟ ΘΕΩΡΗΜΑ (Κ.Ο.Θ.)  Αν ...,...,,, 21 vXXX  

ανεξάρτητες και ισόνοµες µε κοινή συνάρτηση κατανοµής F και µ=)( iXE . 

2)( σXVar i = , τότε 

)1,0()( Ν
σ

µXv
→

−   και  )1,0()( Ν
S

µXv
→

−   καθώς  ∞→v    ( 30≥v ). 

 

 

     2. ΣΤΑΤΙΣΤΙΚΗ 

 
 
Ι. ∆ΙΑΣΤΗΜΑΤΑ ΕΜΠΙΣΤΟΣΥΝΗΣ ΣΥΝΤΕΛΕΣΤΟΥ ΕΜΠΙΣΤΟΣΥΝΗΣ 

)%100(1 α−  

1. ∆είγµατα από κανονική κατανοµή(*) 

(*) Τα διαστήµατα που σηµειώνονται µε (*) ισχύουν προσεγγιστικά από οποιαδήποτε 
κατανοµή και αν προέρχεται το δείγµα ή τα δείγµατα. 

1α. ∆ιάστηµα εµπιστοσύνης για το µ από δείγµα µεγέθους ν 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+− 2/2/ , αα z

v
σXz

v
σX  

 
2σ   γνωστό 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+− −− 2/;12/;1 , αvαv t

v
SXt

v
SX  

2σ  άγνωστο, 30<v .   
Αν 2/2/;1,30 ααv ztv ≈≥ −   

*
2/2/ , ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+− αα z

v
SXz

v
SX  

2σ  άγνωστο, 30≥v    

 

1β. ∆ιάστηµα εµπιστοσύνης για το 2σ  από δείγµα µεγέθους ν 

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡ −−

−−−
2

2/1;1

2

2
2/;1

2 )1(,)1(

αναv χ
Sv

χ
Sv  
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1γ. ∆ιάστηµα εµπιστοσύνης για τη διαφορά 21 µµ − , από δύο ανεξάρτητα δείγµατα 
µεγέθους 21,νν  

⎥
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2
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2/ ,
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2

2
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2
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SvSvS p  
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S
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S
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2
2

2
1 ,σσ      άγνωστα 

30, 21 ≥vv , 
 

 

1δ. ∆ιάστηµα εµπιστοσύνης για το πηλίκο 2
2

2
1 /σσ , από δύο ανεξάρτητα δείγµατα 

µεγέθους 21,vv   

⎥
⎦

⎤
⎢
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⎡
−−−−− 2/;1,12

2

2
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2
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1212
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S
S
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S
S
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1
αvv

αvv
F

F −−−
−−
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2. ∆είγµατα από την  κατανοµή Bernoulli 

2α. ∆ιάστηµα εµπιστοσύνης για την πιθανότητα p από δείγµα µεγέθους ν 

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡ −
+

−
−

v
XXzX

v
XXzX αα

)1(,)1(
2/2/  

 
30≥v  

 

 

2β. ∆ιάστηµα εµπιστοσύνης για τη διαφορά 21 pp − , από δύο ανεξάρτητα δείγµατα 
µεγέθους  21,vv  

21
2/

)1()1(
v

YY
v

XXzYX α
−

+
−

±−  
 

30, 21 ≥vv  

 

 
ΙΙ. ΕΛΕΓΧΟΙ ΥΠΟΘΕΣΕΩΝ 

0H  η µηδενική υπόθεση, 1H  η εναλλακτική. Αν η τιµή της στατιστικής συνάρτησης 
ανήκει στην κρίσιµη περιοχή R απορρίπτουµε την 0H , ενώ όταν δεν ανήκει στην R 
αποδεχόµαστε την 0H . 
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1. Έλεγχος για τη µέση τιµή  µ  της ),( 2σµN  από δείγµα µεγέθους ν(*) 

(*) Οι έλεγχοι που σηµειώνονται µε (*) ισχύουν προσεγγιστικά από οποιαδήποτε 
κατανοµή και αν προέρχεται το δείγµα ή τα δείγµατα. 

00 : µµH ≤  

01 : µµH >   
00 : µµH ≥  

01 : µµH <   
00 : µµ =H  

01 : µµ ≠H  
 

 
}{ αzZR >=  

 
}{ αzZR −<=  

 
}|{| 2/αzZR >=  

2σ   γνωστό 

σ
vµX

Z
)( 0−

=  

 
 

}{ αzZR >= (*) 

 
 

}{ αzZR −<= (*) 

 
 

}|{| 2/αzZR >= (*) 

2σ   άγνωστο 
 30≥v           

S
vµX

Z
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≈  
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}{ ;1 αvtTR −−<=  

 
}|{| 2/;1 αvtTR −>=  

2σ   άγνωστο 
        30<v  

S
vµX

T
)( 0−

=  

 

2. Έλεγχος για τη διαφορά 21 µµ −  από ανεξάρτητα κανονικά δείγµατα µεγέθους 

21 vv ,  (*) 
    (*) Οι έλεγχοι που σηµειώνονται µε (*) ισχύουν προσεγγιστικά από οποιαδήποτε 

κατανοµή και αν προέρχεται το δείγµα ή τα δείγµατα. 
0210 : δµµH ≥−  

0210 : δµµH <−  
0210 : δµµH =−  

0210 : δµµH ≠−  
0210 : δµµH ≤−  
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3. Έλεγχος για τη διασπορά 2σ  της ),( 2σµN  

2
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2
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0 : σσH >  

2
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2
0 : σσH ≥  
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2
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4. Σύγκριση διασπορών δύο κανονικών κατανοµών από ανεξάρτητα δείγµατα 

µεγέθους 21 ,νν  
2
2

2
10 : σσH ≤  

2
2

2
11 : σσ >H  

2
2

2
10 : σσH =  

2
2

2
11 : σσH ≠  

2
2

2
10 : σσΗ ≥  

2
2

2
11 : σσH <  

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

>= −− αvvF
S
S

R ;1,12
2

2
1

12
 

⎩
⎨
⎧

>= −− ή2/;1,12
2

2
1

12 αvvF
S
S

R

           ⎭
⎬
⎫

> −− 2/;1,12
1

2
2

21 αvvF
S
S  

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

>= −− αvvF
S
S

R ;1,12
1

2
2

21
 

 

5. Έλεγχος για το p της κατανοµής Bernoulli 

00 : ppH ≤  

01 : ppH >  
00 : ppH ≥  

01 : ppH <  
00 : ppH =  

01 : ppH ≠  
 

}{ αzZR >=  }{ αzZR −<=  }|{| 2/αzZR >=
 30≥v ,    

)1(

)( 0

XX

vpX
Z

−

−
≈  

 

6. Σύγκριση των πιθανοτήτων, από δύο ανεξάρτητα δείγµατα µεγέθους 21 ,vv  
από την κατανοµή Bernoulli 

210 : ppH ≤  

211 : ppH >  
210 : ppH ≥  

211 : ppH <  
210 : ppH =

211 : ppH ≠  
 

}{ αzZR >=  }{ αzZR −<=  }|{| 2/αzZR >=  30, 21 ≥vv  
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YXZ
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−
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≈  

  

 
 
 



ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ  B – ΣΤΑΤΙΣΤΙΚΟΙ  ΠΙΝΑΚΕΣ 

ΠΙΝΑΚΑΣ  B1 

Τιµές των πιθανοτήτων )()()( zZPzZPzΦ <=≤=  της τυποποιηµένης 
κανονικής κατανοµής )1(0,N  για 0≥z . Για 0<z  ισχύει )(1)( zΦzΦ −−= . 

 
 

z 0.00 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09 
0.0 0.50000 0.50399 0.50798 0.51197 0.51595 0.51994 0.52392 0.52790 0.53188 0.53586 
0.1 0.53983 0.54380 0.54776 0.55172 0.55567 0.55962 0.56356 0.56749 0.57142 0.57535 
0.2 0.57926 0.58317 0.58706 0.59095 0.59483 0.59871 0.60257 0.60642 0.61026 0.61409 
0.3 0.61791 0.62172 0.62552 0.62930 0.63307 0.63683 0.64058 0.64431 0.64803 0.65173 
0.4 0.65542 0.65910 0.66276 0.66640 0.67003 0.67364 0.67724 0.68082 0.68439 0.68793 

0.5 0.69146 0.69497 0.69847 0.70194 0.70540 0.70884 0.71226 0.71566 0.71904 0.72240 
0.6 0.72575 0.72907 0.73237 0.73565 0.73891 0.74215 0.74537 0.74857 0.75175 0.75490 
0.7 0.75804 0.76115 0.76424 0.76730 0.77035 0.77337 0.77637 0.77935 0.78230 0.78524 
0.8 0.78814 0.79103 0.79389 0.79673 0.79955 0.80234 0.80511 0.80785 0.81057 0.81327 
0.9 0.81594 0.81859 0.82121 0.82381 0.82639 0.82894 0.83147 0.83398 0.83646 0.83891 

1.0 0.84134 0.84375 0.84614 0.84850 0.85083 0.85314 0.85543 0.85769 0.85993 0.86214 
1.1 0.86433 0.86650 0.86864 0.87076 0.87286 0.87493 0.87698 0.87900 0.88100 0.88298 
1.2 0.88493 0.88686 0.88877 0.89065 0.89251 0.89435 0.89617 0.89796 0.89973 0.90147 
1.3 0.90320 0.90490 0.90658 0.90824 0.90988 0.91149 0.91309 0.91466 0.91621 0.91774 
1.4 0.91924 0.92073 0.92220 0.92364 0.92507 0.92647 0.92786 0.92922 0.93056 0.93189 

1.5 0.93319 0.93448 0.93574 0.93699 0.93822 0.93943 0.94062 0.94179 0.94295 0.94408 
1.6 0.94520 0.94630 0.94738 0.94845 0.94950 0.95053 0.95154 0.95254 0.95352 0.95449 
1.7 0.95543 0.95637 0.95728 0.95818 0.95907 0.95994 0.96080 0.96164 0.96246 0.96327 
1.8 0.96407 0.96485 0.96562 0.96638 0.96712 0.96784 0.96856 0.96926 0.96995 0.97062 
1.9 0.97128 0.97193 0.97257 0.97320 0.97381 0.97441 0.97500 0.97558 0.97615 0.97670 

2.0 0.97725 0.97778 0.97831 0.97882 0.97932 0.97982 0.98030 0.98077 0.98124 0.98169 
2.1 0.98214 0.98257 0.98300 0.98341 0.98382 0.98422 0.98461 0.98500 0.98537 0.98574 
2.2 0.98610 0.98645 0.98679 0.98713 0.98745 0.98778 0.98809 0.98840 0.98870 0.98899 
2.3 0.98928 0.98956 0.98983 0.99010 0.99036 0.99061 0.99086 0.99111 0.99134 0.99158 
2.4 0.99180 0.99202 0.99224 0.99245 0.99266 0.99286 0.99305 0.99324 0.99343 0.99361 

2.5 0.99379 0.99396 0.99413 0.99430 0.99446 0.99461 0.99477 0.99492 0.99506 0.99520 
2.6 0.99534 0.99547 0.99560 0.99573 0.99585 0.99598 0.99609 0.99621 0.99632 0.99643 
2.7 0.99653 0.99664 0.99674 0.99683 0.99693 0.99702 0.99711 0.99720 0.99728 0.99736 
2.8 0.99744 0.99752 0.99760 0.99767 0.99774 0.99781 0.99788 0.99795 0.99801 0.99807 
2.9 0.99813 0.99819 0.99825 0.99831 0.99836 0.99841 0.99846 0.99851 0.99856 0.99861 
3.0 0.99865 0.99869 0.99874 0.99878 0.99882 0.99886 0.99889 0.99893 0.99897 0.99900 

 

α 0.0005 0.001 0.005 0.01 0.025 0.05 0.10 

zα 3.29 3.09 2.576 2.326 1.960 1.645 1.282 
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ΠΙΝΑΚΑΣ B2 

Τιµών aνt ;  της νt -κατανοµής ώστε atPtP aννaνν =≥=> )()( ;; ` TT . 

 
 

ν α = 0.10 α = 0.05 α = 0.025 α = 0.01 α = 0.005 
1 3.078 6.314 12.706 31.821 63.657 
2 1.886 2.920 4.303 6.965 9.925 
3 1.638 2.353 3.182 4.541 5.841 
4 1.533 2.132 2.776 3.747 4.604 
      
5 1.476 2.015 2.571 3.365 4.032 
6 1.440 1.943 2.447 3.143 3.707 
7 1.415 1.895 2.365 2.998 3.499 
8 1.397 1.860 2.306 2.896 3.355 
9 1.383 1.833 2.262 2.821 3.250 
      

10 1.372 1.812 2.228 2.764 3.169 
11 1.363 1.796 2.201 2.718 3.106 
12 1.356 1.782 2.179 2.681 3.055 
13 1.350 1.771 2.160 2.650 3.012 
14 1.345 1.761 2.145 2.624 2.977 
15 1.341 1.753 2.131 2.602 2.947 
      

16 1.337 1.746 2.120 2.583 2.921 
17 1.333 1.740 2.110 2.567 2.898 
18 1.330 1.734 2.101 2.552 2.878 
19 1.328 1.729 2.093 2.539 2.861 
20 1.325 1.725 2.086 2.528 2.845 
      

21 1.323 1.721 2.080 2.518 2.831 
22 1.321 1.717 2.074 2.508 2.819 
23 1.319 1.714 2.069 2.500 2.807 
24 1.318 1.711 2.064 2.492 2.797 
25 1.316 1.708 2.060 2.485 2.787 
      

26 1.315 1.706 2.056 2.479 2.779 
27 1.314 1.703 2.052 2.473 2.771 
28 1.313 1.701 2.048 2.467 2.763 
29 1.311 1.699 2.045 2.462 2.756 
∞ 1.282 1.645 1.960 2.326 2.576 
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ΠΙΝΑΚΑΣ  B3 

Tων τιµών 2
a νχ −1;  της 2χ  κατανοµής για τις οποίες 

aχXPχXP a-1 ; νa-1 ; ν =≤=< )()( 22 . 

 
 

ν α = 0.005 α = 0.01 α = 0.025 α = 0.05 α = 0.10 
1 0.0000393 0.0001571 0.0009821 0.0039321 0.0157908 
2 0.0100251 0.0201007 0.0506356 0.102587 0.210720 
3 0.0717212 0.114832 0.215795 0.351846 0.584375 
4 0.206990 0.297110 0.484419 0.710721 1.063623 
      
5 0.411740 0.554300 0.831211 1.145476 1.61031 
6 0.675727 0.872085 1.237347 1.63539 2.20413 
7 0.989265 1.239043 1.68987 2.16735 2.83311 
8 1.344419 1.646482 2.17973 2.73264 3.48954 
9 1.734926 2.087912 2.70039 3.32511 4.16816 
      

10 2.15585 2.55821 3.24697 3.94030 4.86518 
11 2.60321 3.05347 3.81575 4.57481 5.57779 
12 3.07382 3.57056 4.40379 5.22603 6.30380 
13 3.56503 4.10691 5.00874 5.89186 7.04150 
14 4.07468 4.66043 5.62872 6.57063 7.78953 
      

15 4.60094 5.22935 6.26214 7.26094 8.54675 
16 5.14224 5.81221 6.90766 7.96164 9.31223 
17 5.69724 6.40776 7.56418 8.67176 10.0852 
18 6.26481 7.01491 8.23075 9.39046 10.8649 
19 6.84398 7.63273 8.90655 10.1170 11.6509 
      

20 7.43386 8.26040 9.59083 10.8508 12.4426 
21 8.03366 8.89720 10.28293 11.5913 13.2396 
22 8.64272 9.54249 10.9823 12.3380 14.0415 
23 9.26042 10.19567 11.6885 13.0905 14.8479 
24 9.88623 10.8564 12.4011 13.8484 15.6587 
      

25 10.5197 11.5240 13.1197 14.6114 16.4734 
26 11.1603 12.1981 13.8439 15.3791 17.2919 
27 11.8076 12.8786 14.5733 16.1513 18.1138 
28 12.4613 13.5648 15.3079 16.9279 18.9392 
29 13.1211 14.2565 16.0471 17.7083 19.7677 
      

30 13.7867 14.9535 16.7908 18.4926 20.5992 
40 20.7065 22.1643 24.4331 26.5093 29.0505 
50 27.9907 29.7067 32.3574 34.7642 37.6886 
60 35.5346 37.4848 40.4817 43.1879 46.4589 
      

70 43.2752 45.4418 48.7576 51.7393 55.3290 
80 51.1720 53.5400 57.1532 60.3915 64.2778 
90 59.1963 61.7541 65.6466 69.1260 73.2912 
100 67.3276 70.0648 74.2219 77.9295 82.3581 
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ΠΙΝΑΚΑΣ  B3  (συνέχεια) 

Tων τιµών 2
a;νχ  της 2χ  κατανοµής για τις οποίες 

aχXPχXP a ; νa ; ν =≥=> )()( 22 . 

 
 

ν Α = 0.10 α = 0.05 α = 0.025 α = 0.01 α = 0.005 
1 2.70554 3.84146 5.02389 6.63490 7.87944 
2 4.60517 5.99147 7.37776 9.21034 10.5966 
3 6.25139 7.81473 9.34840 11.3449 12.8381 
4 7.77944 9.48773 11.1433 13.2767 14.8602 
      
5 9.23635 11.0705 12.8325 15.0863 16.7496 
6 10.6446 12.5916 14.4494 16.8119 18.5476 
7 12.0170 14.0671 16.0128 18.4753 20.2777 
8 13.3616 15.5073 17.5346 20.0902 21.9550 
9 14.6837 16.9190 19.0228 21.6660 23.5893 
      

10 15.9871 18.3070 20.4831 23.2093 25.1882 
11 17.2750 19.6751 21,9200 24.7250 26.7569 
12 18.5494 21.0261 23.3367 26.2170 28.2995 
13 19.8119 22.3621 24.7356 27.6883 29.8194 
14 21.0642 23.6848 26.1190 29.1413 31.3193 
      

15 22.3072 24.9958 27.4884 30.5779 32.8013 
16 23.5418 26.2962 28.8454 31.9999 34.2672 
17 24.7690 27.5871 30.1910 33.4087 35.7185 
18 25.9894 28.8693 31.5264 34.8053 37.1564 
19 27.2036 30.1435 32.8523 36.1908 38.5822 
      

20 28.4120 31.4104 34.1696 37.5662 39.9968 
21 29.6151 32.6705 35.4789 38.9321 41.4010 
22 30.8133 33.9244 36.7807 40.2894 42.7956 
23 32.0069 35.1725 38.0757 41.6384 44.1813 
24 33.1963 36.4151 39.3641 42.9798 45.5585 
      

25 34.3816 37.6525 40.6465 44.3141 46.9278 
26 35.5631 38.8852 41.9232 45.6417 48.2899 
27 36.7412 40.1133 43.1944 46.9630 49.6449 
28 37.9159 41.3372 44.4607 48.2782 50.9933 
29 39.0875 42.5569 45.7222 49.5879 52.3356 
      

30 40.2560 43.7729 46.9792 50.8922 53.6720 
40 51.8050 55.7585 59.3417 63.6907 66.7659 
50 63.1671 67.5048 71.4202 76.1539 79.4900 
60 74.3970 79.0819 83.2976 88.3794 91.9517 
      

70 85.5271 90.5312 95.0231 100.425 104.215 
80 96.5782 101.879 106.629 112.329 116.321 
90 107.565 113.145 118.136 124.116 128.299 
100 118.498 124.342 129.561 135.807 140.169 
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ΠΙΝΑΚΑΣ  B4 
Τιµές aννF ;, 21

 της F  κατανοµής για τις οποίες 

aFXPFXP aννaνν =≥=> )()( ;,;, 2121
           )( 01.0=a . 

Για τα  α - κάτω ποσοστιαία σηµεία aννF −1;, 21
ισχύει η σχέση aννaνν FF ;,;, 1221

11 =− . 

 

 
 

1ν  
 

2ν  

 
 

1 

 
 

2 

 
 

3 

 
 

4 

 
 

5 

 
 

6 

 
 

7 

 
 

8 

 
 

9 

1 4052 4999.5 5403 5625 5764 5859 5928 5982 6022 
2 98.50 99.00 99.17 99.25 99.30 99.33 99.36 99.37 99.39 
3 34.12 30.82 29.46 28.71 28.24 27.91 27.67 27.49 27.35 
4 21.20 18.00 16.69 15.98 15.52 15.21 14.98 14.80 14.66 
          

5 16.26 13.27 12.06 11.39 10.97 10.67 10.46 10.29 10.16 
6 13.75 10.92 9.78 9.15 8.75 8.47 8.26 8.10 7.98 
7 12.25 9.55 8.45 7.85 7.46 7.19 6.99 6.84 6.72 
8 11.26 8.65 7.59 7.01 6.63 6.37 6.18 6.03 5.91 
9 10.56 8.02 6.99 6.42 6.06 5.80 5.61 5.47 5.35 
          

10 10.04 7.56 6.55 5.99 5.64 5.39 5.20 5.06 4.94 
11 9.65 7.21 6.22 5.67 5.32 5.07 4.89 4.74 4.63 
12 9.33 6.93 5.95 5.41 5.06 4.82 4.64 4.50 4.39 
13 9.07 6.70 5.74 5.21 4.86 4.62 4.44 4.30 4.19 
14 8.86 6.51 5.56 5.04 4.69 4.46 4.28 4.14 4.03 
          

15 8.68 6.36 5.42 4.89 4.56 4.32 4.14 4.00 3.89 
16 8.53 6.23 5.29 4.77 4.44 4.20 4.03 3.89 3.78 
17 8.40 6.11 5.18 4.67 4.34 4.10 3.93 3.79 3.68 
18 8.29 6.01 5.09 4.58 4.25 4.01 3.84 3.71 3.60 
19 8.18 5.93 5.01 4.50 4.17 3.94 3.77 3.63 3.52 
          

20 8.10 5.85 4.94 4.43 4.10 3.87 3.70 3.56 3.46 
21 8.02 5.78 4.87 4.37 4.04 3.81 3.64 3.51 3.40 
22 7.95 5.72 4.82 4.31 3.99 3.76 3.59 3.45 3.35 
23 7.88 5.66 4.76 4.26 3.94 3.71 3.54 3.41 3.30 
24 7.82 5.61 4.72 4.22 3.90 3.67 3.50 3.36 3.26 
          

25 7.77 5.57 4.68 4.18 3.85 3.63 3.46 3.32 3.22 
26 7.72 5.53 4.64 4.14 3.82 3.59 3.42 3.29 3.18 
27 7.68 5.49 4.60 4.11 3.78 3.56 3.39 3.26 3.15 
28 7.64 5.45 4.57 4.07 3.75 3.53 3.36 3.23 3.12 
29 7.60 5.42 4.54 4.04 3.73 3.50 3.33 3.20 3.09 
          

30 7.56 5.39 4.51 4.02 3.70 3.47 3.30 3.17 3.07 
40 7.31 5.18 4.31 3.83 3.51 3.29 3.12 2.99 2.89 
60 7.08 4.98 4.13 3.65 3.34 3.12 2.95 2.82 2.72 

120 6.85 4.79 3.95 3.48 3.17 2.96 2.79 2.66 2.56 
∞ 6.63 4.61 3.78 3.32 3.02 2.80 2.64 2.51 2.41 
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ΠΙΝΑΚΑΣ  B4  (συνέχεια) 
Τιµές aννF ;, 21

 της F  κατανοµής για τις οποίες 

aFXPFXP aννaνν =≥=> )()( ;,;, 2121
           )( 01.0=a . 

Για τα  α - κάτω ποσοστιαία σηµεία aννF −1;, 21
ισχύει η σχέση aννaνν FF ;,;, 1221

11 =− . 

 

 
 

1ν  
 

2ν  

 
 

10 

 
 

12 

 
 

15 

 
 

20 

 
 

24 

 
 

30 

 
 

40 

 
 

60 

 
 

120 

 
 
∞ 

1 6056 6106 6157 6209 6235 6261 6287 6313 6339 6366 
2 99.40 99.42 99.43 99.45 99.46 99.47 99.47 99.48 99.49 99.50 
3 27.23 27.05 26.87 26.69 26.60 26.50 26.41 26.32 26.22 26.13 
4 14.55 14.37 14.20 14.02 13.93 13.84 13.75 13.65 13.56 13.46 
           
5 10.05 9.89 9.72 9.55 9.47 9.38 9.29 9.20 9.11 9.02 
6 7.87 7.72 7.56 7.40 7.31 7.23 7.14 7.06 6.97 6.88 
7 6.62 6.47 6.31 6.16 6.07 5.99 5.91 5.82 5.74 5.65 
8 5.81 5.67 5.52 5.36 5.28 5.20 5.12 5.03 4.95 4.86 
9 5.26 5.11 4.96 4.81 4.73 4.65 4.57 4.48 4.40 4.31 
           

10 4.85 4.71 4.56 4.41 4.33 4.25 4.17 4.08 4.00 3.91 
11 4.54 4.40 4.25 4.10 4.02 3.94 3.86 3.78 3.69 3.60 
12 4.30 4.16 4.01 3.86 3.78 3.70 3.62 3.54 3.45 3.36 
13 4.10 3.96 3.82 3.66 3.59 3.51 3.43 3.34 3.25 3.17 
14 3.94 3.80 3.66 3.51 3.43 3.35 3.27 3.18 3.09 3.00 
           

15 3.80 3.67 3.52 3.37 3.29 3.21 3.13 3.05 2.96 2.87 
16 3.69 3.55 3.41 3.26 3.18 3.10 3.02 2.93 2.84 2.75 
17 3.59 3.46 3.31 3.16 3.08 3.00 2.92 2.83 2.75 2.65 
18 3.51 3.37 3.23 3.08 3.00 2.92 2.84 2.75 2.66 2.57 
19 3.43 3.30 3.15 3.00 2.92 2.84 2.76 2.67 2.58 2.49 
           

20 3.37 3.23 3.09 2.94 2.86 2.78 2.69 2.61 2.52 2.42 
21 3.31 3.17 3.03 2.88 2.80 2.72 2.64 2.55 2.46 2.36 
22 3.26 3.12 2.98 2.83 2.75 2.67 2.58 2.50 2.40 2.31 
23 3.21 3.07 2.93 2.78 2.70 2.62 2.54 2.45 2.35 2.26 
24 3.17 3.03 2.89 2.74 2.66 2.58 2.49 2.40 2.31 2.21 
           

25 3.13 2.99 2.85 2.70 2.62 2.54 2.45 2.36 2.27 2.17 
26 3.09 2.96 2.81 2.66 2.58 2.50 2.42 2.33 2.23 2.13 
27 3.06 2.93 2.78 2.63 2.55 2.47 2.38 2.29 2.20 2.10 
28 3.03 2.90 2.75 2.60 2.52 2.44 2.35 2.26 2.17 2.06 
29 3.00 2.87 2.73 2.57 2.49 2.41 2.33 2.23 2.14 2.03 
           

30 2.98 2.84 2.70 2.55 2.47 2.39 2.30 2.21 2.11 2.01 
40 2.80 2.66 2.52 2.37 2.29 2.20 2.11 2.02 1.92 1.80 
60 2.63 2.50 2.35 2.20 2.12 2.03 1.94 1.84 1.73 1.60 
120 2.47 2.34 2.19 2.03 1.95 1.86 1.76 1.66 1.53 1.38 
∞ 2.32 2.18 2.04 1.88 1.79 1.70 1.59 1.47 1.32 1.00 
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ΠΙΝΑΚΑΣ  B4  (συνέχεια) 
Τιµές aννF ;, 21

 της F  κατανοµής για τις οποίες 

aFXPFXP aννaνν =≥=> )()( ;,;, 2121
           )( 05.0=a . 

Για τα  α - κάτω ποσοστιαία σηµεία aννF −1;, 21
ισχύει η σχέση aννaνν FF ;,;, 1221

11 =− . 

 

 
 

1ν  
 

2ν  

 
 

1 

 
 

2 

 
 

3 

 
 

4 

 
 

5 

 
 

6 

 
 

7 

 
 

8 

 
 

9 

1 161.4 199.5 215.7 224.6 230.2 234.0 236.8 238.9 240.5 
2 18.51 19.00 19.16 19.25 19.30 19.33 19.35 19.37 19.38 
3 10.13 9.55 9.28 9.12 9.01 8.94 8.89 8.85 8.81 
4 7.71 6.94 6.59 6.39 6.26 6.16 6.09 6.04 6.00 
          

5 6.61 5.79 5.41 5.19 5.05 4.95 4.88 4.82 4.77 
6 5.99 5.14 4.76 4.53 4.39 4.28 4.21 4.15 4.10 
7 5.59 4.74 4.35 4.12 3.97 3.87 3.79 3.73 3.68 
8 5.32 4.46 4.07 3.84 3.69 3.58 3.50 3.44 3.39 
9 5.12 4.26 3.86 3.63 3.48 3.37 3.29 3.23 3.18 
          

10 4.96 4.10 3.71 3.48 3.33 3.22 3.14 3.07 3.02 
11 4.84 3.98 3.59 3.36 3.20 3.09 3.01 2.95 2.90 
12 4.75 3.89 3.49 3.26 3.11 3.00 2.91 2.85 2.80 
13 4.67 3.81 3.41 3.18 3.03 2.92 2.83 2.77 2.71 
14 4.60 3.74 3.34 3.11 2.96 2.85 2.76 2.70 2.65 
          

15 4.54 3.68 3.29 3.06 2.90 2.79 2.71 2.64 2.59 
16 4.49 3.63 3.24 3.01 2.85 2.74 2.66 2.59 2.54 
17 4.45 3.59 3.20 2.96 2.81 2.70 2.61 2.55 2.49 
18 4.41 3.55 3.16 2.93 2.77 2.66 2.58 2.51 2.46 
19 4.38 3.52 3.13 2.90 2.74 2.63 2.54 2.48 2.42 
          

20 4.35 3.49 3.10 2.87 2.71 2.60 2.51 2.45 2.39 
21 4.32 3.47 3.07 2.84 2.68 2.57 2.49 2.42 2.37 
22 4.30 3.44 3.05 2.82 2.66 2.55 2.46 2.40 2.34 
23 4.28 3.42 3.03 2.80 2.64 2.53 2.44 2.37 2.32 
24 4.26 3.40 3.01 2.78 2.62 2.51 2.42 2.36 2.30 
          

25 4.24 3.39 2.99 2.76 2.60 2.49 2.40 2.34 2.28 
26 4.23 3.37 2.98 2.74 2.59 2.47 2.39 2.32 2.27 
27 4.21 3.35 2.96 2.73 2.57 2.46 2.37 2.31 2.25 
28 4.20 3.34 2.95 2.71 2.56 2.45 2.36 2.29 2.24 
29 4.18 3.33 2.93 2.70 2.55 2.43 2.35 2.28 2.22 
          

30 4.17 3.32 2.92 2.69 2.53 2.42 2.33 2.27 2.21 
40 4.08 3.23 2.84 2.61 2.45 2.34 2.25 2.18 2.12 
60 4.00 3.15 2.76 2.53 2.37 2.25 2.17 2.10 2.04 

120 3.92 3.07 2.68 2.45 2.29 2.17 2.09 2.02 1.96 
∞ 3.84 3.00 2.60 2.37 2.21 2.10 2.01 1.94 1.88 
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ΠΙΝΑΚΑΣ  B4  (συνέχεια) 
Τιµές aννF ;, 21

 της F  κατανοµής για τις οποίες 

aFXPFXP aννaνν =≥=> )()( ;,;, 2121
           )( 05.0=a . 

Για τα  α - κάτω ποσοστιαία σηµεία aννF −1;, 21
ισχύει η σχέση aννaνν FF ;,;, 1221

11 =− . 

 

 
 

1ν  
 

2ν  

 
 

10 

 
 

12 

 
 

15 

 
 

20 

 
 

24 

 
 

30 

 
 

40 

 
 

60 

 
 

120 

 
 
∞ 

1 241.9 243.9 245.9 248.0 249.1 250.1 251.1 252.2 253.3 254.3 
2 19.40 19.41 19.43 19.45 19.45 19.46 19.47 19.48 19.49 19.50 
3 8.79 8.74 8.70 8.66 8.64 8.62 8.59 8.57 8.55 8.53 
4 5.96 5.91 5.86 5.80 5.77 5.75 5.72 5.69 5.66 5.63 
           
5 4.74 4.68 4.62 4.56 4.53 4.50 4.46 4.43 4.40 4.36 
6 4.06 4.00 3.94 3.87 3.84 3.81 3.77 3.74 3.70 3.67 
7 3.64 3.57 3.51 3.44 3.41 3.38 3.34 3.30 3.27 3.23 
8 3.35 3.28 3.22 3.15 3.12 3.08 3.04 3.01 2.97 2.93 
9 3.14 3.07 3.01 2.94 2.90 2.86 2.83 2.79 2.75 2.71 
           

10 2.98 2.91 2.85 2.77 2.74 2.70 2.66 2.62 2.58 2.54 
11 2.85 2.79 2.72 2.65 2.61 2.57 2.53 2.49 2.45 2.40 
12 2.75 2.69 2.62 2.54 2.51 2.47 2.43 2.38 2.34 2.30 
13 2.67 2.60 2.53 2.46 2.42 2.38 2.34 2.30 2.25 2.21 
14 2.60 2.53 2.46 2.39 2.35 2.31 2.27 2.22 2.18 2.13 
           

15 2.54 2.48 2.40 2.33 2.29 2.25 2.20 2.16 2.11 2.07 
16 2.49 2.42 2.35 2.28 2.24 2.19 2.15 2.11 2.06 2.01 
17 2.45 2.38 2.31 2.23 2.19 2.15 2.10 2.06 2.01 1.96 
18 2.41 2.34 2.27 2.19 2.15 2.11 2.06 2.02 1.97 1.92 
19 2.38 2.31 2.23 2.16 2.11 2.07 2.03 1.98 1.93 1.88 
           

20 2.35 2.28 2.20 2.12 2.08 2.04 1.99 1.95 1.90 1.84 
21 2.32 2.25 2.18 2.10 2.05 2.01 1.96 1.92 1.87 1.81 
22 2.30 2.23 2.15 2.07 2.03 1.98 1.94 1.89 1.84 1.78 
23 2.27 2.20 2.13 2.05 2.01 1.96 1.91 1.86 1.81 1.76 
24 2.25 2.18 2.11 2.03 1.98 1.94 1.89 1.84 1.79 1.73 
           

25 2.24 2.16 2.09 2.01 1.96 1.92 1.87 1.82 1.77 1.71 
26 2.22 2.15 2.07 1.99 1.95 1.90 1.85 1.80 1.75 1.69 
27 2.20 2.13 2.06 1.97 1.93 1.88 1.84 1.79 1.73 1.67 
28 2.19 2.12 2.04 1.96 1.91 1.87 1.82 1.77 1.71 1.65 
29 2.18 2.10 2.03 1.94 1.90 1.85 1.81 1.75 1.70 1.64 
           

30 2.16 2.09 2.01 1.93 1.89 1.84 1.79 1.74 1.68 1.62 
40 2.08 2.00 1.92 1.84 1.79 1.74 1.69 1.64 1.58 1.51 
60 1.99 1.92 1.84 1.75 1.70 1.65 1.59 1.53 1.47 1.39 
120 1.91 1.83 1.75 1.66 1.61 1.55 1.50 1.43 1.35 1.25 
∞ 1.83 1.75 1.67 1.57 1.52 1.46 1.39 1.32 1.22 1.00 
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