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1 ÅéóáãùãéêÜ

Ç åíüôçôá ôçò Åêôßìçóçò óå Óçìåßï áðïôåëåßôáé áðü äýï ìÝñç:
(a) ìåèïäïé åýñåóçò åêôéìçôþí êáé
(b) áîéïëüãçóç ôùí åêôéìçôþí.

Ç ïõóßá åßíáé áðëÞ. ¼ôáí äéáèÝôïõìå åíá ô.ä. áðü ðëçèõóìï ìå ó.ð. f(x|è), ôüôå
ãíþóç ôïõ è = (è1; è2; :::; èê) (ðáñÜìåôñïò) ìáò äßíåé ãíþóç ôïõ ðëçèõóìïý.

[Ïñéóìüò]: ÏðïéáäÞðïôå ó.ó. Ô(×1; ×2; :::; ×í) åíüò ô.ä. ×1; ×2; :::; ×í ðïõ ÷ñçóéìïðïéåßôáé
ãéá ôçí åêôßìçóç ôïõ g(è) ïíïìÜæåôå óçìåéáêüò åêôéìçôÞò ôïõ g(è).

• Ï åêôéìçôÞò ùò ó.ó. åßíáé ô.ì. áëëÜ êáé ãíùóôüò áñéèìüò ðïõ óôçñßæåôå óôï ô.ä.
(ðáßñíåé óõãêåêñéìÝíç ôéìÞ óå óõãåêñéìÝíï äåßãìá).

• Ç ô.ì. Ô(×1; ×2; :::; ×í) êáëåßôáé åêôéìÞôñéá åíþ ç ôéìÞ ôçò óôï óõãêåêñéìÝíï
äåßãìá, Ô(x1; x2; :::; xí), êáëåßôáé åêôßìçóç.

Áí êáé õðÜñ÷ïõí öïñÝò ðïõ ïé åêôéìçôÝò åßíáé ðñïöáíåßò (üðùò ï äåéãìáôéêüò ìÝóïò
ãéá ôïí áíôßóôïé÷ï ôïõ ðëçèõóìïý), ðïëëÝò öïñÝò äåí åßíáé.
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1.1 ÌÝèïäïò ôùí ñïðþí

• Ðáëáéüôåñç ìåèïäïò êáé áðëïýóôåñç üëùí.

• Ó÷åäüí ðÜíôá äßíåé åêôéìçôÞ.

• ÐïëëÝò öïñÝò äåí äßíåé "ðïéïôéêïýò" åêôéìçôÝò.

[ÐåñéãñáöÞ]: ¸óôù×1; ×2; :::; ×í ô.ä. áðü ðëçèõóìü ìå f(x|è) üðïõ è = (è1; è2; :::; èê).
Ïé åêôéìçôÝò âñßóêïíôáé åîéóþíïíôáò ôéò ðñþôåò ê-ñïðÝò ôïõ ðëçèõóìïý ìå ôéò áíôßóôïé÷åò
ê-ñïðÝò ôïõ äåßãìáôïò êáé ëýíïíôáò ôï óýóôçìá ôùí ê-åîéóþóåùí ìå ê-áãíþóôïõò.
Ðéï óõãêåêñéìÝíá:

ÑïðÝò Ðëçèõóìïý ÑïðÝò Äåßãìáôïò

ì1 = Å(×) m1 =
1

í

í∑
i=1

×i

ì2 = Å(×2) m2 =
1

í

í∑
i=1

×2
i

...
...

ìê = Å(×ê) mê =
1

í

í∑
i=1

×ê
i :

Ïé ñïðÝò ôïõ ðëçèõóìïý èá åßíáé óõíÜñôçóç ôùí è1; è2; :::; èê, ïðüôå ïé åêôéìÞôñéåò
ðñïêýðôïõí áðü ôçí ëýóç ôïõ óõóôÞìáôïò

ì1(è1; è2; :::; èê) = m1

ì2(è1; è2; :::; èê) = m2

... =
...

ìê(è1; è2; :::; èê) = mê:
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[ÐáñÜäåéãìá 1]: ¸óôù ×1; ×2; :::; ×í ô.ä. áðü ðëçèõóìü ìå êáôáíïìÞ Bernoulli(p):
Íá âñåèåß åêôéìÞôñéá ôïõ p ìå ôç ìÝèïäï ôùí ñïðþí.

[Ëýóç]: X ∼ Bernoulli(p):

f(x; p) = px(1− p)1−x; x = 0; 1; 0 < p < 1:

¸÷ïõìå ìéá Üãíùóôç ðáñÜìåôñï êáé óõíåðþò èá åîéóþóïõìå ôïí ìÝóï ôïõ ðëçèõóìïý
ì = Å(X) ìå ôï äåéãìáôéêü ìÝóï. Óõíåðþò:

ì = Å(×) = p = x̄⇒ p̂ = x̄:

[ÐáñÜäåéãìá 2]: ¸óôù ×1; ×2; :::; ×í ô.ä. áðü ðëçèõóìü ìå êáôáíïìÞ Poisson(ë): Íá
âñåèåß åêôéìÞôñéá ôïõ ë ìå ôç ìÝèïäï ôùí ñïðþí.

[Ëýóç]:X ∼ Poisson(ë):

f(x; ë) = e−ë
ëx

x!
; x = 0; 1; :::; ë > 0:

Ìßá ç Üãíùóôç ðáñÜìåôñïò, ïðüôå

ì = Å(×) = ë = x̄⇒ ë̂ = x̄:

[ÐáñáôÞñçóç]:

¢í Ý÷ù íá åêôéìÞóù 2 Üãíùóôåò ðáñáìÝôñïõò, óõ÷íÜ åîéóþíù ôï Å(x) ìå ôï x̄ êáé
ãéá äåýôåñç åîßóùóç Å[(x− ì)2] = V (x) = 1

í

∑
(xi − x̄)2 (äçë. äåýôåñç ñïðÞ ðåñß ôï

ìÝóï). Äçë. ìðïñþ íá Ý÷ù

E(X) = x̄ åßôå E(X) = x̄

V (X) =
1

í

∑
(xi − x̄)2 E(X2) =

1

í

∑
x2
i :

Ãåíéêüôåñá ìðïñþ íá ðÜñù ñïðÝò ðåñß ôï ìÝóï:

ìk = E[(x− ì)k] ìå ôéò Mk =
1

í

∑
(xi − x̄)k:
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[ÐáñÜäåéãìá 3]: ¸óôù ×1; ×2; :::; ×í ô.ä. áðü ðëçèõóìü ìå êáôáíïìÞ Í(è; ó2). Ðïéïß

ïé åêôßìçôÝò ôùí è êáé ó2.

[Ëýóç]: ÂÜóç óõìâïëéóìïý Ý÷ïõìå è1 = è êáé è2 = ó2. Áêüìá Ý÷ïõìå:

ì1 = Å(×) = è & m1 = ×̄ =
1

í

í∑
i=1

×i

ì2 = Å(×2) = V ar(X) + [E(X)]2 & m2 =
1

í

í∑
i=1

×2
i :

Ïðüôå:

ì1 = m1

ì2 = m2

}
⇒

è = ×̄

ó2 + è2 = 1
í

í∑
i=1

×2
i

⇒
è̂ = ×̄

ó̂2 = 1
í

í∑
i=1

×2
i − ×̄2

⇒ è̂ = ×̄

ó̂2 = 1
í

í∑
i=1

(×i − ×̄)2

 :

[ÐáñÜäåéãìá 4]: ¸óôù x1; x2; :::; xí ô.ä. áðü ðëçèõóìü ìå êáôáíïìÞ Bin(k; p). Ìå

ôçí ìåèïäï ôùí ñïðþí íá âñåèåß ï åêôéìçôÞò (á) ôïõ p (k-ãíùóôü) êáé (â) ôùí p êáé
k.

[Ëýóç]:

(i) ¸÷ïõìå:
ì1 = Å(×) = kp
m1 = x̄

}
⇒ kp = x̄⇒ p̂ =

x̄

k

(ii) ÅðéðëÝïí:

ì2 = Å(×2) = V ar(X) + [E(X)]2 = kp(1− p) + k2p2

m2 = 1
í

∑í
i=1 x

2
i

}
:

Åîéóüíïíôáò ì2 = m2 ìáæß ìå ôçí åîßóùóç ôïõ (i) êáôáëÞãïõìå óôï óýóôçìá:

kp = x̄

kp(1− p) + k2p2 = 1
í

í∑
i=1

x2
i

⇒
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p̂ = x̄
k

x̄(1− x̄
k
) + X̄2 = 1

í

í∑
i=1

x2
i

⇒
p̂ = x̄

k

x̄(1− x̄
k
) = 1

í

í∑
i=1

(xi − x̄)2

⇒
p̂ = x̄

k

k̂ = x̄2=

[
x̄− 1

í

í∑
i=1

(xi − x̄)2

]  :

Áëëéþò ç äåýôåñç åîßóùóç óôï ðéï ðÜíù óýóôçìá ìðïñåß íá áíôéêáôáóôáèåß ìå:

E[(x− ì)2] = kp(1− p) =
1

í

∑
(xi − x̄)2 = M2:

Äéáéñþ ôéò äýï åîéóþóåéò êáé ðáßñíù

kp(1− p)

kp
=
M2

x̄
⇒ p̂ = 1− M2

x̄
;

êáé áðü ôç ðñþôç åîßóùóç ðáßñíïõìå

k̂ =
x̄

p̂
=

x̄

1− M2

x̄

=
x̄2

x̄−M2

:

[ÐáñáôçñÞóåéò]:

• Ôï k ðñÝðåé íá åßíáé áêÝñáéïò. ¼ôáí åßíáé Üãíùóôï êáé ôï åêôéìþ, ðáßñíù óáí
åêôéìÞôñéá ôïí ðëçóéÝóôåñï áêÝñáéï.

• Ïé ðáñáðÜíù åêôéìçôÝò ìÜëëïí äåí åßíáé ïé êáëýôåñïé. ÂëÝðïõìå üôé ôï k êáé
p ìðïñoýí èåùñçôéêÜ íá ëÜâïõí êáé áñíçôéêÝò ôéìÝò, áí ç ìåôáâëçôüôçôá ôïõ
äåßãìáôïò åßíáé ìåãáëýôåñç ôçò äåéãìáôéêÞò ìÝóçò ôéìÞò (Ì2 > x̄). ¢í éó÷ýåé
áýôü ôüôå ìÜëëïí ôï ìïíôÝëï ìáò äåí åßíáé ôï êáôÜëëçëï ãéá íá ðåñéãñÜøåé ôá
äåäïìÝíá

{ ¢í Ì2 ' x̄, ôüôå Poisson (üðïõ Å(×) = V (X))

{ ¢í Ì2 > x̄, ôüôå ÁñíçôéêÞ ÄéùíõìéêÞ (üðïõ V (X) > E(X)).
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ÌÝèïäïò Ìåãßóôçò ÐéèáíïöÜíåéáò

[Ï]: ¸óôù ×1; ×2; :::; ×í ô.ä. áðü ðëçèõóìü ìå ó.ð.ð. f(x; è) (Þ ó.ð. p(x; è)). Ôüôå ç
óõíÜñôçóç

L(è|x) =
í∏
i=1

f(xi; è);

èåùñåßôáé óõíÜñôçóç ôçò ðáñáìÝôñïõ è êáé ïíïìÜæåôå óõíÜñôçóç ðéèáíïöÜíåéáò.

[Ï]: ¸óôù L(è|x) ç óõíÜñôçóç ðéèáíïöÜíåéáò åíüò ô.ä. ×1; ×2; :::; ×í. Ï åêôéìçôÞò
ôïõ è = (è1; è2; :::; èê) ëÝãåôå åêôéìçôÞò ìåãßóôçò ðéèáíïöÜíåéáò (ÅÌÐ) ôïõ è Üí

L(è̂|x) = max
è∈Θ

L(è|x):

Óõ÷íÜ óõìâïëßæïõìå ôç L(è|x) ìå L(è).

[ÐáñáôçñÞóåéò]

• ÓõíÞèùò ãéá ëüãïõò åõêïëßáò áíôß íá ìåãéóôéðïéïýìå ôçí L(è|x) ìåãéóôéðïéïýìå
ôçí lnL(è|x) ðïõ ëáìâÜíåé ìÝãéóôï óôï ßäéï óçìåßï.

• ¼ôáí ìåãéóôïðïéïýìå ôçí L(è|x) ìðïñåß íá Ý÷ïõìå ôéò åîÞò ðåñéðôþóåéò

{ Äåí õðÜñ÷åé ðåðÝñáóìÝíï ìÝãéóôï

{ ÕðÜñ÷åé ìüíïí Ýíá

{ ¾ðÜñ÷ïõí ðåñéóóüôåñá áðü Ýíá ìÝãéóôá.
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Ôñüðïò Åñãáóßáò ãéá ôçí Åýñåóç Å.Ì.Ð.

• ÅÜí ×1; ×2; :::; ×í ô.ä. áðü f(x; è), ôüôå ãñÜöïõìå ôç óõíÜñôçóç ðéèáíïöÜíåéáò

L(è) = f(x1; x2; :::; xí; è) = f(x; è) =
í∏
i=1

f(xi; è)

• Ìåãéóôïðïßçóç ôçò l(è) = logL(è) ùò ðñïò è, üðïõ è̂ ç ôéìÞ ãéá ôçí ïðïßá

@

@è
l(è) = 0:

• Ç @
@è
l(è) = 0 äßíåé áêñüôáôï! Ãéá íá åßíáé ìÝãéóôï èá ðñÝðåé

@2

@è2
l(è)
∣∣∣
è=è̂

< 0:

ÐáñáôÞñçóç: Ãéá ôéò ãíùóôÝò êáôáíïìÝò áõôü éó÷ýåé!
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[Ðáñáäåßãìáôá]

[ÐáñÜäåéãìá 1]: ¸óôù × ï áñéèìüò ôùí åðéôõ÷éþí åíüò äéùíõìéêïý ðåéñÜìáôïò ìå
ðéèáíüôçôá åðéôõ÷ßáò p. Ðïéüò ï ÅÌÐ ôïõ p;

[Ëýóç 1]: Ï ÅÌÐ èá åßíáé ç ôéìÞ ôïõ p ðïõ ìåãéóôïðïéåß ôçí L(p|x) Þ lnL(p|x).
¸÷ïõìå:

L(p|x) =

(
n

x

)
px(1− p)n−x;

êáé óõíåðþò

lnL(p|x) = ln

(
n

x

)
+ x ln p + (n− x) ln(1− p)

êáé
@ lnL(p|x)

@p
=
x

p
− n− x

1− p
:

Áðü ôçí ëýóç ôçò åîßóùóçò

@ lnL(p|x)

@p
|p=p̂ = 0

ùò ðñïò p Ýðåôáé üôé

p̂ =
x

n
:

ÅëÝã÷ïíôÜò ôçí äåýôåñç ðáñÜãùãï âëÝðïõìå üôé

@2 lnL(p|x)

@p2

∣∣∣∣
p=p̂

= − x

p̂2
− n− x

(1− p̂)2
< 0;

êáé óõíåðþò ôï p̂ = x
n
åßíáé ìÝãéóôï.
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[ÐáñÜäåéãìá 2]: ¸óôù ×1; ×2; :::; ×í ô.ä. áðü ðëçèõóìü ìå êáôáíïìÞ ôçí Exp(1=è).
Ðïéüò ï ÅÌÐ ôïõ è;

[Ëýóç 2]: ¸÷ïõìå:

L(è|x) =
í∏
i=1

f(xi; è) =
1

èí
exp{−1

è

í∑
i=1

xi};

ïðüôå ëáìâÜíïõìå:

lnL(è|x) = −í ln è − 1

è

í∑
i=1

xi:

ÅðïìÝíùò:

@ lnL(è|x)

@è
= −í

è
+

1

è2

í∑
i=1

xi;

êáé áðü ôçí ó÷Ýóç @ lnL(è|x)
@è

∣∣∣
è=è̂

= 0 ðáßñíïõìå

è̂ =

∑í
i=1 xi
í

= ×̄ :

ÅëÝã÷ïíôáò ôçí äåýôåñç ðáñÜãùãï âëÝðïõìå üôé üíôùò Ý÷ïõìå ìÝãéóôï:

@2 lnL(è|x)

@è2

∣∣∣∣
è=è̂

=
í

è̂2
− 2

1

è̂3

í∑
i=1

xi = − í3

(
∑í

i=1 xi)
2
< 0:
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[ÐáñÜäåéãìá 3]: ¸óôù ×1; ×2; :::; ×í ô.ä. áðü ðëçèõóìü ìå êáôáíïìÞ ôçí Poisson(è).
ÐïéÜ ç ÅÌÐ ôïõ è;

[Ëýóç 3]: ¸÷ïõìå:

L(è|x) =
í∏
i=1

e−è
èxi

xi!
=
e−íèè

∑í
i=1 xi∏í

i=1 xi!

êáé ëáìâÜíïõìå:

lnL(è|x) = −íè +
í∑
i=1

xi ln è − ln
í∏
i=1

xi!:

ÅðïìÝíùò:
@ lnL(è|x)

@è
|è=è̂ = −í +

∑í
i=1 xi

è̂
= 0

êáé óõíåðþò

è̂ =

∑í
i=1 xi
í

= ×̄ :

ÅëÝã÷ïíôáò ôçí äåýôåñç ðáñÜãùãï âëÝðïõìå üôé üíôùò Ý÷ïõìå ìÝãéóôï:

@2 lnL(è|x)

@è2

∣∣∣∣
è=è̂

= − í2∑í
i=1 xi

< 0:

ÐáñáôÞñçóç: Ãéá ôçí åýñåóç ÅÌÐ äåí ÷ñçóéìïðïéïýìå ðÜíôá ôç ìÝèïäï ðáñáãþãéóçò!
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[ÐáñÜäåéãìá 4]: Ïé êáñáìÝëåò smarties âãáßíïõí óå ù éóïðßèáíá ÷ñþìáôá. ¸óôù üôé
äåí ãíùñßæïõìå ôï ù. Ðáßñíïõìå Ýíá äåßãìá áðü 3 êáñáìÝëåò êáé áõôÝò åßíáé ìå ôç
óåéñÜ êüêêéíç-ðñÜóéíç-êüêêéíç.

Ç ðéèáíïöÜíåéá ãéá áõôÜ ôá äåäïìÝíá åßíáé

x: ôï ÷ñþìá ôçò äåýôåñçò êáñáìÝëáò äéáöåñåé áðü áõôü ôçò ðñþôçò åíþ ôï ÷ñþìá ôçò
ôñßôçò åßíáé ôï ßäéï ìå ôçò ðñþôçò.

¢ñá

L(ù) = P (x|ù)

= P (2ç äéáöÝñåé áðü 1ç)P (3ç ôáéñéÜæåé ìå ôç 1ç)

=

(
ù − 1

ù

)
1

ù

=
ù − 1

ù2
;

ç ïðïßá ðáéñíåé ôéìÝò 1/4, 2/9, 3/16 ãéá ù=2,3,4 êáé óõíå÷ßæåé íá ìåéþíåôáé ãéá ù > 4.
Óõíåðþò, ç åêôéìÞôñéá ìåãßóôçò ðéèáíïöÜíåéáò åßíáé ù̂ = 2.

¢í ìéÜ ôÝôáñôç êáñáìÝëá åß÷å ÷ñþìá ìðëå, ôüôå

L(ù) =

(
ù − 1

ù

)
1

ù

ù − 2

ù

=
(ù − 1)(ù − 2)

ù3
;

ç ïðïßá ðáéñíåé ôéìÝò 2/27, 3/32, 12/125, 5/54 ãéá ù=3,4,5,6 êáé óõíå÷ßæåé íá ìåéþíåôáé
ãéá ù > 6. Óõíåðþò, ç åêôéìÞôñéá ìåãßóôçò ðéèáíïöÜíåéáò åßíáé ù̂ = 5.
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[ÐáñÜäåéãìá 5]: ¸óôù ô.ä X1; X2; :::; Xn ∼ Geometric(p), üðïõ p ðñüò åêôßìçóç.
Ôüôå

l(p) = log f(x1; x2; :::; xn|p)

= log
n∏
i=1

p(1− p)xi−1

=

(
n∑
i=1

xi − n

)
log(1− p) + n log p

ç ïðïßá ðáßñíåé ìÝãéóôç ôéìÞ üôáí

−
∑

i xi − n

1− p̂
+
n

p̂
= 0⇒ p̂ =

1

X̄
:

¼ìùò ç ÅÌÐ åßíáé biased. ¸óôù n=1, ôüôå

Å[p̂] = E[1=X1] =
∞∑
i=1

1

x
p(1− p)x−1 =

p

1− p
log p > p:

Ðñïóï÷Þ: Å[1=×1] 6= 1
E[X1]

.
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Óçìåßùóç: ÅÜí ç óõíÜñôçóç ðéèáíïöÜíåéáò Ý÷åé s ðáñáìÝôñïõò, Ýôóé þóôå è =

(è1; è2; :::; èí), ôüôå ç ÅÌÐ ôïõ è åßíáé ôï äéÜíõóìá ôùí ô.ì. (è̂1; è̂2; :::; è̂í) ãéá ôï
ïðïßï ìåãéóôïðïéåßôáé ç

L(è1; è2; :::; ès) = f(x1; x2; :::; xí; è1; è2; :::; ès):

ÊÜôù áðü ìåñéêÝò óõíèÞêåò ïìáëüôçôáò, ôï óçìåßï ðïõ ìåãéóôïðïéåßôáé ç ðéèáíïöÜíåéá
âñßóêåôáé áðü ôçí ëýóç

@

@è1

l(è) = 0

... =
...

@

@èí
l(è) = 0:

Ãéá íá Ý÷ïõìå ìÝãéóôï, èá ðñÝðåé:

@2

@è2
i

l(è) < 0; i = 1; :::; s:
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[ÐáñÜäåéãìá]: ¸óôù ×1; ×2; :::; ×í ô.ä. áðü ðëçèõóìü ìå êáôáíïìÞ ôçí Í(ì; ó2).

ÐïéÝò ïé ÅÌÐ ôùí ì êáé ó2;

[Ëýóç]: ¸÷ïõìå:

L(è|x) =
í∏
i=1

f(xi; è) =
í∏
i=1

1√
2ðó2

exp{−(xi − ì)2

2ó2
}

Þ

L(è|x) =
1

(2ðó2)í=2
exp{− 1

2ó2

í∑
i=1

(xi − ì)2};

êáé ëáìâÜíïõìå:

lnL(è|x) = −í
2

ln 2ð − í

2
lnó2 − 1

2ó2

í∑
i=1

(xi − ì)2:

ÅðïìÝíùò:

@ lnL(è|x)

@ì
|è=è̂ =

1

ó̂2

í∑
i=1

(xi − ì̂) = 0

êáé
@ lnL(è|x)

@ó2
|è=è̂ = − í

2ó̂2
+

1

2ó̂4

í∑
i=1

(xi − ì̂)2 = 0:

Óõíåðþò Ý÷ïõìå äýï åîéóþóåéò ìå äýï áãíþóôïõò, êáé ìåôÜ áðü ëßãåò ðñÜîåéò ðáßñíïõìå:{
ì̂ = ×̄
ó̂2 = 1

í

∑í
i=1(xi − ×̄)2

Åäþ ãéá íá Ý÷ïõìå ìÝãéóôï ÷ñåéáæüìáóôå íá Ý÷ïõìå Â2 −ÁÃ < 0 êáé Á < 0(Ã <

0), ìå Á = @2 lnL(è|x)
@ì2 , Â = @2 lnL(è|x)

@ì@ó2 êáé Ã = @ lnL(è|x)
@ó2 , êáôé ðïõ éó÷ýåé.
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ÅêôéìçôÝò Bayes
Èåþñçìá ôïõ Bayes ãéá åíäå÷üìåíá:

P (A|B) =
P (AB)

P (B)
=
P (B|A)P (A)

P (B)
:

• Óôçí êëáóéêÞ óôáôéóôéêÞ, ç ðáñÜìåôñïò è èåùñåßôáé Üãíùóôç áëëÜ óôáèåñÞ
ðïóüôçôá ðïõ ðñÝðåé íá åêôéìçèåß.

• Óôç ÌðåûæéáíÞ óôáôéóôéêÞ ç ðáñÜìåôñïò è èåùñåßôáé ìéá ô.ì. ðïõ áêïëïõèåß
óõãêåêñéìÝíç êáôáíïìÞ.

• Ç êáôáíïìÞ áõôÞ óõìâïëßæåé ôçí áñ÷éêÞ ìáò èåþñçóç ãéá ôçí óõãêåêñéìÝíç
ðáñÜìåôñï êáé ïíïìÜæåôå åê ôùí ðñïôÝñùí êáôáíïìÞ Þ a-priori distribution.

• Ç åê ôùí ðñïôÝñùí êáôáíïìÞ åßíáé ìéá õðïêåéìåíéêÞ êáôáíïìÞ (Üðïøç åéäéêïý)
ç ïðïßá êáé èá áíáðñïóáñìïóôåß ìå âÜóç ôçí ðëçñïöïñßá ðïõ èá ðÜñïõìå áðü ôï
äåßãìá.

• Ç áíáðñïóáñìïóìÝíç åê ôùí ðñïôÝñùí êáôáíïìÞ êáôáíïìÞ ïíïìÜæåôå åê ôùí
õóôÝñùí êáôáíïìÞ Þ a-posteriori distribution.

• Ç áíáðñïóáñìïãÞ ãßíåôå ìå âÜóç ôïí êáíüíá ôïõ Bayes.

¸óôù ð(è) ç åê ôùí ðñïôÝñùí êáôáíïìÞ ôçò ðáñáìÝôñïõ êáé f(x|è) ç äåéãìáôéêÞ
êáôáíïìÞ. Ôüôå ç åê ôùí õóôÝñùí êáôáíïìÞ äßíåôå áðü:

ð(è|x) =
f(x|è)ð(è)

g(x)
;

üðïõ g(x) åßíáé ç ðåñéèþñéá óõíÜñôçóç ôùí ×, äçëáäÞ

g(x) =

∫
f(x; è)dè =

∫
f(x|è)ð(è)dè:

[Óçìåéþóåéò]:

• Ç åê ôùí õóôÝñùí êáôáíïìÞ ôçò ðáñáìÝôñïõ è åßíáé ìéá äåóìåõìÝíç êáôáíïìÞ.

• Ç óõíÜñôçóç f(x|è) åßíáé ç ãíùóôÞ ìáò óõíÜñôçóç ðéèáíïöÜíåéáò.

• Ãéá óçìåéáêü åêôéìçôÞ ôçò è ìðïñïýìå íá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå ÷áñáêôçñéóôéêÜ ôçò
åê ôùí õóôÝñùí êáôáíïìÞò, üðùò ï ìÝóïò Þ ï äéÜìåóïò.
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[Ï]: ¸óôù = ç ôÜîç üëùí ôùí ó.ð. Þ ó.ð.ð. f(x|è). Ìßá ôÜîç Ð åê ôùí ðñïôÝñùí
êáôáíïìþí ïíïìÜæåôå óõæõãÞò ïéêïãÝíåéá ôçò = (conjugate family), áí ç åê ôùí
õóôÝñùí êáôáíïìÞ ôïõ è áíÞêåé óôçí ôÜîç Ð ãéá êÜèå f ∈ =, ãéá üëåò ôéò åê ôùí
ðñïôÝñùí êáôáíïìÝò ôïõ Ð êáé ãéá üëá ôá x ∈ X.

[Ð.×. - Èåþñçìá]: ¸óôù ×̄ åßíáé ï ìÝóïò åíüò ô.ä. ìåãÝèïõò í áðü êáíïíéêü ðëçèõóìü

ìå ãíùóôÞ äéáóðïñÜ ó2 êáé ìå åê ôùí ðñïôÝñùí êáôáíïìÞ ãéá ôïí ìÝóï Ì ôçí
êáíïíéêÞ êáôáíïìÞ ìå ìÝóï ì0 êáé äéáóðïñÜ ó2

0. Ôüôå, ç åê ôùí õóôÝñùí êáôáíïìÞ
ôïõ Ì äåäïìÝíïõ ôïõ ×̄ = x̄ åßíáé êáíïíéêÞ ìå ìÝóï ì1 êáé äéáóðïñÜ ó

2
1, üðïõ

ì1 =
íx̄ó2

0 + ì0ó
2

íó2
0 + ó2

êáé
1

ó2
1

=
í

ó2
+

1

ó2
0

:

[Áðüäåéîç]:
Ãéá ôïí ìÝóï Ì = ì Ý÷ïõìå

f(x̄|ì) =

√
í

ó
√

2ð
exp

{
−1

2

(
x̄− ì

ó=
√
í

)2
}
; −∞ < x̄ <∞;

êáé

h(ì) =
1

ó0

√
2ð

exp

{
−1

2

(
ì − ì0

ó0

)2
}
; −∞ < ì <∞:

Ïðüôå Ý÷ïõìå

ö(ì|x̄) =
f(x̄|ì)h(ì)

g(x̄)

=

√
í

2ðóó0g(x̄)
exp

{
−1

2

(
x̄− ì

ó=
√
í

)2

− 1

2

(
ì − ì0

ó0

)2
}
:

Ôþñá óõãêåíôñþíïõìå ôéò äõíÜìåéò óôçí åêèåôéêÞ óõíÜñôçóç êáé ðáßñíïõìå

−1

2

(
í

ó2
+

1

ó2
0

)
ì2 +

(
íx̄

ó2
+
ì0

ó2
0

)
ì − 1

2

(
íx̄2

ó2
+
ì2

0

ó2
0

)
êáé Üí èÝóïõìå

1

ó2
1

=
í

ó2
+

1

ó2
0

êáé ì1 =
íx̄ó2

0 + ì0ó
2

íó2
0 + ó2

âãÜëïõìå ôï − 1
2ó2

1
êïéíü ðáñÜãïíôá êáé êÜíïõìå ôéò ðñÜîåéò ðáßñíïõìå ôïí åêèÝôç ôçò

åêèåôéêÞò óõíÜñôçóçò

− 1

2ó2
1

(ì − ì1)2 + R;
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üðïõ R äåí ðåñéëáìâÜíåé ôï ì. Óõíåðþò ç åê ôùí õóôÝñùí êáôáíïìÞ ãßíåôå

ö(ì|x̄) =

√
íeR

2ðóó0g(x̄)
e
− 1

2ó21
(ì−ì1)2

ç ïðïßá åßíáé ìéá êáíïíéêÞ êáôáíïìÞ ìå ìÝóï ì1 êáé äéáóðïñÜ ó
2
1, êáé ìðïñåß íá ãñáöåß

ö(ì|x̄) =
1

ó1

√
2ð
e
− 1

2
(
ì−ì1
ó1

)2
:

Åßíáé öáíåñü üôé ç g(x̄) äåí ïñßóôçêå êáé áðïññïöÞèçêå óôïí óôáèåñï üñï óôï ôÝëïò.
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ÌÝèïäïé Áîéïëüãçóçò Åêôéìçôþí

• ÕðÜñ÷åé ç äõíáôüôçôá íá Ý÷ïõìå ðåñéóóüôåñïõò áðü Ýíáí åêôéìçôÝò, êáíïíôáò
÷ñÞóç äéáöüñùí ôå÷íéêþí.

• Óõíåðþò õðÜñ÷åé ç áíÜãêç íá åîåôÜæïõìå ôïõò åêôéìçôÝò êáé íá åðéëÝãïõìå ôïí
êáëýôåñï ìå âÜóç êÜðïéá êñéôÞñéá.

[Áìåñüëçðôç åêôßìçóç]: Ï åêôéìçôÞò Ô(×) ôçò óõíÜñôçóçò g(è) ëÝãåôáé áìåñüëçðôïò
Üí éó÷ýåé

Å[Ô(×)] = g(è); ∀è ∈ È:

• Ïé åêôéìçôÝò, ãåíéêÜ, èá óõìâïëßæïíôáé ìå è̂.

[ÐáñÜäåéãìá] ¸÷ïõìå Þäç äåßîåé üôé áí×1; ×2; :::; ×í ô.ä. áðü ðëçèõóìü ðïõ áêïëïõèåß
B(1; p), ôüôå ç óôáôéóôéêÞ óõíÜñôçóç

p̂ =

∑í
i=1 xi
í

åßíáé åêôéìçôÞò ôçò ðáñáìÝôñïõ p. Åðßóçò Ý÷ïõìå

Å

[∑í
i=1 xi
í

]
=
E[
∑í

i=1 xi]

í
=

1

í
íÅ[xi] = p;

ïðüôå åßíáé êáé áìåñüëçðôç åêôéìÞôñéá ôçò ðáñáìÝôñïõ p.

[ÐáñÜäåéãìá] Ï äåéãìáôéêüò ìÝóïò ×̄ åßíáé ðÜíôá (ãéá êÜèå êáôáíïìÞ) áìåñüëçðôïò
åêôéìçôÞò ôïõ ðëçèõóìéáêïý ìÝóïõ. ¸÷ïõìå äåßîåé üôé

Å(×̄) = ì:

19



ÅëÜ÷éóôç ÄéáóðïñÜ

• Ùò óöÜëìá åíüò åêôéìçôÞ Ô ôçò g(è) ìðïñåß íá èåùñçèåß ç ðïóüôçôá |Ô − g(è)|
(áðüëõôï óöÜëìá).

• Áíô' áõôÞò, ôï ôåôñÜãùíï [Ô − g(è)]2 ïíïìÜæåôáé ôåôñáãùíéêü óöÜëìá.

• Ôï Å[Ô− g(è)]2 ëÝãåôáé ìÝóï ôåôñáãùíéêü óöÜëìá (ÌÔÓ) ôïõ åêôéìçôÞ (Mean
Squared Error - MSE).

[Óçìåßùóç]: Ç åëá÷éóôïðïßçóç ôïõ ìÝóïõ ôåôñáãùíéêïý óöÜëìáôïò äåí ðñïóöÝñåôáé
ùò êñéôÞñéï åêôßìçóçò, ìéáò êáé áõôÞ ç ðïóüôçôá åëá÷éóôïðïéåßôáé üôáí è = è0, äçëáäÞ
óôçí áëçèéíÞ ôéìÞ ôçò è, ç ïðïßá êáé åßíáé Üãíùóôç.

Ôï ìÝóï ôåôñáãùíéêü óöÜëìá ãñÜöåôáé

Å[Ô − g(è)]2 = Å[Ô − Å(Ô) + Å(Ô)− g(è)]2

= Å{[Ô − Å(Ô)]− [g(è)− Å(Ô)]}2

= Å[Ô − Å(Ô)]2 + Å[g(è)− Å(Ô)]2

−2Å{[Ô − Å(Ô)][g(è)− Å(Ô)]}
= V ar(T ) + [g(è)− Å(Ô)]2

= V ar(T ) + b2(T );

üðïõ ç ðïóüôçôá
b(T ) = g(è)− Å(Ô)

ïíïìÜæåôáé ìåñïëçøßá. Óõíåðþò, áí Ý÷ïõìå áìåñüëçðôïõò åêôéìçôÝò (b(T ) = 0), ôüôå
ôï ÌÔÓ éóïýôáé ìå ôçí äéáóðïñÜ.

[Óçìåßùóç]: ¢í èÝóïõìå ëïéðüí óå áìåñüëçðôïõò åêôéìçôÝò ôçí óõíèÞêç ç äéáóðïñÜ
íá åßíáé üóï ôï äõíáôü ìéêñüôåñç, ôüôå âÜóç ôùí ðéï ðÜíù ôï ÌÔÓ èá ãßíåé ìéêñü
áöïý

Å[Ô − g(è)]2 = V ar(T ):
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[Ïñéóìüò]: ¸íáò åêôéìçôÞò Ô(×1; ×2; :::; ×í) ôçò g(è) ïíïìÜæåôáé áìåñüëçðôïò åêôéìçôÞò
åëá÷ßóôçò äéáóðïñÜò (á.å.å.ä.) åÜí åßíáé áìåñüëçðôïò êáé Ý÷åé åëÜ÷éóôç äéáóðïñÜ
ìåôáîý üëùí ôùí áìåñüëçðôùí åêôéìçôþí ãéá êÜèå è ∈ È. Óõíåðþò, Üí Ô1 Ýíáò
Üëëïò åêôéìçôÞò ôçò ßäéáò ðïóüôçôáò, ôüôå

V ar(T ) ≤ V ar(T1); ∀è ∈ È:

[ÐáñÜäåéãìá]: ¸óôù ×1; ×2; :::; ×í ô.ä. áðü ðëçèõóìü ìå êáôáíïìÞ ìå Å(×i) = ì êáé

V ar(Xi) = ó2. Áðü ôçí êëÜóç ôùí ãñáììéêþí óõíäõáóìþí ôçò ìïñöÞò Ô =
∑

áiXi,
áìåñüëçðôùí åêôéìçôþí ôçò ì, íá äåé÷èåß üôé ï ×̄ Ý÷åé ôçí åëÜ÷éóôç äéáóðïñÜ.
[Ëýóç]: Ï åêôéìçôÞò Ô åßíáé áìåñüëçðôïò, óõíåðþò

Å(Ô) =
∑

áiÅ(Xi) = ì;

ïðüôå ðáßñíïõìå üôé ∑
ái = 1:

Åðßóçò

V ar(T ) =
∑

á2
i V ar(Xi) = ó2

∑
á2
i :

ÅðïìÝíùò, ìáò åíäéáöÝñåé íá åëá÷éóôïðïéÞóïõìå ôçí äéáóðïñÜ. Ç åëá÷éóôïðïßçóç
ãßíåôå ìå ðïëëáðëáóéáóôÞ Lagrange, êáé

Ö(á1; á2; :::; áí; ë) = ó2
∑

á2
i + ë(

∑
ái − 1):

Ðáßñíïõìå

@Ö

@á1

= 2á1ó
2 + ë = 0

@Ö

@á2

= 2á2ó
2 + ë = 0

... =
...

@Ö

@áí
= 2áíó

2 + ë = 0

@Ö

@ë
=

∑
ái = 1:
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Áðü ôá ðáñáðÜíù ëáìâÜíïõìå üôé á1 = á2 = ::: = áí êáé áðü ôçí
∑

ái = 1 ðáßñíïõìå
üôé á1 = á2 = ::: = áí = 1

í
. Óõíåðþò ç åêôéìÞôñéá

Ô =
1

í

∑
Xi = ×̄

Ý÷åé ôçí åëÜ÷éóôç äéáóðïñÜ.

[ÐáñÜäåéãìá]: ¸óôù ×1; ×2; :::; ×í ô.ä. áðü ðëçèõóìü ìå êáôáíïìÞ ôçí Í(ì; ó2). Íá

äåé÷èåß üôé ï S2 åßíáé áìåñüëçðôïò åêôéìçôÞò ôïõ ó2. Óôç óõíÝ÷åéá íá âñåèåß ôï ÌÔÓ
ôïõ S2 üðùò êáé ôçò ó.ó. Ô = cS2, üðïõ c óôáèåñüò áñéèìüò. Íá âñåèåß ôï c ðïõ
åëá÷éóôïðïéåß ôï ÌÔÓ ôçò Ô êáé íá ãßíåé óýãêñéóç ôùí åêôéìçôþí.
[Ëýóç]: Åßíáé ãíùóôü üôé

(í − 1)S2

ó2
∼ ÷2

í−1;

ìå
Å[÷2

í−1] = í − 1 êáé V ar(÷2
í−1) = 2(í − 1):

Ôüôå

Å

[
(í − 1)S2

ó2

]
= í − 1⇒ Å[S2] = ó2:

Óõíåðþò
Å[S2 − ó2]2 = V ar(S2):

¼ìùò

V ar

[
(í − 1)S2

ó2

]
= 2(í − 1) ⇒

(í − 1)2V ar(S2)

ó4
= 2(í − 1) ⇒

V ar(S2) =
2ó4

í − 1
;

ðïõ åßíáé êáé ôï ÌÔÓ.
Ïìïßùò

Å[cS2] = có2;

êáé óõíåðþò ôï ÌÔÓ åßíáé

Å[cS2 − ó2]2 = Å[c(S2 − ó2)− ó2(1− c)]2 =

[
2c2

í − 1
+ (1− c)2

]
ó4:
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Ç ðáñáðÜíù ðïóüôçôá ãßíåôå åëÜ÷éóôç üôáí

c∗ =
í − 1

í + 1
;

êáé óõíåðþò ï åêôéìçôÞò

Ô∗ = c∗S2 =
í − 1

í + 1
S2 =

∑
(Xi − X̄)2

í + 1

Ý÷åé ÌÔÓ ßóï ìå 2ó4

í+1
. Åðßóçò ðáñáôçñïýìå üôé

ÌÔÓ(c∗S2) < MTÓ(S2):

Áðü ôá ðáñáðÜíù äåí ìðïñïýìå íá áðïöáíèïýìå ðïéïò åêôéìçôÞò áðü ôïõò äõï åßíáé
ðñïôéìüôåñïò. ¢í êáé ïé äýï Þôáí áìåñüëçðôïé, ôüôå óßãïõñá ï Ô∗ èá Þôáí êáé ï
êáôáëëçëüôåñïò.
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Cramer-Rao êÜôù öñÜãìá
¸óôù ×1; ×2; :::; ×í ô.ä. áðü ìïíïäéÜóôáôç ô.ì. × êáé è ìïíïäéÜóôáôï. Åðßóçò
f(x; è) ç ó.ð.ð. ôïõ ×.
[Ïñéóìüò]: Ç ðïóüôçôá

É×(è) = Å

[
@ ln f(x; è)

@è

]2

ëÝãåôáé ìÝôñï ðëçñïöïñßáò ôïõ Fisher ðïõ ðåñéÝ÷åôå óôï × ãéá ôçí ðáñÜìåôñï è.

Èåùñïýìå ôéò ðáñáêÜôù óõíèÞêåò ïìáëüôçôáò:

• È áíïéêôü äéÜóôçìá.

• ç f(x; è) åßíáé èåôéêÞ óå Ýíá óýíïëï D ôùí × , ôï ïðïßï åßíáé áíåîÜñôçôï ôïõ È.

• ãéá êÜèå è ∈ È êáé ãéá êÜèå x ∈ D õðÜñ÷åé ç @f(x;è)
@è

• ç ðïóüôçôá ∫
: : :D

∫
f(x1; è) : : : f(xí; è)dx1 : : : dxí

ìðïñåß íá ðáñáãùãéóôåß õðü ôï ïëïêëÞñùìá (áèñïéóìá)

• ç ðïóüôçôá ∫
: : :D

∫
Ô(x1; x2; : : : ; xí)f(x1; è) : : : f(xí; è)dx1 : : : dxí

ìðïñåß íá ðáñáãùãéóôåß õðü ôï ïëïêëÞñùìá (áèñïéóìá)

• Ïé Hodges êáé Lehmann Ý÷ïõí äåßîåé üôé ïé óõíèÞêåò ïìáëüôçôáò éó÷ýïõí ãéá
ôéò êáôáíïìÝò Í(0; è), Í(è; 1), ÄéùíõìéêÞ êáé Poisson ãéá êÜèå áìåñüëçðôï
åêôéìçôÞ ôçò ðáñáìÝôñïõ è.

[Èåþñçìá]: Áíéóüôçôá Cramer-Rao

ÅÜí Å[Ô(×1; ×2; :::; ×n)] = è+b(è) êáé ïé ðéï ðÜíù óõíèÞêåò ïìáëüôçôáò éó÷ýïõí,
ôüôå

V ar(T ) ≥ [1 + b′(è)]2

íÉ×(è)
:
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[Áðüäåéîç]: [ÅÊÔÏÓ ÕËÇÓ] ¸óôù × óõíå÷Þò ô.ì. ìå ó.ð.ð. f(x; è). Ôüôå Ý÷ïõìå

Å(Ô) =

∫
:::

∫
T (X1; :::; Xí)f(x1; è):::f(xí; è)dx1:::dxí = è + b(è):

Ðáñáãùãßæïíôáò ùò ðñïò è ðáßñíïõìå

1 + b′(è) =

∫
:::

∫
T (X1; :::; Xí)

@f(x1; è)

@è
:::f(xí; è)dx

+

∫
:::

∫
T (X1; :::; Xí)f(x1; è):::

@f(xí; è)

@è
dx

=

∫
:::

∫
T (X1; :::; Xí)

[
1

f(x1; è)

@f(x1; è)

@è
+ :::

::: +
1

f(xí; è)

@f(xí; è)

@è

]
f(x1; è):::f(xí; è)dx

=

∫
:::

∫
T (X1; :::; Xí)

í∑
i=1

[
1

f(xi; è)

@f(xi; è)

@è

]
í∏
i=1

f(xi; è)dx

=

∫
:::

∫
T (X1; :::; Xí)

í∑
i=1

@ ln f(xi; è)

@è

í∏
i=1

f(xi; è)dx

= Å

[
T (X1; :::; Xí)

í∑
i=1

@ ln f(xi; è)

@è

]
:

Åðßóçò ãíùñßæïõìå üôé ∫
:::

∫
f(x1; è):::f(xí; è)dx = 1;

êáé ðáñáãùãßæïíôáò üðùò êáé ðñßí ðáßñíïõìå

Å

[
í∑
i=1

@ ln f(xi; è)

@è

]
= 0:

Ôüôå Üí

W =
í∑
i=1

@ ln f(xi; è)

@è

Ý÷ïõìå
1 + b′(è) = Å[ÔW ];
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ìå
Å[W ] = 0:

ÅðåéäÞ üìùò

Cov(T;W ) = E(TW )− E(T )E(W )

= E(TW );

ðáßñíïõìå üôé
Cov(T;W ) = 1 + b′(è):

¼ìùò Ý÷ïõìå

V ar(W ) =
í∑
i=1

V ar

[
@ ln f(xi; è)

@è

]
=

í∑
i=1

E

[
@ ln f(xi; è)

@è

]2

= íÉ×(è):

Áðü ôçí áíéóüôçôá Cauchy-Schwarz Ý÷ïõìå

[Cov(T;W )]2 ≤ V ar(T )V ar(W )

ïðüôå

V ar(T ) ≥ [Cov(T;W )]2

V ar(W )

êáé ìå áíôéêáôÜóôáóç ðáßñíïõìå

V ar(T ) ≥ [1 + b′(è)]2

íÉ×(è)
:
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[ÐáñáôçñÞóåéò]:

• Áí Å[Ô(×1; ×2; :::; ×í)] = g(è) ôüôå ç C-R áíéóüôçôá ðáßñíåé ôçí ìïñöÞ

V ar(T ) ≥ [g′(è)]2

íÉ×(è)
:

Åðßóçò, áí Å[Ô(×1; ×2; :::; ×í)] = è, ôüôå

V ar(T ) ≥ 1

íÉ×(è)
:

• Ç áíéóüôçôá Cramer-Rao äåí åããõÜôáé ôçí ýðáñîç áìåñüëçðôïõ åêôéìçôÞ åëÜ÷éóôçò
äéáóðïñÜò (áååä). ÁðëÜ äßíåé ôñüðï ãéá ôçí áíáæÞôçóç ôïõ ùò åîÞò:

1. Âñßóêïõìå ôï êáôþôåñï öñÜãìá ãéá ôéò äéáóðïñÝò

2. Áíáæçôïýìå áìåñüëçðôï åêôéìçôÞ ôïõ ïðïßïõ ç äéáóðïñÜ óõìðßðôåé ìå ôï
êáôþôåñï öñÜãìá.

[ÐáñÜäåéãìá]: ¸óôù ô.ä. ×1; ×2; :::; ×í áðü ðëçèõóìü ìå êáôáíïìÞ Poisson(x; è) =

e−è è
x

x!
: Íá âñåèåß áååä ôçò è.

[Ëýóç]: Ôï êáôþôåñï öñÜãìá áðü ôçí C-R áíéóüôçôá âñßóêåôáé áðü

É×(è) = Å

[
@ lnP (x; è)

@è

]2

= Å

[
@

@è
(−è + x ln è − lnx!)

]2

= Å
[
−1 +

x

è

]2

=
1

è2
Å [X − è]2

=
V ar(X)

è2

=
1

è
:

Ïðüôå

V ar(T ) ≥ 1

í 1
è

=
è

í
:
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Ï áìåñüëçðôïò åêôéìçôÞò ðïõ Ý÷ïõìå ãéá ôï è åßíáé ôï ×̄ , ïðüôå:

V ar(X̄) =
1

í2

í∑
i=1

V ar(Xi) =
è

í
:

¢ñá, ×̄ åßíáé áååä åêôéìçôÞò.
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[Ïñéóìüò]: Áðïôåëåóìáôéêüôçôá (e�ciency):

¸óôù U = U(X) Ýíáò áìåñüëçðôïò åêôéìçôÞò ôçò g(è), ï ïðïßïò åðéôõã÷Üíåé ôï
C-R êÜôù öñÜãìá ôçò äéáóðïñÜò. Ôüôå ï U ïíïìÜæåôáé áðïôåëåóìáôéêüò (e�cient)

(ìå ôçí Ýííïéá ôçò äéáóðïñÜò). ¸óôù ôþñá Ô Ýíáò Üëëïò áìåñüëçðôïò åêôéìçôÞò ìå
ðåðåñáóìÝíç äéáóðïñÜ. Ôüôå ôï ðçëßêï

V ar(U)

V ar(T )

ïíïìÜæåôáé ó÷åôéêÞ áðïôåëåóìáôéêüôçôá Þ áðïäïôéêüôçôá ôïõ áìåñüëçðôïõ åêôéìçôÞ
Ô óå ó÷Ýóç ìå ôïí (áðïôåëåóìáôéêü) åêôéìçôÞ U . Ç ó÷åôéêÞ áðïôåëåóìáôéêüôçôá
ðáéñíåé ôéìÝò óôï (0; 1].

[ÐáñÜäåéãìá]: ¸óôù ×1; ×2; ×3 ôõ÷áßï äåßãìá áðü ðëçèõóìü ìå Poisson(è). Íá

äåé÷èåß üôé ç ó.ó. U = X̄ åßíáé áðïôåëåóìáôéêüò åêôéìçôÞò ôçò è êáé íá âñåèåß ç
ó÷åôéêÞ áðïôåëåóìáôéêüôçôá ôïõ Ô = ×1+2×2+3×3

6
þò ðñïò ôçí U .

[Ëýóç]: ¸÷ïõìå Þäç äåßîåé üôé ×̄ åßíáé áìåñüëçðôïò åêôéìçôÞò ôçò è êáé áðïôåëåóìáôéêüò
åêôéìçôÞò õðü ôçí Ýííïéá ôçò äéáóðïñÜò. Åðßóçò

Å(Ô) = Å

[
×1 + 2×2 + 3×3

6

]
= è;

Üñá áìåñüëçðôïò åêôéìçôÞò, ìå

V ar(T ) =
1

36
[V ar(×1) + 4V ar(×2) + 9V ar(×3)] =

7è

18
:

Åðßóçò

V ar(X̄) =
è

3
:

¸ôóé ç ó÷åôéêÞ áðïôåëåóìáôéêüôçôá åßíáé

V ar(U)

V ar(T )
=

è=3

7è=18
=

6

7
:
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[ÐáñáôçñÞóåéò]:

• Ç ðïóüôçôá @ ln f(x;è)
@è

ïíïìÜæåôáé óõíÜñôçóç óêïñ (score function) êáé Ý÷åé ìÝóç
ôéìÞ ìçäÝí, áöïý ∫

f(x; è)dx = 1⇒∫
@

@è
f(x; è)dx = 0⇒∫ @

@è
f(x; è)

f(x; è)
f(x; è)dx = 0⇒∫

@

@è
ln f(x; è)f(x; è)dx = 0⇒

E

[
@

@è
ln f(x; è)

]
= 0:

Ðáßñíïíôáò ìéá ðáñÜãùãï áêüìá Ý÷ïõìå∫ [
@2

@è2
ln f(x; è)f(x; è) +

(
@
@è

ln f(x; è)
) (

@
@è
f(x; è)

)]
dx = 0⇒

E
[
@2

@è2
ln f(x; è)

]
+ E

[(
@
@è

ln f(x; è)
)2
]

= 0⇒

−E
[
@2

@è2
ln f(x; è)

]
= E

[(
@
@è

ln f(x; è)
)2
]
;

óõíåðþò ç ðëçñïöïñßá ôïõ Fisher ãñÜöåôáé

É×(è) = −E
[(

@2

@è2
ln f(x; è)

)]
:

[Èåþñçìá ]: ÓôÞí áíéóüôçôá C-R ôï ßóïí åðéôõã÷Üíåôáé åÜí

@

@è
ln

í∏
i=1

f(xi; è) = k(è; í)[U − g(è)]:

Ôüôå, ï åêôéìçôÞò U åßíáé áðïôåëåóìáôéêüò åêôéìçôÞò ôïõ g(è).
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• ÓõíÝðåéá ôïõ ðéï ðÜíù èåùñÞìáôïò åßíáé üôé åÜí x1; x2; :::; xí ô.ä. áðü êáôáíïìÞ

f(x; è), ôüôå åÜí è̂ åßíáé ÅÌÐ ôïõ è êáé ä = ä(x) ìßá áðïôåëåóìáôéêÞ åêôéìÞôñéá
ôïõ è, ôüôå

è̂ = ä:

• Ç áíéóüôçôá ãåíéêåýåôáé üôáí è ∈ È ⊂ Rk; k > 1:

[ÐáñÜäåéãìá] ¸óôù ×1; ×2; :::; ×í ô.ä. áðü Í(ì; è), üðïõ ì ãíùóôü. Ðïéüò ï áååä
åêôéìçôÞò ôïõ è;

[Ëýóç]: Ïé óõíèÞêåò ïìáëüôçôáò éó÷ýïõí (áðü ðñïçãïýìåíç ðáñáôÞñçóç) ãéá êÜèå
áìåñüëçðôï åêôéìçôÞ ôçò è. Õðïëïãßæïõìå ôï C-R ê.ö. ¸÷ïõìå

f(x; è) =
1√
2ðè

e−
1
2è

(x−ì)2 ;

êáé

ln f(x; è) = −1

2
ln 2ð − 1

2
ln è − 1

2è
(x− ì)2:

Óõíåðþò
@

@è
ln f(x; è) = − 1

2è
+

1

2è2
(x− ì)2;

êáé [
@

@è
ln f(x; è)

]2

=
1

4è2
+

1

4è4
(x− ì)4 − 1

2è3
(x− ì)2

=
1

4è2
+

1

4è2

(
x− ì√

è

)4

− 1

2è2

(
x− ì√

è

)2

:

Ïðüôå

Å

[
@

@è
ln f(x; è)

]2

=
1

4è2
+

1

4è2
Å

(
x− ì√

è

)4

− 1

2è2
Å

(
x− ì√

è

)2

:

¼ìùò x−ì√
è
∼ N(0; 1) êáé

(
x−ì√

è

)2

∼ ÷2
1 . ¸ôóé Å

(
x−ì√

è

)2

= 1 êáé V ar
(
x−ì√

è

)2

= 2,

êáé âÜóç ôçò ó÷Ýóçò V ar(X) = E(X2)− E(X)2 ðáßñíïõìå üôé

Å

(
x− ì√

è

)4

= 3:
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¸ôóé

É×(è) = Å

[
@

@è
ln f(x; è)

]2

=
1

4è2
+

3

4è2
− 1

2è2

=
1

2è2
:

¢ñá ôï C-R ê.ö. åßíáé

C −R =
1

íÉ×(è)
=

2è2

í
:

Ïìïßùò (ðéï åýêïëá) Ý÷ïõìå:

É×(è) = −Å
[
@2

@è2
ln f(x; è)

]
= −Å

[
1

2è2
− 1

è3
(x− ì)2

]
= − 1

2è2
+

1

è3
E
[
(x− ì)2

]
= − 1

2è2
+

1

è3
V [x]

= − 1

2è2
+

1

è3
è

=
1

2è2
:

Ðáßñíïõìå ôþñá ôçí ó.ó. Ô = 1
í

∑
(xi − ì)2 êáé Ý÷ïõìå

Å(Ô) =
1

í

∑
Å(xi − ì)2 =

1

í
íè = è;

Üñá ç ó.ó. Ô åßíáé áìåñüëçðôïò åêôéìôÞò ôçò è. Åðßóçò

V ar(Ô) =
1

í2

∑
V ar(xi − ì)2:

ÅðåéäÞ üìùò
(
x−ì√

è

)2

∼ ÷2
1 Ýðåôáé üôé

V ar

(
xi − ì√

è

)2

= 2⇒

1

è2
V ar (xi − ì)2 = 2⇒

V ar (xi − ì)2 = 2è2:
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ÅðïìÝíùò

V ar(T ) =
1

í2
í2è2 =

2è2

í
;

ôï ïðïßï êáé ðáñáôçñïýìå üôé éóïýôáé ìå ôï C-R ê.ö. êáé óõíåðþò ï Ô åßíáé áðïôåëåóìáôéêüò
åêéìçôÞò ôçò ðáñáìÝôñïõ è.
¢í ôþñá ðáßñíáìå ôï óôáôéóôéêü S2 = 1

í−1

∑
(xi−X̄)2, ãíùñßæïõìå üôé Å(S2) = ó2 =

è, Üñá á.å. ôçò è ìå

V ar(S2) =
2è2

í − 1
;

êáé óõíåðþò: V ar(T ) < V ar(S2):
Èá ìðïñïýóáìå åðßóçò íá åñãáóôïýìå ìå âÜóç ôï ðñïçãïýìåíï èåþñçìá. ¸ôóé

Ý÷ïõìå

@

@è
ln

í∏
i=1

f(xi; è) =
@

@è

[
−í

2
ln 2ðè − 1

2è

∑
(xi − ì)2

]
= − í

2è
+

1

2è2

∑
(xi − ì)2

=
í

2è2

[
1

í

∑
(xi − ì)2 − è

]
= k(è − í)[U − è]:

¢ñá 1
í

∑
(xi − ì)2 áðïôåëåóìáôéêüò åêôéìçôÞò ôçò è.
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ÓôáôéóôéêÞ ÅðÜñêåéá (Su�cient Statistics)
• Ç ãíþóç ôùí ôéìþí åíüò ô.ä. äåí ìáò äßíåé ôßðïôå ðåñéóóüôåñï ó÷åôéêÜ ìå ôçí
åêôßìçóç ôçò ðáñáìÝôñïõ è áðü üôé ìáò äßíåé ìéá åðáñêÞò óôáôéóôéêÞ óõíÜñôçóç.

• Åðßóçò, óçìáíôéêÞ åßíáé êáé ç óõìðôõîç ôçò ðëçñïöïñßáò (÷áñéí åõêïëßáò), ÷ùñßò
üìùò íá ÷Üíïõìå ðëçñïöïñßá ãéá ôïí Üãíùóôï ðëçèõóìü ðïõ ðåñéÝ÷åôå óôï
áñ÷éêü äåßãìá.

• Óõíåðþò, áðïññßðôïõìå ôï ìÝñïò ôùí äåäïìÝíùí ðïõ äåí ðåñéÝ÷ïõí ðëçñïöïñßåò
ãéá ôçí è.

[Oñéóìüò] ¸óôù ç ô.ì. × = (×1; ×2; :::; ×í) ìå ó.ð.ð. f(x; è) êáé Ô = (Ô1(×); Ô2(×); :::; Ôí(×)
ìéá ó.ó. ôçò × . Ôüôå ëÝìå üôé ç Ô åßíáé óôáôéóôéêÜ åðáñêÞò ùò ðñïò è ∈ È åÜí ç
äåóìåõìÝíç êáôáíïìÞ ôçò × üôáí Ô = t åßíáé áíåîÜñôçôç ôïõ è ãéá üëåò ôéò ôéìÝò
ôïõ t ãéá ôéò ïðïßåò ïñßæåôáé ç äåóìåõìÝíç êáôáíïìÞ.

• Ç Ô ðáßñíåé ôçí ßäéá ôéìÞ ãéá äýï äéáöïñåôéêÜ óçìåßá óôï äåéãìáôéêü ÷þñï ìüíï
üôáí áõôÜ ôá äýï óçìåßá Ý÷ïõí áíÜëïãåò ðéèáíïöÜíåéåò.

Ô(x) = Ô(z)⇒ L(�; x) ∝ L(�; z) ãéá êÜèå è.

• Ç óôáôéóôéêÞ óõíÜñôçóç × = (×1; ×2; :::; ×í) åßíáé ðÜíôïôå åðÜñêçò ãéá ôçí
ðáñÜìåôñï è.

♦ ÄéáéóèçôéêÜ: ç Ô(.) ðåñéÝ÷åé üëç ôçí ðëçñïöïñßá ãéá ôï è ðïõ õðÜñ÷åé óôï
äåßãìá. ÌÝ Üëëá ëüãéá, ôï íá îÝñïõìå ðéü ðïëëÜ ãéá ôï x áðü ôï üôé Ô(×) = t,
äÝí âïçèÜ óôçí åêôßìçóç ôïõ è.

[Ïñéóìüò]: ¸óôù ×1; ×2; :::; ×í ô.ä. áðü ðëçèõóìü ìå ó.ð.ð. f(x; è). Ìéá ó.ó. Ô =
Ô(×) åßíáé åðáñêÞò ãéá ôçí è åÜí êáé ìüíïí åÜí ãéá êÜèå Üëëç ó.ó. U ç êáôáíïìÞ
U |T åßíáé áíåîÜñôçôç ôçò è. Ï óõãêåêñéìÝíïò ïñéóìüò åßíáé ÷ñÞóéìïò ãéá íá äåßîïõìå
üôé ìéá ó.ó. äåí åéíáé åðáñêÞò.

[ÐáñáôÞñçóç]: ÊÜèå áìöéìïíïóÞìáôïò ìåôáó÷çìáôéóìüò ìéáò åðáñêïýò ó.ó. åßíáé
åðßóçò åðáñêÞò ó.ó.
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[ÐáñÜäåéãìá] ¸óôù í-äïêéìÝò Bernoulli, äçëáäÞ×1; ×2; :::; ×í ìå×i ∼ B(1; è). Åðßóçò

Ô = ×1 + ×2 + ::: + ×í;

üðïõ Ô ∼ B(í; è). Ôï ðåßñáìá åêôåëåßôáé êáé ëáìâÜíïõìå

x1 + x2 + ::: + xí = t:

ÈÝëïõìå íá åêôéìÞóïõìå ôçí è âÜóç ôùí xi.

[?] Ðüôå ãíùñßæïõìå ðåñéóóüôåñá, üôáí îÝñïõìå ôï t (áñéèìü åðéôõ÷éþí) Þ üôáí
ãíùñßæïõìå ôéò åðéôõ÷ßåò êáé ðüôå áõôÝò Ýãéíáí; ¢ñá, åßíáé ôá x1; x2; :::; xí êáé ôï
t éóïäýíáìá áðü ðëåõñÜò ðëçñïöïñßáò ãéá ôçí è;

Óêåöôüìáóôå þò åîÞò:

• üôáí ãíùñßæïõìå ôï t, áò õðïëïãßóïõìå ôçí ðéèáíüôçôá êáèåíüò áðü ôïõò
(
í
t

)
ôñüðïõò ìå ôïõò ïðïßïõò ïé t åðéôõ÷ßåò ìðïñïýí íá óõìâïýí.

• áí èåùñÞóïõìå üôé õðÜñ÷ïõí ôéìÝò ôçò è ðïõ äßíïõí ìåãáëýôåñç ðéèáíüôçôá óå
êÜðïéïõò óõíäõáóìïýò åðéôõ÷éþí áðü Üëëïõò, ôüôå äå÷üìáóôå üôé ãíþóç ôùí
x1; x2; :::; xí åßíáé ðñïôéìüôåñç áðü áðëÞ ãíþóç ôïõ t.

• åÜí üìùò ìå ãíþóç ôïõ t üëá ôá áðïôåëÝóìáôá Ý÷ïõí ôçí ßäéá ðéèáíüôçôá, ôüôå
ðñïöáíþò ç ãíþóç ôùí x1; x2; :::; xí äåí åßíáé áðáñáßôçôç.

¸÷ïõìå

P (X1 = x1; :::; Xí = xí|T = t) =
P (X = x; T = t)

P (T = t)

=
P (X = x)

P (T = t)

=

∏í
i=1 P (Xi = xi)

P (T = t)

=
è
∑í

i=1 xi(1− è)í−
∑í

i=1 xi(
í
t

)
èt(1− è)í−t

=
1(
í
t

) :
¢ñá, üëá ôá áðïôåëÝóìáôá Ý÷ïõí ôçí ßäéá ðéèáíüôçôá üôáí ôï t åßíáé ãíùóôü. Óõíåðþò
ç ó.ó. Ô =

∑í
i=1 Xi ðåñéÝ÷åé üëåò ôéò ðëçñïöïñßåò ãéá ôçí è ðïõ ðåñéÝ÷ïíôáé óôï

áñ÷éêü äåßãìá.

35



[ÐáñáôÞñçóç]:

Ïé ó.ó. Ô1 = (X1;
∑í

i=2 Xi), Ô2 = (X1; X2;
∑í

i=3 Xi),...êëð, åßíáé åðßóçò åðáñêåßò ó.ó.

[?]: ÐïéÜ üìùò ðñïôéìÜìå?

⇒ Ôçí Ô =
∑

xi, ãéáôé "óõìðõêíþíåé" ôá äåäïìÝíá ïóï ôï äõíáôüí ðåñéóóüôåñï
(ÅëÜ÷éóôç ÅðáñêÞò).
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Ôï ðáñáãïíôéêü êñéôÞñéï - Neyman's factorization criterion

¢í ç Ô(.) åßíáé åðáñêÞò, ôüôå ç L(�) ÝîáñôÜôáé áðü ôï × ìüíï ìÝóù ôçò Ô(×). ¢ñá,
õðáñ÷åé óõíÜñôçóç g(.) ôÝôïéá þóôå

L(�) ∝ g(T (x); �):

Áöïý üìùò L(�) = f(X|�), ôüôå óõíåðÜãåôáé üôé f(x|�)=g(T (x); �) äåí åîáñôÜôáé áðü
ôï è. ¢í ëïéðüí óõìâïëßóïõìå ìå h(x) = f(x|�)=g(T (x); �), ôüôå

f(x|�) = h(x)g(T (x); �); (1)

ãéá êÜðïéåò óõíáñôÞóåéò h() êáé g(). Óå áõôÞ ôçí ðåñßðôùóç ç L(�) åßíáé óõíÜñôçóç
ôùí äåäïìÝìùí × ìüíï ìÝóù ôçò Ô(×), ïðüôå Ô(×) åßíáé åðáñêÞò. �

[Èåþñçìá]: Ç óõíÜñôçóç Ô(.) åßíáé åðáñêÞò Üí êáé ìïíïí Üí ç f(x|�) ìðïñåß íá
ãñáöåß óôçí ìïñöÞ (1).

[Áðüäåéîç]: (Ãéá äéáêñéôü äåéãìáôéêü ÷þñï)

(⇐) ¸óôù f(x|�) = P�(X = x) ìðïñåß íá ãñáöåß óôçí ìïñöÞ (1) êáé T (x) = t. Ôüôå

P�(X = x) = P�(T (x) = t)P�(X = x|T (x) = t);

üðïõ

P�(X = x|T (x) = t) =
P�(X = x; T (x) = t)

P�(T (x) = t)

=
P�(X = x)

P�(T (x) = t)

=
g(T (x); �)h(x)∑

x:T (x)=t g(T (x); �)h(x)

=
g(t; �)h(x)∑

x:T (x)=t g(t; �)h(x)

=
h(x)∑

x:T (x)=t h(x)
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ôï ïðïßï êáé äÝí åîáñôÜôáé áðü ôï è.

(⇒) Áíôéóôïß÷ùò, áí ç Ô(.) åßíáé åðáñêÞò êáé T (x) = t, ôüôå

P�(X = x) = P�(T (x) = t)P�(X = x|T (x) = t);

üðïõ ëüãù åðÜñêåéáò ï äåýôåñïò üñïò äåí åîáñôÜôáé áðü ôï è. Ïðüôå, óõìâïëßæïõìå
ôïí ðñþôï üñï ìå g(T (x); �) êáé ôïí äåýôåñï ìå h(x) êáé ðáßñíïõìå ôçí (1). �

[ÐáñÜäåéãìá]: ¸óôù×1; ×2; :::; ×n ∼ Poisson(ë), üðïõ ôï ë ðñüò åêôßìçóç. ¸÷ïõìå

L(ë) = f(x|ë) =
n∏
i=1

e−ë
ëxi

xi!
= ë

∑
i xi

e−në

n∏
i=1

xi!
;

üðïõ g(T (x); �) = ë
∑

i xie−në êáé h(x) =
n∏
i=1

xi!. ¢ñá, t =
∑

i xi åßíáé åðáñêÞò

óôáôéóôéêÞ óõíÜñôçóç.

[ÐáñáôÞñçóç]: Ìéá åðáñêÞò óôáôéóôéêÞ óõíÜñôçóç äåí åßíáé ìïíáäéêÞ. ¢í T (x) åßíáé

åðáñêÞò ó.ó. ôüôå êáé ïé óõíáñôÞóåéò T (x)=n êáé log T (x) åßíáé åðßóçò åðáñêÞò ó.ó.
Ç ÅÌÐ âñßóêåôå áðü

d

dë
logL(ë)

∣∣∣
ë=ë̂

=

∑
i xi

ë̂
− n = 0 ⇒ ë̂ = X̄:
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[Ðüñéóìá]: ¸óôù ø : R → R êáé ù : R → R äýï óõíáñôÞóåéò "1-1" (ìïíïóÞìáíôá

ïñéóìÝíåò) þóôå íá õðÜñ÷ïõí ïé áíôßóôñïöåò óõíáñôÞóåéò ø−1; ù−1. ¢í ç ó.ó. Ô
åßíáé åðáñêÞò ãéá ôï è, ôüôå

• ç Ô1 = ø(Ô) åßíáé åðáñêÞò ãéá ôï è

• ç Ô åßíáé åðáñêÞò ãéá ôï è1 = ù(è)

[Áðüäåéîç]:

• ÅðåéäÞ ç Ô åðáñêÞò ãéá ôï è

f(x; è) = g(T (x); è)h(x)

= g(T (x);ù−1(è1))h(x)

= g2(T (x); è1)h(x)

¢ñá ç Ô åðáñêÞò ãéá ôï è1.

• Åðßóçò

f(x; è) = g(T (x); è)h(x)

= g(ø−1T 1(x); è)h(x)

= g1(T 1(x); è)h(x)

¢ñá ç Ô1 åðáñêÞò ãéá ôï è.

[ÐáñÜäåéãìá]: ÅÜí Ô åðáñêÞò ãéá ôï è, ôïôå

• ç ó.ó. ×̄ = Ô
í
åßíáé åðáñêÞò ãéá ôï è. Tá x̄2, |x̄| äåí ãíùñßæù Üí åßíáé åðáñêÞò

ãéá ôï è.

• ç Ô åßíáé åðáñêÞò ãéá ôá è3, 2è, kè, log è, eè. ¼÷é üìùò ãéá ôo è2.

[ÐáñáôÞñçóç]: Ç ÅÌÐ åßíáé ðÜíôá óõíÜñôçóç ôçò T (x). �
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[ÐáñÜäåéãìá]: ¸óôù ×1; ×2; :::; ×í ô.ä. áðü Í(è; ó2), üðïõ ó2 ãíùóôü. Íá âñåèåß
åðáñêÞò ó.ó. ãéá ôçí è.

[Ëýóç]: ¸÷ïõìå

f(x; è) =
í∏
i=1

f(xi; è) =

(
1√

2ðó2

)í

exp{− 1

2ó2

í∑
i=1

(xi − è)2}:

ÁëëÜ üìùò
í∑
i=1

(xi − è)2 =
í∑
i=1

x2
i + íè2 − 2è

í∑
i=1

xi;

êáé åðïìÝíùò

f(x; è) =

(
1√

2ðó2

)í

exp{−íè
2

2ó2
+

è

ó2

í∑
i=1

xi} exp{− 1

2ó2

í∑
i=1

x2
i }

= g

(
í∑
i=1

xi; è

)
h(x);

üðïõ

g = exp

{
−íè

2

2ó2
+

è

ó2

í∑
i=1

xi

}
êáé

h =

(
1√

2ðó2

)í

exp

{
− 1

2ó2

í∑
i=1

x2
i

}
:

Óõíåðþò
∑í

i=1 xi åðáñêÞò ó.ó. ãéá ôçí è. Åðßóçò ï ×̄ åßíáé åðáñêÞò ó.ó. ãéá ôçí è.
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[Èåþñçìá Rao-Blackwell]: ¸óôù ×1; ×2; :::; ×í ô.ä. áðü ðëçèõóìü ìå ó.ð.ð. f(x; è)
êáé Ô = (Ô1(×); :::; Ôê(×))′ ìéá åðáñêÞò ó.ó. ãéá ôçí è. ¸óôù áêüìá U = U(X) ìéá
áìåñüëçðôç åêôéìÞôñéá ôïõ è. Ôüôå ç ó.ó. U∗ = E(U |T ) åßíáé áìåñüëçðôç åêôéìÞôñéá
ôïõ è êáé

V ar(U∗) ≤ V ar(U);

ãéá êÜèå è ∈ È.

[Áðüäåéîç]: Ìå âÜóç ôç ó÷Ýóç Å(Õ ) = Å[Å(Õ |×)] Ý÷ïõìå

Å[U∗] = Å[Å(U |T )] = E[U ] = è:

¢ñá U∗ = E[U |T ] áìåñüëçðôç åêôéìÞôñéá ôçò è. H U∗ äåí åîáñôÜôáé áðü ôç è ëüãù
åðÜñêåéáò ôçò Ô. Åðßóçò

V ar(U∗) = V arE[U |T ];

êáé
V ar(U) = V ar E[U |T ] + E V ar[U |T ]:

¼ìùò E V ar[U |T ] ≥ 0 êáé Ýðåôáé üôé

V ar(U∗) ≤ V ar(U):

[ÐáñÜäåéãìá]: ¸óôù ×1; ×2; :::; ×í ô.ä. áðü Âin(1; è). Ðáñáôçñïýìå üôé U = X1

åßíáé áìåñüëçðôç ó.ó. ôçò è êáé ç Ô =
∑í

i=1 xi åßíáé åðáñêÞò ó.ó. ãéá ôï è.
¢ò åöáñìüóïõìå ôï èåþñçáì R-B ãéá ôçí åýñåóç Üëëïõ áìåñüëçðôïõ åêôéìçôÞ ìå
äéáêýìáíóç ìéêñüôåñç ôïõ U .

Õðïëïãßæïõìå

Å(×1|Ô = t) = 0× P (X1 = 0|T = t) + 1× P (X1 = 1|T = t):
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¼ìùò

P (×1 = 0|Ô = t) =
P (X1 = 0;

∑í
i=1 xi = t)

PT (t)

=
P (X1 = 0; X2 + ::: + Xí = t)

PT (t)

=
P (X1 = 0)P (X2 + ::: + Xí = t)

PT (t)

=
(1− è)

(
í−1
t

)
èt(1− è)í−1−t(

í
t

)
èt(1− è)í−t

=
í − t

í
:

¼ìïßùò P (×1 = 1|Ô = t) = t
í
. ¢ñá

Å(×1|Ô = t) =
t

í
:

ÅðïìÝíùò åðéëÝãïõìå

U∗ =
T

n
=

∑í
i=1 ×i

í
= ×̄

ï ïðïßïò åßíáé áìåñüëçðôïò åêôéìçôÞò ôçò è êáé Ý÷åé

V ar(U∗) ≤ V ar(U);

áöïý V ar(U) = è(1− è) êáé V ar(U∗) = è(1−è)
í

.
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ÅëÜ÷éóôç ÅðáñêÞò - Minimal Su�cient Statistic

• Åßíáé áëÞèåéá üôé ãéá êÜèå ðñüâëçìá õðÜñ÷ïõí ðåñéóóüôåñåò áðü ìéá åðáñêåßò
ó.ó.

• Ç óôáôéóôéêÞ óõíÜñôçóç × = (×1; ×2; :::; ×í) åßíáé ðÜíôïôå åðáñêÞò ãéá ôçí
ðáñÜìåôñï è êé áõôü ãéáôß

f(x|è) = f(T (x)|è)h(x);

üðïõ èÝôïõìå h(x) = 1 êáé T (x) = x.

Ëüãù ôïõ ðëÞèïõò ôùí åðáñêþí ó.ó. ðÜíôá èá õðÜñ÷åé ôï åñþôçìá áí õðÜñ÷åé êÜðïéá
ðïõ åßíáé êáëýôåñç áðü üëåò ôéò õðüëïéðåò.

[Ïñéóìüò]: Ìéá åðáñêÞò ó.ó. Ô(×) èá ïíïìÜæåôáé åëÜ÷éóôç åðáñêÞò (minimal su�-
cient statistic) áí êáé ìüíïí áí ãéá êÜèå Üëëç åðáñêÞ ó.ó. Ô ′(×), ç Ô(×) ãñÜöåôáé
ùò óõíÜñôçóç ôçò Ô ′(×).
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Ðëçñüôçôá (Completeness)

[Ïñéóìüò]: ¸óôù ×1; ×2; :::; ×í ô.ä. áðü ðëçèõóìü ìå ó.ð.ð. f(x; è). Ìéá ó.ó. Ô =
Ô(×) Þ áêñéâÝóôåñá ïéêïãÝíåéá êáôáíïìþí ôçò Ô åßíáé ðëÞñçò åÜí êáé ìüíïí åÜí ãéá
êÜèå óõíÜñôçóç h(T ) ôïõ Ô ìüíïí, ç ó÷Ýóç

Å[h(T )] = 0

ãéá êÜèå è ∈ Θ, óõíåðÜãåôáé
h(t) = 0

ãéá êÜèå t, åêôüò ðéèáíüí áðü óçìåßá ãéá ôá ïðïßá ç ðéèáíüôçôá åßíáé ìçäÝí ãéá êÜèå
è ∈ Θ.

[ÐáñáôÞñçóç]: Ìå Üëëá ëüãéá äåí õðÜñ÷ïõí ìç ìçäåíéêïß áìåñüëçðôïé åêôéìçôÝò ôïõ
ìçäåíüò Þ ç Ô åßíáé ðëÞñçò åÜí êáé ìüíïí åÜí ï ìüíïò áìåñüëçðôïò åêôéìçôÞò ôïõ
ìçäåíüò, ï ïðïßïò åßíáé óõíÜñôçóç ôïõ Ô åßíáé ï åêôéìçôÞò 0 ìå ðéèáíüôçôá 1.

[ÐáñÜäåéãìá]: ¸óôù ×1; ×2; :::; ×í ô.ä. áðü ðëçèõóìü ìå êáôáíïìÞ Ñoisson(è). Íá
äåé÷èåß üôé Ô =

∑n
i=1 ×i åßíáé ìéá ðëÞñçò ó.ó.

[Ëýóç]: Áñêåß íá äåßîïõìå üôé

E[h(T )] = 0 : : : ∀è ⇒ h(T ) = 0 : : : ∀t:

Åßíáé ãíùóôü üôé ç ó.ð. ôçò Ô åßíáé p(t) = e−nè (nè)t

t!
. EðïìÝíùò Ý÷ïõìå

Å[h(T )] =
∞∑
t=0

h(t)e−nè
(nè)t

t!

= e−nè
∞∑
t=0

h(t)
(nè)t

t!

= h(0) + h(1)
nè

1!
+ h(2)

(nè)2

2!
+ : : :

= 0 ∀ è:

ÂÜóç ãíùóôïý èåùñÞìáôïò ðïõ ëÝåé üôé üôáí ç áðåéñïóåéñÜ

á0 + á1z + á2z
2 + á3z

3 + : : :
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óõãêëßíåé óôï ìçäÝí ãéá üëåò ôéò ôéìÝò ôïõ z óå Ýíá äïóìÝíï äéÜóôçìá, ôüôå

á0 = á1 = á2 = á3 = : : : = 0:

Ïðüôå, Ý÷ïõìå
h(0) = h(1) = h(2) = : : : = 0

Þ h(t) = 0 ãéá êÜèå t. ¢ñá Ô =
∑

×i åßíáé ðëÞñçò ó.ó.
[ÐáñÜäåéãìá]: ¸óôù ×1; ×2; :::; ×í ô.ä. áðü ðëçèõóìü ìå êáôáíïìÞ f(x; è) êáé Ô =
Ô(×) ôÝôïéï þóôå Ô ∼ U(0; è). Íá äåé÷èåß üôé ç Ô Ýéíáé ðëÞñçò.

[Ëýóç]: Áñêåß íá äåßîïõìå üôé Å[h(T )] = 0 ãéá êÜèå è óõíåðÜãåôáé h(t) = 0 ãéá êÜèå
t. ¸÷ïõìå

Å[h(T )] =

∫ è

0

h(t)
1

è
dt = 0

Þ ∫ è

0

h(t)dt = 0 ∀è ∈ È:

¢í ðáñáãùãßóïõìå þò ðñïò è êáé ôá äýï ìÝëç Ý÷ïõìå

h(è) = 0

ãéá êÜèå è. ¢ñá ðëÞñçò.
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[Èåþñçìá Lehmann-Sche��e]: ¸óôù ×1; ×2; :::; ×í ô.ä. áðü ðëçèõóìü ìå ó.ð.ð.
f(x; è). ¸óôù åðßóçò Ô = Ô(×) ìéá åðáñêÞò êáé ðëÞñçò ó.ó. êáé U = U(T ) ìéá
áìåñüëçðôç åêôéìÞôñéá ôïõ g(è), ç ïðïßá åßíáé óõíÜñôçóç ôïõ Ô. Ôüôå U åßíáé áååä
åêôéìçôÞò ôïõ g(è).

[Áðüäåéîç]: ¸óôù U∗ = U∗(T ) Ýíáò Üëëïò áìåñüëçðôïò åêôéìçôçò ôçò g(è). Ôüôå
E[U∗] = g(è) êáé óõíåðþò

Å[U∗ − U ] = E[U∗(T )− U(T )] = 0;

êáé ëüãù ôçò ðëçñüôçôáò ðáßñíïõìå

U∗ − U = 0⇒ U∗ = U:

¢ñá õðÜñ÷åé Ýíáò ìïíáäéêüò áìåñüëðôïò åêôéìçôÞò ôçò g(è) ðïõ íá åßíáé óõíÜñôçóç
ôçò Ô.

¸óôù ôþñá U∗∗ Ýíáò Üëëïò ïðïéïóäÞðïôå áìåñüëçðôïò åêôéìçôçò ôçò g(è). Ôüôå
âÜóç ôïõ Èåùñ. R-Â

V arE(U∗∗|T ) ≤ V ar(U∗∗)

áëëÜ üìùò
E(U∗∗|T ) = U(T );

äéüôé õðÜñ÷åé ìüíïí Ýíáò áìåñüëçðôïò åêôéìçôÞò ðïõ íá åßíáé óõíÜñôçóç ôïõ Ô. ¢ñá
U(T ) áååä åêôéìçôÞò ôçò g(è). �
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[ÐáñÜäåéãìá]: ¸óôù ×1; ×2; :::; ×í ô.ä. áðü ðëçèõóìü ìå ó.ð. Âin(1; è). Íá âñåèåß
(á) ï áååä åêôéìçôÞò ôçò è êáé (â) ï áååä åêôéìçôÞò ôçò è(1− è).

[Ëýóç]: (á) Áñ÷éêÜ âñßóêïõìå ìéá åðáñêÞ ó.ó. ãéá ôçí è. ¸÷ïõìå

Ñ(x; è) = è
∑

xi(1− è)í−
∑

xi :

ÅðïìÝíùò Ô =
∑

xi åðáñêÞò ó.ó. ìéáò êáé ìðïñïýìå íá ãñÜøïõìå

Ñ(x; è) = g(T; è)h(x);

üðïõ g(T; è) = è
∑

xi(1−è)í−
∑

xi êáé h(x) = 1. Èá äåßîïõìå åðßóçò üôé ç ó.ó. Ô åßíáé
ðëÞñçò. Áñêåß íá äåßîïõìå

Å[h(T )] = 0 ∀è ⇒ h(T ) = 0 ∀t:

¸÷ïõìå

Å[h(T )] =
í∑
t=0

h(t)P (T = t);

êáé åðåéäÞ T ∼ Bin(í; è) Ý÷ïõìå

Å[h(T )] =
í∑
t=0

h(t)

(
í

t

)
èt(1− è)í−t = (1− è)í

í∑
t=0

h(t)

(
í

t

)(
è

1− è

)t

Þ

Å[h(T )] =
í∑
t=0

h(t)

(
í

t

)
át;

üðïõ á = è
1−è . Óõíåðþò

h(0)

(
í

0

)
á0 + h(1)

(
í

1

)
á1 + : : : + h(í)

(
í

í

)
áí = 0 ∀á:

ÅðåéäÞ áõôü åßíáé ðïëõþíõìï åê ôáõôüôçôïò ßóï ìå ìçäÝí, ïé óõíôåëåóôÝò át èá
åßíáé êáèÝíáò ßóïò ìå ìçäÝí. ÄçëáäÞ

h(0) = h(1) = : : : = h(í) = 0

Þ
h(t) = 0 ∀t:

47



¢ñá Ô åßíáé ðëÞñçò. Ôþñá ðñÝðåé íá âñïýìå áìåñüëçðôï åêôéìçôÞ ï ïðïßïò íá åßíáé
óõíÜñôçóç ôïõ Ô. ¿ò ãíùóôü ×̄ áìåñüëçðôïò ôçò è, êáé

U = ×̄ =
Ô

í
:

¢ñá U áìåñüëçðôïò êáé óõíÜñôçóç ôïõ Ô, åðïìÝíùò áååä ôçò è.

(â) Ãíùñßæïõìå üôé ç äéáóðïñÜ ó2 åßíáé è(1−è) êáé þò ãíùóôï ôï S2 åßíáé áìåñüëçðñïò
åêéìçôÞò ôïõ ó2. Áñêåß ëïéðüí íá äåßîïõìå üôé S2 åßíáé óõíÜñôçóç ôïõ Ô, ðëÞñçò êáé
åðáñêÞò ó.ó. ¼ìùò

S2 =
1

í − 1

∑
(×i − X̄)2

=
1

í − 1

(∑
×2
i −

(
∑

Xi)
2

í

)

=
1

í − 1

(∑
×i −

(
∑

Xi)
2

í

)

=
1

í − 1

(
Ô − Ô2

í

)
;

áöïý
∑

×2
i =

∑
×i ìéÜò êáé × = 0; 1. ¢ñá ôï S2 åßíáé óõíÜñôçóç ôïõ Ô.
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[ÐáñÜäåéãìá]: ¸óôù ×1; ×2; :::; ×í ô.ä. áðü ðëçèõóìü ìå ó.ð. Ñoisson(è). Íá âñåèåß
(á) ï áååä åêôéìçôçò ôçò è, (â) ï áååä åêôéìçôçò ôçò g(è) = è2 êáé (ã) ï áååä åêôéìçôÞò
ôçò g(è) = e−è.

[Ëýóç]: (á) Âñßóêïõìå ðñþôá ìéá åðáñêÞ ó.ó. Å÷ïõìå

Ñ(x; è) = e−íè
è
∑

xi∏
xi!

= e−íèè
∑

xi
1∏
xi!

;

üðïõ g(x; è) = e−íèè
∑

xi êáé h(x) = 1∏
xi!
. ¢ñá Ô =

∑
xi åðáñêÞò ó.ó. ãéá ôçí è.

Åðßóçò Ô ðëÞñçò (áðü ðñïçãïýìåíï ðáñÜäåéãìá). Åðßóçò ×̄ áìåñüëçðôïò ôçò è êáé
óõíÜñôçóç ôïõ Ô

×̄ =
Ô

í
;

êáé óõíåðþò ×̄ áååä ôçò è.

(â) Áñêåß íá âñïýìå áìåñüëçðôï åêôéìçôÞ ôçò è2, ðïõ íá åßíáé óõíÜñôçóç ôçò ó.ó. Ô.
Ãíùñßæïõìå Å(×i) = è êáé V ar(Xi) = è êáé Ô =

∑
×i ∼ P (íè), üðïõ Å(Ô) = íè

êáé V ar(Ô) = íè. ¼ìùò

V ar(T ) = E(T 2)− E(T )2 = íè ⇒ Å(Ô2) = íè + (íè)2:

Áðü áõôÞ ôç ó÷Ýóç ðáßñíïõìå

E(T 2)− E(T ) = íè + (íè)2 − íè ⇒ Å

(
T 2 − T

í2

)
= è2:

¢ñá U = Å
(
T 2−T
í2

)
áìåñüëçðôïò åêôéìçôÞò ôçò è2 êáé óõíÜñôçóç ôçò Ô. ÅðïìÝíùò

áååä åêôéìçôÞò ôçò è2.
Áò õðïëïãßóïõìå ôçí äéáóðïñÜ ôïõ U . ¸÷ïõìå

V ar(U) = V ar

[
T 2 − T

í2

]
=

1

í4
V ar

[
T 2 − T

]
=

1

í4

{
E
(
T 2 − T

)2 − E
[
(T 2 − T )

]2}
=

1

í4

{
E(T 4)− 2E(T 3) + E(T 2)

−[E(T 2)]2 + 2E(T 2)E(T )− [E(T )]2
}
:
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Ãíùñßæïõìå üôé Å(Ô) = íè êáé Å(Ô2) = íè + (íè)2. Åðßóçò ïé ñïðÝò ìðïñïýí íá
õðïëïãéóôïýí åßôå âÜóç ôïõ ïñéóìïý ç ìÝóù ôùí ðáñáãþãùí ôçò ñïðïãåííÞôñéáò

mT (t) = eíè(et−1):

ÌåôÜ áðü ëßãåò ðñÜîåéò ðáßñíïõìå

V ar(U) =
4è3

í
+

2è3

í2
:

Ôþñá ôï C-R ê.ö. åßíáé
[g′(è)]2

íÉ×(è)
=

4è3

í
;

äéüôé [g′(è)]2 = 4è2 êáé É×(è) = 1
è
. Óõíåðþò âëåðïõìå üôé

V ar(U) > C-R ê.ö.

ðáñüëï ðïõ åßíáé áååä åêôéìçôÞò.

(ã) ØÜ÷íïõìå áìåñüëçðôï åêôéìçôÞ ðïõ íá åßíáé óõíÜñôçóç ôïõ Ô. Ðáñáôçñïýìå üôé
Ñ(× = 0) = e−è ïðüôå ïñßæïõìå ôçí U þò åîÞò

u =

{
1; Üí x1 = 0;
0; Üí x1 > 0.

óõíåðþò
E(U) = 1× P (X1 = 0) + 0× P (X1 = 1) = e−è:

¼ìùò ôï U äåí åßíáé óõíÜñôçóç ôïõ Ô ðïõ åßíáé åðáñêÞò êáé ðëÞñçò. ÂÜóç üìùò ôïõ
ÈåùñÞìáôïò R-B Ý÷ïõìå

E(U |T = t) = 0× P (X1 = 0|T = t) + 1× P (X1 = 1|T = t);
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üðïõ

P (U = 1|T = t) = P (X1 = 0|
∑

Xi = t)

=
P (X1 = 0;

∑
Xi = t)

P (
∑

Xi = t)

=
P (X1 = 0;

∑í
2 Xi = t

P (
∑

Xi = t)

=
P (X1 = 0)P (

∑í
2 Xi = t

P (
∑

Xi = t)

=
e−èe−(í−1)è[(í − 1)è]t=t!

e−íè(íè)t=t!

=

(
í − 1

í

)t

:

Ïðüôå

E(U |T = t) = 1×
(
í − 1

í

)t

=

(
í − 1

í

)t

= U∗:

¢ñá U∗ áìåñüëçðôïò ôçò e−è êáé óõíÜñôçóç ôïõ Ô, åðïìÝíùò áååä åêôéìçôÞò.
ÐáñáôÞñçóç: Ìðïñåß íá äåé÷èåß üôé ãéá ôçí ÊáíïíéêÞ, Í(ì; ó2−ãíùóô), Bernoulli(p),

Poisson(ë), Exp(è), ï ìÝóïò x̄ åßíáé áååä ôçò Üãíùóôçò ðáñáìÝôñïõ.
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ÓõíÝðåéá (Consistency)

Áò õðïèÝóïõìå üôé Ý÷ïõìå {Tn; n ≥ 1} ìéá áêïëïõèßá åêôéìçôþí ãéá ôçí ðáñÜìåôñï
è ∈ È.

[Ïñéóìüò]: Ç áêïëïõèßá ôùí åêôéìçôþí {Ôn} (Þ ï åêôéìçôÞò Ôn) ìéáò ðáñáìÝôñïõ è
åßíáé (áóèåíþò) óõíåðÞò åÜí ãéá êÜèå å > 0 éó÷ýåé

lim
n→∞

P (|Ôn − è| < å) = 1; ∀è ∈ È; å > 0

lim
n→∞

P (−å < Ôn − è < å) = 1; ∀è ∈ È; å > 0

lim
n→∞

P (è − å < Ôn < è + å) = 1; ∀è ∈ È; å > 0

Ç óõíÝðåéá åßíáé ìéá áóõìðôùôéêÞ éäéüôçôá, ðïõ ëÝåé üôé ï Tn åßíáé óõíåðÞò åÜí ç
ðéèáíüôçôá üôé ç Tn èá ëÜâåé ôéìÞ Ýîù áðü äéÜóôçìá ìÞêïõò å ãýñù áðü ôç è ôåßíåé
óôï ìçäÝí üôáí n→∞.

[Èåþñçìá]: ¸óôù Ôn ìéá åêôéìÞôñéá ó.ó. ôçò è. ÅÜí

i) ç Ôn åßíáé áìåñüëçðôç åêôéìÞôñéá ôçò è êáé

ii) V ar(Ôn)→ 0 üôáí n→∞,

ôüôå ç Ôn åßíáé óõíåðÞò åêôéìÞôñéá ôçò è.
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[ÐáñÜäåéãìá]: ¸óôù ×1; ×2; :::; ×í áðü ôçí Í(ì; ó2). Íá äåé÷èåß üôé ï S2 åßíáé
óõíåðÞò åêôéìçôÞò ôïõ ó2.

[Ëýóç]: Ãíùñßæïõìå Þäç üôé

Å

[
(í − 1)S2

ó2

]
= í − 1 ⇒ Å[S2] = ó2;

êáé óõíåðþò ôï S2 åßíáé áìåñüëçðôïò åêôéìçôÞò ôïõ ó2.Åðßóçò

V ar

(
(í − 1)S2

ó2

)
= 2(í − 1) ⇒ V ar(S2) =

2ó4

í − 1
:

¼ìùò

V ar(S2) =
2ó4

í − 1
→ 0 üôáí í →∞:

¢ñá åßíáé óõíåðÞò åêôéìçôÞò ôïõ ó2.
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[Èåþñçìá (Ãåíßêåõóç)]: ¸óôù Ôn ìéá åêôéìÞôñéá ó.ó. ôçò g(è). ÅÜí

i) ç Ôn åßíáé áóõìðôùôéêÜ áìåñüëçðôç åêôéìÞôñéá ôçò g(è)

lim
í→∞

E(Tn) = g(è)

ii) êáé
lim
í→∞

V (Tn) = 0;

ôüôå ç Ôn åßíáé óõíåðÞò åêôéìÞôñéá ôçò g(è).

[ÐáñÜäåéãìá]: ¸óôù ×1; ×2; :::; ×í áðü f(x; è). Ï äåéãìáôéêüò ìÝóïò åßíáé ðÜíôá
óõíåðÞò åêôéìÞôñéá ôçò ìÝóçò ôéìÞò ôçò êáôáíïìÞò ôïõ × .

[Ëýóç]: Ãíùñßæïõìå üôé åßíáé áìåñüëçðôïò:

E(X̄) = E(X) = ì:

Åðßóçò

V (X̄) =
1

í
V (X)

Üñá

lim
í→∞

V (X̄) = lim
í→∞

1

í
V (X) = 0:

¢ñá, áðü ôï ðéï ðÜíù èåþñçìá, ç X óõíåðÞò åêôéìÞôñéá ôïõ ì.

ÐáñáôÞñçóç: Ôï êñéôÞñéï ôçò óõíÝðåéáò äåí åßíáé êáôÜëçëï ãéá ôçí åêëïãÞ êáëþí
åêôéìçôñéþí.

[ÐáñÜäåéãìá]: ¢í ç Ôí åßíáé óõíåðÞò, ôüôå êáé ç

Ô∗í = Ôí + Q(í); üðïõ: Q(í)→ 0 üôáí í →∞

åßíáé åðßóçò óõíåðÞò.

¢ñá, áöïý ×̄ óõíåðÞò, ôüôå êáé ×̄ +
(

3√
X̄2

í

)6

óõíåðÞò!!!

54



Éäéüôçôåò Åêôéìçôþí Ìåãßóôçò ÐéèáíïöÜíåéáò

[Èåþñçìá]: ¸óôù ×1; ×2; :::; ×í ô.ä. ìå ó.ð.ð. f(x; è) êáé Ýóôù Ô = (Ô1; Ô2; :::; Ôr),
üðïõ Ôj = Tj(X) ìå j = 1; 2; :::; r, ìéá åðáñêÞò ó.ó. ãéá ôï è = (è1; è2; :::; èr).

EÜí è̂ = (è̂1; è̂2; :::; è̂r) åßíáé ï ìïíïóÞìáíôá ïñéóìÝíïò Å.Ì.Ð. ôçò è, ôüôå ï è̂ åßíáé
óõíÜñôçóç ìüíïí ôïõ Ô.

[Èåþñçìá]: ¸óôù ×1; ×2; :::; ×í ô.ä. ìå ó.ð.ð. f(x; è) êáé è̂ = (è̂1; è̂2; :::; è̂r) ï Å.Ì.Ð.
ôçò è = (è1; è2; :::; èr). ÅÜí ö(è) = (ö1(è); :::; ör(è)) Ýíáò ìåôáó÷çìáôéóìüò ôïõ

ðáñáìåôñéêïý ÷þñïõ È, ôüôå ï Å.Ì.Ð. ôçò ö(è) åßíáé ö(è̂) = (ö1(è̂); :::; ör(è̂)).

ÐáñáôÞñçóç: Áõôü ôï Èåþñçìá ìáò ëÝåé üôé ãéá íá âñïýìå ôïí Å.Ì.Ð. ìéáò óõíÜñôçóçò
ôçò Üãíùóôçò ðáñáìÝôñïõ, áñêåß íá âñïýìå ôïí åêôéìçôÞ ôçò ðáñáìÝôñïõ êáé íá
áíôéêáôáóôÞóïõìå ôçí ôéìÞ óôç óõíÜñôçóç ôçò ïðïßáò æçôÜìå ôïí Å.Ì.Ð.
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