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ÅéóáãùãÞ

[Ôõ÷áßï Äåßãìá]: ìåãÝèïõò í áðü Ýíáí ðëçèõóìü × Þ ìéá êáôáíïìÞ, åßíáé í áíåîÜñôçôåò
êáé éóüíïìåò ôõ÷áßåò ìåôáâëçôÝò ×1; ×2; :::; ×í.

[Ï]: ¢í ×1; ×2; :::; ×í ôõ÷áßï äåßãìá, ôüôå

• äåéãìáôéêüò ìÝóïò:

×̄ =

∑í
i=1 Xi

í

• äåéãìáôéêÞ äéáóðïñÜ:

S2 =
1

í − 1

í∑
i=1

(Xi − ×̄)2

Ç áðü êïéíïý óõíÜñôçóç ðõêíüôçôáò Þ ðéèáíüôçôáò ôùí ×1; ×2; :::; ×í åßíáé

f(×1; ×2; :::; ×í) = f(X1)f(X2):::f(Xí) =
í∏

i=1

f(Xi):
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[Óôáôéóôéêü Þ ÓôáôéóôéêÞ óõíÜñôçóç]: Ìéá óõíÜñôçóç ôùí ìåôáâëçôþí (×1; ×2; :::; ×í)
åíüò ôõ÷áßïõ äåßãìáôïò ç ïðïßá äåí ðåñéÝ÷åé Üãíùóôåò ðáñáìÝôñïõò ëÝãåôáé óôáôéóôéêü
Þ óôáôéóôéêÞ óõíÜñôçóç. Ð.×. ôá áñéèìçôéêÜ ÷áñáêôçñéóôéêÜ åíüò äåßãìáôïò üðùò ï
äåéãìáôéêüò ìÝóïò ×̄ , äåéãìáôéêÞ äéáóðïñÜ S2 ê.ë.ð. åßíáé üëá óôáôéóôéêÝò óõíáñôÞóåéò.

Ôá óôáôéóôéêÜ óõíÞèùò óõìâïëßæïíôáé ìå

Ô = Ô(×) = Ô(×1; ×2; :::; ×í);

S = S(×) = S(×1; ×2; :::; ×í)

ê.ë.ð. ¿ò óõíáñôÞóåéò ôõ÷áßùí ìåôáâëçôþí (ô.ì.) åßíáé êáé áõôÜ ô.ì. êáé ðáßæïõí
Ýíáí äéðëü ñüëï

{
áðü ôçí ìéá ìåñéÜ åßíáé ãíùóôïß áñéèìïß; óå óõãêåêñéìÝíï äåßãìá êÜèå öïñÜ
áðü ôçí Üëëç åßíáé ôõ÷áßåò ìåôáâëçôÝò.

Ðáßñíïõí ôéò äéÜöïñåò ôéìÝò ôïõò ýóôåñá áðü íïåñÝò åðáíáëÞøåéò ôçò äåéãìáôïëçøßáò,
ç ïðïßá ãåííÜ ôéò ôéìÝò ôïõ äåßãìáôïò. Ïé áñéèìçôéêÝò ôéìÝò óõìâïëßæïíôáé ìå ìéêñÜ
ãñÜììáôá (x̄; s2; t), åíþ ïé ô.ì. óõìâïëßæïíôá ìå êåöáëáßá (×̄ ; S2; T ). Ïé êáôáíïìÝò
ôùí óôáôéóôéêþí ëÝãïíôáé äåéãìáôéêÝò êáôáíïìÝò.
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[ÄåéãìáôéêÞ Ìåôáâëçôüôçôá]: H ìåôáâëçôïôçôá (variability) ìåôáîõ ôõ÷áßùí äåéãìÜôùí

áðü ôïí ßäéï ðëçèõóìü ïíïìÜæåôáé äåéãìáôéêÞ ìåôáâëçôüôçôá (sampling variability)

[ÄåéãìáôéêÞ ÊáôáíïìÞ]: Ç êáôáíïìÞ ðéèáíüôçôáò ðïõ ÷áñáêôçñßæåé êÜðïéá óôïé÷åßá

ôçò äåéãìáôéêÞò ìåôáâëçôüôçôáò ïíïìÜæåôå äåéãìáôéêÞ êáôáíïìÞ (sampling distribu-
tion)

(*) ÕðïèÝóôå üôé åíäéáöåñüìáóôå íá ðåñéãñÜøïõìå ôá ÷áñáêôçñéóôéêÜ åíüò óôáôéóôéêïý
ìå ôï íá ðáßñíïõìå óõíå÷þò äåßãìáôá áðü óõãêåêñéìÝíï ðëçèõóìü êáé íá ôá ðåñéãñÜöïõìå
ìå ôïí õðïëïãéóìü óôáôéóôéêþí óõíáñôÞóåùí, éóôïãñÜììáôùí êëð. ÁõôÞ ç êáôáíïìÞ
èá Ý÷åé ó÷Þìá, ìÝóï, ôõðéêÞ áðüêëéóç ...êëð.
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ÊáôáíïìÝò ÷2í , tí êáé Fí1;í2

Ïé ìïíïäéÜóôáôåò áõôÝò êáôáíïìÝò áðïññÝïõí áðü ôçí êáíïíéêÞ êáôáíïìÞ êáé
ðáßæïõí ðñùôáñ÷éêü ñüëï óôçí óôáôéóôéêÞ óõìðåñáóìáôïëïãßá.

[ÊáôáíïìÞ ÷2]: ¸óôù ×1; ×2; :::; ×í í áíåîÜñôçôåò êáé éóüíïìåò ô.ì. ìå ôõðéêÞ

êáíïíéêÞ êáôáíïìç Í(0; 1). Ç êáôáíïìÞ ôçò ô.ì.

U = X2
1 + X2

2 + ::: + X2
í

ëÝãåôå ÷2 (÷é-ôåôñÜãùíï) ìå í-âáèìïýò åëåõèåñßáò (â.å.). ÓõìâïëéêÜ

÷2
í =

í∑
1

Í(0; 1)2:

Ç ÷2 êáôáíïìÞ åßíáé ëïîÞ ðñüò ôá äåîéÜ, êáé êáèþò ïé â.å. áõîÜíïõí ç ëïîüôçôá
ìåéþíåôáé. ¸÷åé

• Å(÷2
í) = í

• V ar(÷2
í) = 2í

êáé åðéðëÝïí ç ÷2
í ðñïóåããßæåôáé áðü ôçí êáíïíéêÞ üôáí í →∞. Ïé óõíÞèåéò ðßíáêåò

ôçò ÷2
í äßíïõíôá áíôßóôñïöá åêáôïóôéáßá óçìåßá ÷2

á;í ãéá â.å. í < 30. Ôá óçìåßá áõôÜ
ïñßæïíôáé áðü ôç ó÷Ýóç

P (÷2
í ≥ ÷2

á;í) = á:

[ÊáôáíïìÞ t]: ¸óôù × ∼ Í(0; 1) êáé Õ ∼ ÷2
í , ìå × êáé Õ áíåîÜñôçôåò ô.ì. Ç

êáôáíïìÞ ôçò ô.ì.

Ô =
X√
Y=í

ëÝãåôå t-êáôáíïìÞ ìå í âáèìïýò åëåõèåñßáò. ÓõìâïëéêÜ

tí =
Í(0; 1)√
÷2
í=í

:
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Ç t êáôáíïìÞ åßíáé óõììåôñéêÞ ãýñù áðü ôïí Üîïíá × = 0 êáé ìïéÜæåé ðïëý ìå ôçí
êáíïíéêÞ. ¸÷åé

• Å(tí) = 0

• V ar(tí) = í
í−2

êáé åðéðëÝïí t∞ = N(0; 1). Ïé óõíÞèåéò ðßíáêåò ôçò t äßíïõíôá áíôßóôñïöá åêáôïóôéáßá
óçìåßá tá;í ðïõ ïñßæïíôáé áðü ôç ó÷Ýóç

P (Tí ≥ tá;í) = á:

Ëüãù óõììåôñßáò t1−á;í = tá;í:

[ÊáôáíïìÞ F ]: ¸óôù ×1 ∼ ÷2
í1 êáé ×2 ∼ ÷2

í2 , ìå ×1 êáé ×2 áíåîÜñôçôåò ô.ì. Ç
êáôáíïìÞ ôçò ô.ì.

Ô =
X1=í1

×2=í2

ëÝãåôå F -êáôáíïìÞ ìå í1; í2 âáèìïýò åëåõèåñßáò. ÓõìâïëéêÜ

Fí1;í2 =
÷2
í1=í1

÷2
í2=í2

:

Ç F êáôáíïìÞ åßíáé áóõììåôñéêÞ. ¸÷åé

• Å(Fí1;í2) = í2
í2−2

, í2 > 2

• V ar(Fí1;í2) =
2í22(í1+í2−2)

í1(í2−2)2(í2−4)
, í2 > 4.

Ôá áíôßóôñïöá åêáôïóôéáßá óçìåßá ôçò F ïñßæïíôáé áðü ôç ó÷Ýóç

P (Fí1;í2 ≥ Fá;í1;í2) = á:

Ìå âÜóç ôïõò ïñéóìïýò ìðïñïýìå íá äåßîïõìå üôé

t2í = F1;í:

ÐñÜãìáôé, áí X ∼ N(0; 1) êáé Y ∼ ÷2
í (áíåîÜñôçôåò), ôüôå T = X√

Y=í
∼ tí.

Åßíáé X2 ∼ ÷2
1 , Üñá T

2 = X2

Y=í
∼ F1;í:
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Äåéãìáôïëçøßá áðü êáíïíéêïýò ðëçèõóìïýò

[Èåþñçìá]: ¸óôù ×1; ×2; :::; ×í ôõ÷áßï äåßãìá áðü Ýíá ðëçèõóìü × , ìå ìÝóç ôéìÞ ì

êáé äéáóðïñÜ ó2. Ôüôå

1. Å(×̄) = ì

2. V ar(X̄) = ó2

í

3. Å(S2) = ó2.

[Áðüäåéîç]:

1. Å(×̄) = Å[
∑

í

i=1 Xi

í
] =

∑
í

i=1 Å(Xi)

í
= íì

í
= ì:

2. V ar(×̄) = V ar[
∑

í

i=1 Xi

í
] =

∑
í

i=1 V ar(Xi)

í2
= íó2

í2
= ó2

í
:

3.

E(S2) =
1

í − 1
E
(∑

(Xi − ×̄)2
)

=
1

í − 1
E
(∑

(X2
i − 2Xi×̄ + ×̄2)

)
=

1

í − 1
Å
(∑

(X2
i )−

∑
(2Xi×̄) + íX̄2

)
=

1

í − 1
Å
(∑

(X2
i )− 2í×̄2 + íX̄2

)
=

1

í − 1

(∑
Å(X2

i )− íÅ(×̄2)
)

=
1

í − 1

(
íÅ(X2)− íÅ(×̄2)

)
=

í

í − 1

(
ó2 + ì2 − V ar(×̄)− E(X̄)2

)
=

í

í − 1

(
ó2 − ó2

í

)
=

í

í − 1

(
í − 1

í
ó2

)
= ó2:
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[Ðüñéóìá]: ¸óôù (×11; ×12; :::; ×1í1) ôõ÷áßï äåßãìá ìåãÝèïõò í1 áðü ðëçèõóìü ìå

ìÝóç ôéìÞ ì1 êáé äéáóðïñÜ ó2
1, êáé (×21; ×22; :::; ×2í2) ôõ÷áßï äåßãìá ìåãÝèïõò í2 áðü

ðëçèõóìü ìå ìÝóç ôéìÞ ì2 êáé äéáóðïñÜ ó2
2. Ôüôå

1. Å(×̄1 − ×̄2) = ì1 − ì2

2. V ar(X̄1 − X̄2) =
ó2
1

í1
+

ó2
2

í2
:

[Èåþñçìá]: ¢í ×1; ×2; :::; ×í åßíáé áíåîÜñôçôåò ô.ì. ðïõ Ý÷ïõí ÷2 êáôáíïìÞ ìå â.å.
ê1; ê2; :::; êí, ôüôå ç ô.ì.

Õ =
í∑

i=1

×i

Ý÷åé ÷2 êáôáíïìÞ ìå ê1 + ê2 + ::: + êí â.å.

[Èåþñçìá]: ¸óôù ×1; ×2; :::; ×í ôõ÷áßï äåßãìá áðü Ýíá êáíïíéêü ðëçèõóìü, ìå ìÝóç

ôéìÞ ì êáé äéáóðïñÜ ó2. Ôüôå

• ×̄ ∼ N(ì; ó2=í)

• ôá óôáôéóôéêÜ ×̄ êáé S2 åßíáé áíåîÜñôçôá

• ç äåéãìáôéêÞ êáôáíïìÞ ôïõ

(í − 1)S2

ó2
∼ ÷2

í−1
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[Èåþñçìá]: ¸óôù ×1; ×2; :::; ×í ôõ÷áßï äåßãìá áðü Ýíá êáíïíéêü ðëçèõóìü, ìå ìÝóç

ôéìÞ ì êáé äéáóðïñÜ ó2. Ôüôå ç óôáôéóôéêÞ óõíÜñôçóç ×̄−ì
S=
√
í
áêïëïõèåß t-êáôáíïìÞ ìå

í-1 â.å. ÓõìâïëéêÜ
×̄ − ì

S=
√
í
∼ tí−1:

[Áðüäåéîç]: Ãíùñßæïõìå üôé

×̄ ∼ N(ì; ó2=í) Þ
×̄ − ì

ó=
√
í
∼ N(0; 1)

êáé
(í − 1)S2

ó2
∼ ÷2

í−1

ÅðéðëÝïí, ïé ìåôáâëçôÝò ×̄ êáé S2 åßíáé óôáôéóôéêþò áíåîÜñôçôåò. ¸ôóé Ý÷ïõìå

×̄−ì
ó=
√
í√

(í−1)S2

ó2 =(í − 1)
=
×̄ − ì

S=
√
í
∼ tí−1:

[Èåþñçìá]: ¸óôù ïé äéáêõìÜíóåéò äýï ô.ä. ìåãÝèïõò í1 êáé í2 áðü äýï áíåîáñôçôïõò

êáíïíéêïýò ðëçèõóìïýò ìå ìÝóåò ôéìÝò êáé äéáêõìÜíóåéò (ì1; ó
2
1) êáé (ì2; ó

2
2) áíôßóôïé÷á.

Ôüôå
S2

1=ó
2
1

S2
2=ó

2
2

∼ Fí1−1;í2−1:

[Áðüäåéîç]: Ãíùñßæïõìå üôé

(í1 − 1)S2
1

ó2
1

∼ ÷2
í1−1 êáé

(í2 − 1)S2
2

ó2
2

∼ ÷2
í2−1:

Åöáñìüæïíôáò ôïí ïñéóìü ãéá ôçí F-êáôáíïìÞ Ý÷ïõìå

(í1−1)S2
1

ó2
1

=(í1 − 1)

(í2−1)S2
2

ó2
2

=(í2 − 1)
=
S2

1=ó
2
1

S2
2=ó

2
2

∼ Fí1−1;í2−1:
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[Ê.Ï.È.]: ¸óôù ×1; ×2; :::; ×í ôõ÷áßï äåßãìá áðü Ýíá Üðåéñï ðëçèõóìü, ìå ìÝóç ôéìÞ
ì êáé äéáóðïñÜ ó2. Ôüôå üôáí í →∞ ç êáôáíüìç ôïõ

Z =
×̄ − ì

ó=
√
í

ôåßíåé óôçí Í(0; 1). (ÐñáêôéêÜ ôï åöáñìüæïõìå ãéá í > 30).

[Èåþñçìá]: ¢í ×̄ åßíáé ï äåéãìáôéêüò ìÝóïò áðü Ýíá ô.ä. ìåãÝèïõò í áðü êáíïíéêÜ

ðëçèõóìü ìå ìåóü ì êáé äéáóðïñÜ ó2, ç äåéãìáôéêÞ êáôáíïìÞ ôïõ ôüôå åßíáé ç êáíïíéêÞ
êáôáíïìÞ ìå ìåóï ì êáé äéáóðïñá ó2=í. ÄçëáäÞ,

×̄ ∼ N(ì;
ó2

í
) Þ

í∑
i=1

Xi = í×̄ ∼ N(íì; íó2)

.

[ÐáñÜäåéãìá 1]: ¸óôù Ýíá ìç÷Üíçìá ðïõ âãÜæåé áíáøõêôéêÜ. Ç ðïóïôçôá áíáøõêôéêïý
ðïõ âãáßíåé åßíáé ìéá ô.ì. ìå ìÝóç ôéìÞ 200ml êáé ôõðéêÞ áðüêëéóç 15ml. ÐïéÜ ç
ðéèáíüôçôá ç ìÝóç ðïóüôçôá áìáøõêôéêïý óå Ýíá ô.ä. ìåãÝèïõò 36 íá åßíáé ôïõëÜ÷éóôïí
204ml;

[Ëýóç]: Ãíùñßæïõìå üôé ç êáôáíïìÞ ôïõ ×̄ Ý÷åé ìÝóç ôéìÞ ì×̄ = 200 êáé ó×̄ =
15√
36

= 2:5. Óýìöùíá ìå ôï Ê.Ï.È. ç êáôáíïìÞ èá åßíáé êáôá ðñïóÝããéóç êáíïíéêÞ.

ÅðïìÝíùò

P (X̄ ≥ 204) = P

(
Z ≥ 204− 200

2:5

)
= P (Z ≥ 1:6) = 0:0548:
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[ÐáñÜäåéãìá 2]: Èåùñïýìå üôé êáôÜ ôçí êáôáóêåõÞ åíüò åîáñôÞìáôïò ãéá Ýíá ìç÷Üíçìá,
ôï ðÜ÷ïò ôïõ åßíáé ç ðéï óçìáíôéêÞ ôïõ äéÜóôáóç. Ç äéáäéêáóßá êáôáóêåõÞò èåùñåßôáé
ûðü Ýëåã÷ï" åÜí ç ðñáãìáôéêÞ ìåôáâëçôüôçôá ãéá ôï ðÜ÷ïò ôïõ åîáñôÞìáôïò åßíáé
ó = 0:60 ÷éëéïóôÜ ôçò ßíôóáò. Ãéá íá êÜíïõìå åëÝã÷ïõò óôç ðáñáãùãÞ, ô.ä. ìåãÝèïõò
í=20 ëáìâÜíïíôáé ðåñéïäéêÜ êáé ç ðáñáãùãÞ êñßíåôáé "åêôüò åëÝã÷ïõ" Üí ç ðéèáíüôçôá
ôï S2 íá ðÜñåé ôéìÝò ìåãáëýôåñåò Þ ßóåò áðü ôçí ðáñáôçñïýìåíç äåéãìáôéêÞ ôéìÞ åßíáé
0.01 êáé êÜôù. Ôé êñßíïõìå ãéá ôçí ðáñáãùãÞ Üí óå Ýíá äåßãìá Ý÷ïõìå s = 0:84
÷éëéïóôÜ ôçò ßíôóáò?

[Ëýóç]: Ç äéáäéêáóßá èá åßíáé "åêôüò åëÝã÷ïõ" Üí (í−1)s2

ó2 , ìå í=20 êáé ó = 0:60
îåðåñíÜ ôçí ôéìÞ ÷2

0:01;19 = 36:191. Ïðüôå

(í − 1)s2

ó2
=

19(0:84)2

(0:60)2
= 37:24

Óõíåðþò, åßíáé "åêôüò åëÝã÷ïõ".
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[ÐáñÜäåéãìá 3]: Óå 16 1-þñáò åëÝã÷ïõò, Ýíáò êéíçôÞñáò êáôáíÜëùóå êáôá ìÝóï üñï
16.4 ëßôñá âåíæßíçò ìå ôõðéêÞ áðüêëéóç 2.1 ëßôñá. ÅëÝãîôå ôçí õðüèåóç üôé ç ìÝóç
êáôáíÜëùóç ôïõ êéíçôÞñá åßíáé 12.0 ëßôñá ôçí þñá.

[Ëýóç]: ¸÷ïõìå í=16, ì = 12:0, x̄ = 16:4 êáé s = 2:1. Ôüôå

t =
x̄− ì

s=
√
í

=
16:4− 12:0

2:1=
√

16
= 8:38:

Áðü ôçí t-êáôáíïìÞ ìå í-1=15 â.å. âëÝðïõìå üôé ãéá Ô > 2:947 ç ðéèáíüôçôá åßíáé
0.005. Óõíåðþò ãéá ôéìÝò ìåãáëýôåñåò ôïõ 8 ç ðéèáíüôçôá èá ðñÝðåé íá åßíáé áìåëçôÝá.
Óõíåðþò óõìðåñÝíïõìå üôé ç ìÝóç êáôáíÜëùóç èá ðñåðåé íá åßíáé ìáãáëýôåñç ôùí 12
ëßôñùí/þñá.
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[ÐáñÜäåéãìá 4]: ¸óôù 100 ðáñáôçñÞóåéò áðü ôçí U(−1; 1), êáé Ýóôù

S100 = X1 + X2 + : : : + X100:

Ná õðïëïãßóåôå ôçí ðéèáíüôçôá

P (|S100| ≤ 10): [ÄíåôáéÖ(1:73) = 0:96]

[Ëýóç]: Ãíùñßæïõìå üôé:

×̄ ∼ N(ì; ó2=í)⇒ S100 ∼ N(100ì; 100ó2);

üðïõ ó2 = (1−(−1))2

12
= 1

3
êáé ì = 1+(−1)

2
= 0. ¢ñá

S100 ∼ N

(
0;

100

3

)
:

ÅðïìÝíùò:

P (|S100| ≤ 10) = P (−10 ≤ S100 ≤ 10) =

P

(
−10√
100=3

≤ S100√
100=3

≤ 10√
100=3

)
= P

(
−
√
3 ≤ z ≤

√
3
)

=

Ö(1:73)− Ö(−1:73) = 2Ö(1:73)− 1 =

2(0:96)− 1 = 0:92:
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