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1. ΄Εστω (X ,B,µ,T ) ένα σύστηµα που διατηρεί το µέτρο και UT f := f ◦ T ο αντίστοιχος τελεστής
Koopman. ΄Εστω επίσης M(X ,B) ο χώρος των µετρήσιµων συναρτήσεων f : X → C. ∆είξτε ότι κάθε
ιδιοτιµή του τελεστή UT : M(X ,B)→M(X ,B) έχει αναγκαστικά µέτρο ένα· συγκεκριµένα, δείξτε ότι,
αν UT f = λ f , µ-σχεδόν παντού, για κάποιο λ ∈ C και κάποια µετρήσιµη f : X → C που δεν είναι
µ-σχεδόν παντού ίση µε µηδέν, τότε |λ |= 1.
[Υπόδειξη: ΄Ασκηση 1 Φυλλαδίου 2.]

2. Θεωρείστε το σύστηµα (X ,B,µ,T ) µε X = T2, B =B(T2) την σ-άλγεβρα Borel του T2, µ το µέτρο
Lebesgue στον T2 και T : X → X τον µετασχηµατισµό

T (x,y) =
(
x+2y (mod 1) , 3x+4y (mod 1)

)
.

Εξετάστε κατά πόσο το σύστηµα (X ,B,µ,T ) είναι mixing (ασθενώς ή ισχυρά).

3. ΄Εστω α = (α1, . . . ,αd) ∈ [0,1)d. Θεωρείστε το σύστηµα (X ,B,µ,Tα) µε X = Td, B = B(Td)
την σ-άλγεβρα Borel του Td, µ το µέτρο Lebesgue στον Td και Tα : X → X τον µετασχηµατισµό
Tα(x) = x+α (mod 1), x = (x1, . . . ,xd), δηλαδή

Tα(x1, . . . ,xd) =
(
x1 +α1 (mod 1), . . . ,xd +αd (mod 1)

)
.

Βρείτε για ποιες (αν κάποιες) τιµές του α το σύστηµα είναι ασθενώς mixing.

4. ΄Εστω (X ,B,µ,T ) ένα σύστηµα που διατηρεί το µέτρο και k ∈N. ∆είξτε ότι το σύστηµα (X ,B,µ,T )
είναι ασθενώς mixing (ισχυρά mixing) ανν το σύστηµα (X ,B,µ,T k) είναι ασθενώς mixing (ισχυρά
mixing).

5. ΄Εστω (X ,B,µ,T ) ένα σύστηµα που διατηρεί το µέτρο. ∆είξτε ότι το σύστηµα είναι ισχυρά mixing
ανν 〈Un

T f ,g〉 → 〈 f ,1X〉〈1X ,g〉 (n→ ∞) για όλες τις f και g σε ένα πυκνό υποσύνολο του L2(X ,B,µ).
[Για f ,g ∈ L2(X ,B,µ), όπου (X ,B,µ) ένας χώρος µέτρου, 〈 f ,g〉 :=

∫
X f ḡdµ. Επίσης 1X είναι η

χαρακτηριστική συνάρτηση του συνόλου X , δηλαδή η ταυτοτικά ένα συνάρτηση.]

6. ΄Εστω (X ,B,µ,T ) ένα ασθενώς mixing σύστηµα που διατηρεί το µέτρο. ∆είξτε ότι για κάθε
f ∈ L2(X ,B,µ),

1
n

n−1

∑
k=0

f ◦T k2 L2

−−−−→
(n→∞)

∫
X

f dµ.

[Υπόδειξη: Μπορείτε να χρησιµοποιήσετε το γεγονός ότι, για α ∈ RrQ, n−1
∑

n−1
k=0 e2πiαk2 (n→∞)−−−−→ 0.]

7. (α) ΄Εστω (X ,B,µ,T ) ένα ασθενώς mixing σύστηµα που διατηρεί το µέτρο, f ∈ L1(X ,B,µ) µία
ολοκληρώσιµη συνάρτηση και α ∈ RrQ. ∆είξτε ότι

lim
n→∞

1
n

n−1

∑
k=0

e2πikα f ◦T k = 0 µ-σχεδόν παντού.



(ϐ) ∆είξτε επίσης ότι, για α ∈ R άρρητο και f : R→ C µία 1-περιοδική, Borel µετρήσιµη συνάρτηση
µε
∫ 1

0 | f (x)| dx <+∞,

lim
n→∞

1
n

n−1

∑
k=0

e2πikα f (2kx) = 0 για µ-σχεδόν κάθε x ∈ R.

8. ΄Εστω (X ,B,µ,T ) ένα αντιστρέψιµο σύστηµα που διατηρεί το µέτρο και B ∈B µε µ(B)> 0. ΄Εστω
NB(x) := inf{n ∈ N : T n(x) ∈ B}, για x ∈ X , όπου inf∅=+∞. ΄Εστω ακόµη

A := B∩

(⋂
n∈N

⋃
m>n

T−m(B)

)
∩

(⋂
n∈N

⋃
m>n

T m(B)

)
= B∩ lim

m
T−m(B)∩ lim

m
T m(B)

και TA : A→ A µε
TA(x) = T NB(x)(x), x ∈ A,

ο επαγώµενος µετασχηµατισµός. ΄Εστω, τέλος, BA = {A∩C : C ∈B} και µA το µέτρο µA(C) :=
µ(C)/µ(A) στον µετρήσιµο χώρο (A,BA). Θεωρώντας γνωστό ότι το (A,BA,µA,TA) είναι ένα σύστηµα
που διατηρεί το µέτρο, δείξτε ότι είναι αντιστρέψιµο.


