
16 Μια µαθηµατική εισαγωγή στη λογική

1.1 Η γλώσσα της προτασιακής λογικής

Υποθέτουµε ότι µας δίνεται µια άπειρη ακολουθία από διαφορετικά αντικείµενα, τα
οποία ονοµάζουµε σύµβολα και στα οποία δίνουµε κάποια ονόµατα (Πίνακας ΙΙ).
Υποθέτουµε επίσης ότι κανένα από αυτά τα σύµβολα δεν είναι πεπερασµένη ακο-
λουθία άλλων συµβόλων.

Πίνακας II

Σύµβολο Πλήρης ονοµασία Σχόλια

( αριστερή παρένθεση στίξη
) δεξιά παρένθεση στίξη
¬ σύµβολο άρνησης φυσική γλώσσα: όχι
∧ σύµβολο σύζευξης φυσική γλώσσα: και
∨ σύµβολο διάζευξης φυσική γλώσσα: ή

(µη αποκλειστικό)
→ σύµβολο συνθήκης φυσική γλώσσα: αν , τότε
↔ σύµβολο αµφίδροµης συνθήκης φυσική γλώσσα: αν και µόνο αν
Α1 πρώτο σύµβολο πρότασης
Α2 δεύτερο σύµβολο πρότασης
· · ·
Αn n-οστό σύµβολο πρότασης
· · ·

Στο σηµείο αυτό είναι απαραίτητα κάποια διευκρινιστικά σχόλια:

1. Τα πέντε σύµβολα

¬, ∧, ∨, →, ↔

ονοµάζονται προτασιακοί σύνδεσµοι. Η χρήση τους περιγράφεται στην τρίτη στήλη
του παραπάνω πίνακα. Οι προτασιακοί σύνδεσµοι, µαζί µε τις παρενθέσεις, αποτε-
λούν τα λογικά σύµβολα. Στη µετάφραση προς και από τη φυσική γλώσσα, ο ρόλος
τους δεν αλλάζει ποτέ. Τα σύµβολα προτάσεων είναι οι παράµετροι (ή αλλιώς τα
εξωλογικά σύµβολα). Η µετάφρασή τους δεν είναι καθορισµένη· αντιθέτως, όπως θα
δείξουµε σύντοµα, µπορούν να δεχθούν ποικίλες ερµηνείες.
2. Έχουµε εισαγάγει απειράριθµα σύµβολα προτάσεων. Από τη µία πλευρά, µια

πιο λιτή εναλλακτική επιλογή θα ήταν να εισαγάγουµε ένα σύµβολο πρότασης, Α,
και έναν τόνο, ′, οπότε θα µπορούσαµε να χρησιµοποιούµε τη δυνητικά άπειρη ακο-
λουθία

A,A′,A′′, . . .

Απόσπασµα από:  H.B. Enderton, Μια Μαθηµατική Εισαγωγή στη Λογική, Παν. Εκδόσεις Κρήτης, 2013
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αντί της
A1,A2,A3 . . . .

Αυτή η επιλογή έχει το πλεονέκτηµα ότι µειώνει το συνολικό πλήθος των διαφορε-
τικών συµβόλων στα εννέα. Από την άλλη πλευρά, µια λιγότερο λιτή εναλλακτική
επιλογή θα ήταν να επιτρέψουµε ένα αυθαίρετο σύνολο από σύµβολα προτάσεων,
αριθµήσιµο ή όχι. Τα περισσότερα από τα συµπεράσµατα αυτού του κεφαλαίου θα
εξακολουθούσαν να ισχύουν σε αυτήν την περίπτωση· οι εξαιρέσεις αφορούν κυρίως
την Ενότητα 1.7.
3. Στην αγγλόγλωσση βιβλιογραφία, ορισµένοι λογικολόγοι προτιµούν αντί για

τους όρους sentence και sentential logic (Σ.τ.Μ.: τους οποίους αποδίδουµε «πρό-
ταση» και «προτασιακή λογική», αντίστοιχα) να χρησιµοποιούν τους όρους propo-
sition και propositional logic. Αυτό οφείλεται στο ότι θέλουν µε τον όρο «sentence»
να δηλώνουν µια συγκεκριµένη φράση, και µε τον όρο «proposition» να δηλώνουν
τον ισχυρισµό τον οποίο αντιπροσωπεύει µια πρόταση.
4. Αν και ονοµάζουµε αυτά τα αντικείµενα «σύµβολα», παραµένουµε ουδέτεροι

ως προς το ποιο θα µπορούσε να είναι το ακριβές οντολογικό status των συµβόλων.
Στην αριστερή στήλη του πίνακα συµβόλων µας, αναγράφονται ονόµατα των συµ-
βόλων. Παραδείγµατος χάριν, τοA243 είναι ένα σύµβολο, και συγκεκριµένα το 243ο
σύµβολο πρότασης. (Από την άλλη πλευρά, το «A243» είναι ένα όνοµα αυτού του
συµβόλου. Το σύµβολο συνθήκης πιθανόν να έχει ή να µην έχει τη γεωµετρική ιδιό-
τητα να έχει σχήµα βέλους, το όνοµά του όµως, «→», έχει αυτήν την ιδιότητα.) Τα
ίδια τα σύµβολα µπορεί να είναι σύνολα, αριθµοί, βώλοι, ή αντικείµενα από ένα σύµ-
παν γλωσσικών αντικειµένων. Στην τελευταία αυτή περίπτωση, είναι πιθανό να είναι
στην πραγµατικότητα τα ίδια αντικείµενα µε τα ονόµατα που χρησιµοποιούµε για
αυτά.Μια άλλη δυνατότητα, την οποία θα εξηγήσουµε στο επόµενο κεφάλαιο, είναι
ότι τα σύµβολα προτάσεων είναι και τα ίδια τύποι σε µια άλλη γλώσσα.
5. Έχουµε υποθέσει ότι κανένα σύµβολο δεν είναι πεπερασµένη ακολουθία άλλων

συµβόλων. Αυτό που εννοούµε είναι ότι, όχι µόνο τα σύµβολα του πίνακα είναι δια-
φορετικά µεταξύ τους (π.χ., A3 ̸=↔), αλλά και κανένα από αυτά δεν είναι πεπερα-
σµένη ακολουθία δύο ή περισσότερων συµβόλων. Παραδείγµατος χάριν, απαιτούµε
ότι A3 ̸= ⟨¬,A4, (⟩. Σκοπός αυτής της παραδοχής είναι να διασφαλιστεί ότι οι πεπε-
ρασµένες ακολουθίες συµβόλων µπορούν να αναλυθούν µε έναν και µόνο τρόπο.
Αν

⟨a1, . . . , am⟩ = ⟨b1, . . . , bn⟩

και καθένα εκ των ai και bj είναι σύµβολο, τότεm = n και ai = bi. (Βλ.Κεφάλαιο 0,
Λήµµα 0A, και τα σχόλια που ακολουθούν το λήµµα.)

Μια έκφραση είναι µια πεπερασµένη ακολουθία συµβόλων.Μπορούµε να καθορί-
σουµε µια έκφραση συναρµόζοντας τα ονόµατα των συµβόλων· δηλαδή, η έκφραση
(¬A1) είναι η ακολουθία ⟨(,¬,A1, )⟩. Ο συµβολισµός αυτός επεκτείνεται ως εξής:
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Αν οι α και β είναι ακολουθίες συµβόλων, τότε η αβ είναι η ακολουθία που περιλαµ-
βάνει πρώτα τα σύµβολα της ακολουθίας α και κατόπιν τα σύµβολα της ακολουθίας
β.
Παραδείγµατος χάριν, αν οι α και β είναι οι εκφράσεις που δίνονται από τις εξι-

σώσεις

α = (¬A1),

β = A2,

τότε η (α→ β) είναι η έκφραση

((¬A1)→A2).

Ας δούµε τώρα µερικές ενδεικτικές πιθανές µεταφράσεις προτάσεων της φυσι-
κής γλώσσας σε εκφράσεις της τυπικής γλώσσας. Έστω A, B, . . . , Z τα πρώτα 26
σύµβολα προτάσεων (παραδείγµατος χάριν, E = A5.)

1. Φυσική γλώσσα: Ο ύποπτος πρέπει να αποφυλακιστεί.Μετάφραση: R.
Φυσική γλώσσα: Τα στοιχεία που προέκυψαν είναι αποδεκτά.Μετάφραση: E.
Φυσική γλώσσα: Τα στοιχεία που προέκυψαν είναι µη αποδεκτά. Μετάφραση:

(¬E).
Φυσική γλώσσα: Τα στοιχεία που προέκυψαν είναι αποδεκτά, και ο ύποπτος δεν

πρέπει να αποφυλακιστεί.Μετάφραση: (E∧ (¬R)).
Φυσική γλώσσα: Τα στοιχεία που προέκυψαν είναι αποδεκτά, ή ο ύποπτος πρέπει

να αποφυλακιστεί (ή και τα δύο).Μετάφραση: (E∨R).
Φυσική γλώσσα: Τα στοιχεία που προέκυψαν είναι αποδεκτά, ή ο ύποπτος πρέπει

να αποφυλακιστεί, αλλά όχι και τα δύο. Μετάφραση: ((E ∨ R) ∧ (¬ (E ∧ R))). Το
σύµβολο ∨ θα χρησιµοποιείται πάντοτε ως µετάφραση της λέξης «ή» στη µη απο-
κλειστική της έννοια, δηλ. «και/ή».
Φυσική γλώσσα: Τα στοιχεία που προέκυψαν είναι µη αποδεκτά, αλλά ο ύποπτος

δεν πρέπει να αποφυλακιστεί. Μετάφραση: ((¬E)∧ (¬R)). Από την άλλη πλευρά,
η έκφραση ((¬E) ∨ (¬R)) µεταφράζεται σε φυσική γλώσσα ως εξής: Τα στοιχεία
που προέκυψαν είναι µη αποδεκτά, ή ο ύποπτος δεν πρέπει να αποφυλακιστεί.
2. Φυσική γλώσσα: Αν οι ευχές είναι άτια, τότε οι ζητιάνοι θα ιππεύσουν. Μετά-

φραση: (W→ B).
Φυσική γλώσσα: Οι ζητιάνοι θα ιππεύσουν, αν και µόνο αν οι ευχές είναι άτια.

Μετάφραση: (B↔W).
3. Φυσική γλώσσα: Αυτό το αγαθό αποτελεί πλούτο αν και µόνο αν είναι µεταβι-

βάσιµο, δυσεύρετο, και προκαλεί ευχαρίστηση ή αποτρέπει τον πόνο. Μετάφραση:
(W↔ (T ∧ (L ∧ (P ∨ Q)))). Στην προκειµένη περίπτωση, W είναι η µετάφραση
του «Αυτό το αγαθό αποτελεί πλούτο». Βέβαια, στο προηγούµενο παράδειγµα χρη-
σιµοποιήσαµε τοW ως µετάφραση µιας διαφορετικής πρότασης. ∆εν είµαστε όµως
δεσµευµένοι σε κάποια συγκεκριµένη µετάφραση.
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Μια προειδοποίηση: Μη συγχέετε µια πρόταση σε φυσική γλώσσα (Τα τριαντά-
φυλλα είναι κόκκινα) µε µια µετάφραση αυτής της πρότασης στην τυπική γλώσσα
(όπως π.χ.R).Πρόκειται για διαφορετικά πράγµατα.Η πρόταση στη φυσική γλώσσα
είναι προφανώς είτε αληθής είτε ψευδής. Η τυπική έκφραση, όµως, είναι απλώς µια
ακολουθία συµβόλων. Πιθανόν σε κάποια συµφραζόµενα να ερµηνεύεται πράγµατι
ως αληθής (ή ψευδής) πρόταση της φυσικής γλώσσας, αλλά µπορεί σε κάποια άλλα
συµφραζόµενα να έχει άλλες ερµηνείες.
Ορισµένες εκφράσεις δεν είναι δυνατόν να προκύψουν ως µεταφράσεις καµίας

πρότασης της φυσικής γλώσσας, αλλά είναι απλώς άνευ νοήµατος. Μια τέτοια έκ-
φραση είναι η ακόλουθη:

((→ A3.

Θέλουµε να ορίσουµε ως καλά σχηµατισµένους τύπους (ΚΣΤ) τις εκφράσεις που
είναι «γραµµατικά ορθές»· οι άνευ νοήµατος εκφράσεις θα πρέπει να αποκλειστούν.
Ο ορισµός θα έχει τα εξής επακόλουθα:

(α) Κάθε σύµβολο πρότασης είναι ΚΣΤ.
(β) Αν οι α και β είναι ΚΣΤ, τότε οι (¬α), (α∧β), (α∨β), (α→β), και (α↔β)

είναι επίσης ΚΣΤ.
(γ) Καµία έκφραση δεν είναι ΚΣΤ εκτός αν αυτό επιβάλλεται από κάποιο εκ των

(α) και (β).

Αυτή η τρίτη ιδιότητα (περί «επιβολής») θα ήταν χρήσιµο να διατυπωθεί ακρι-
βέστερα. Καλά σχηµατισµένος τύπος (ή απλώς τύπος ή ΚΣΤ) είναι µια έκφραση που
µπορούµε να την κατασκευάσουµε από τα σύµβολα προτάσεων εφαρµόζοντας για
κάποιο πεπερασµένο πλήθος φορών τις τυποκατασκευαστικέςπράξεις (πάνω σε εκφρά-
σεις) οι οποίες ορίζονται µέσω των εξισώσεων

E¬(α) = (¬α)
E∧(α,β) = (α∧ β),
E∨(α,β) = (α∨ β),
E→(α,β) = (α→ β),

E↔(α,β) = (α↔ β).

Παραδείγµατος χάριν, η έκφραση

((A1 ∧ A10)→ ((¬A3)∨ (A8↔ A3)))

είναι ΚΣΤ, όπως µπορούµε να διαπιστώσουµε αν εξετάσουµε το παρακάτω προγονι-
κό της δέντρο.
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Το δέντρο αυτό απεικονίζει την κατασκευή της έκφρασης από τέσσερα σύµβολα προ-
τάσεων µε πέντε εφαρµογές των τυποκατασκευαστικών πράξεων. Το συγκεκριµένο
παράδειγµα δεν αποτελεί τυπική περίπτωση, καθότι χρησιµοποιεί και τις πέντε τυπο-
κατασκευαστικές πράξεις.Ας δούµε ένα µικρότερο παράδειγµα: η έκφραση A3 είναι
ΚΣΤ· το προγονικό της δέντρο έχει έναν µόνο κόµβο, ενώ κάθε τυποκατασκευαστική
πράξη χρησιµοποιείται µηδέν φορές. Αυτό το παράδειγµα έχει το ελάχιστο δυνατό
µέγεθος, καθώς δεν θεωρούµε ότι η κενή ακολουθία «κατασκευάζεται από τα σύµ-
βολα προτάσεων».
Αυτό το είδος κατασκευής, όπου παίρνει κανείς κάποιους βασικούς δοµικούς λί-

θους (στην προκειµένη περίπτωση τα σύµβολα προτάσεων) και επιβάλλει «κλειστό-
τητα»ως προς κάποιες πράξεις (στην προκειµένη περίπτωση ως προς πέντε πράξεις),
ανακύπτει συχνά στη λογική και σε άλλους κλάδους των µαθηµατικών.Στην Ενότητα
1.4, θα εξετάσουµε αυτό το είδος κατασκευής σε ευρύτερο πλαίσιο.
Μπορούµε να αναπτύξουµε περισσότερο την έννοια της «κατασκευής» ως εξής:

Ορίζουµε ως κατασκευαστική ακολουθία µια πεπερασµένη ακολουθία εκφράσεων
⟨ε1, . . . , εn⟩ τέτοια ώστε για κάθε i ≤ n να ισχύει τουλάχιστον ένα από τα ακόλουθα

εi είναι ένα σύµβολο πρότασης

εi = E¬(εj) για κάποια j < i

εi = E✷(εj , εk) για κάποια j < i, k < i

όπου ✷ είναι ένας από τους δυαδικούς συνδέσµους ∧, ∨,→,↔. Οι καλά σχηµατι-
σµένοι τύποι µπορούν να οριστούν ως εκείνες οι εκφράσεις α για τις οποίες υπάρχει
κάποια κατασκευαστική ακολουθία που τελειώνει µε α.Μπορούµε να θεωρούµε ότι
η εi είναι η έκφραση του σταδίου i της κατασκευαστικής διαδικασίας.
Για να πάρουµε µια κατασκευαστική ακολουθία για το προηγούµενο παράδειγµά

µας
((A1 ∧ A10)→ ((¬A3)∨ (A8↔ A3)))

απλώς συµπτύσσουµε το προγονικό δέντρο σε µια γραµµική διάταξη.
Από αυτού του είδους την κατασκευή απορρέει µια αρχή επαγωγής. Λέµε ότι ένα

σύνολο S είναι κλειστό ως προς µια διθέσια συνάρτηση f ανν για κάθε x ∈ S και
y ∈ S έχουµε ότι f(x, y) ∈ S, και αντίστοιχα για µονοθέσιες συναρτήσεις, κ.ο.κ.
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Αρχή επαγωγής Εάν το S είναι ένα σύνολο από ΚΣΤ που περιέχει όλα τα σύµ-
βολα προτάσεων και είναι κλειστό ως προς τις πέντε τυποκατασκευαστικές πρά-
ξεις, τότε το S είναι το σύνολο όλων των ΚΣΤ.

Πρώτη απόδειξη. Έστω ένας τυχαίος ΚΣΤ α. Ο τύπος αυτός είναι κατασκευα-
σµένος από σύµβολα προτάσεων µε εφαρµογή των τυποκατασκευαστικών πρά-
ξεων για κάποιο πεπερασµένο πλήθος φορών. ∆ιατρέχοντας προς τα πάνω το
αντίστοιχο προγονικό δέντρο, διαπιστώνουµε ότι κάθε έκφραση στο δέντρο
ανήκει στο S. Τελικά (δηλαδή µετά από πεπερασµένο πλήθος βηµάτων) δια-
πιστώνουµε στην κορυφή του δέντρου ότι α ∈ S. ⊣

Δεύτερη απόδειξη. Χρησιµοποιούµε ξανά το ίδιο σκεπτικό, αλλά χωρίς τα δέν-
τρα.Έστω ένας τυχαίος ΚΣΤα.Ο τύπος αυτός είναι το τελευταίο µέλος κάποιας
κατασκευαστικής ακολουθίας ⟨ε1, . . . , εn⟩. Εφαρµόζοντας τη συνήθη ισχυρή
αριθµητική επαγωγή ως προς τον αριθµό i, αντιλαµβανόµαστε ότι κάθε εi ∈ S,
i ≤ n.
∆ηλαδή, υποθέτουµε ως επαγωγική υπόθεση ότι εj ∈ S για κάθε j < i.

Κατόπιν επιβεβαιώνουµε ότι εi ∈ S, εξετάζοντας τις διάφορες περιπτώσεις.
Εποµένως, µε ισχυρή επαγωγή ως προς i, έπεται ότι εi ∈ S για κάθε i ≤ n. Εν
προκειµένω, το τελευταίο µέλος α ανήκει στο S. ⊣

Η αρχή αυτή θα χρησιµοποιηθεί κατά κόρον στις επόµενες σελίδες. Στο ακόλουθο
παράδειγµα χρησιµοποιείται για να δειχθεί ότι ορισµένες εκφράσεις δεν είναι ΚΣΤ.

Παράδειγµα. Οποιαδήποτε έκφραση µε περισσότερες αριστερές από δεξιές παρεν-
θέσεις δεν είναι ΚΣΤ.

Απόδειξη. Η κεντρική ιδέα είναι ότι ξεκινάµε µε σύµβολα προτάσεων (τα οποία
έχουν µηδέν αριστερές και µηδέν δεξιές παρενθέσεις), και κατόπιν εφαρµό-
ζουµε τυποκατασκευαστικές πράξεις, οι οποίες προσθέτουν παρενθέσεις µόνο
συµµετρικά, δηλαδή κατά ζεύγη «οµολόγων». Τοσκεπτικό αυτό µπορεί να ανα-
διατυπωθεί ως εξής: Το σύνολο των «ισοσκελισµένων» ΚΣΤ (δηλαδή αυτών
που έχουν ισάριθµες αριστερές και δεξιές παρενθέσεις) περιέχει όλα τα σύµ-
βολα προτάσεων και είναι κλειστό ως προς τις τυποκατασκευαστικές πράξεις.
Συνεπώς, η αρχή της επαγωγής µας διασφαλίζει ότι όλοι οι ΚΣΤ είναι ισοσκε-
λισµένοι. ⊣

Ένα χαρακτηριστικό των συγκεκριµένων τυποκατασκευαστικών πράξεων που έ-
χουµε ορίσει είναι ότι µόνο διευρύνουν, και δεν συρρικνώνουν ποτέ. ∆ηλαδή, η έκ-
φραση E✷(α,β) περιλαµβάνει πάντοτε ως τµήµα ολόκληρη την ακολουθία α (καθώς
και ολόκληρη την ακολουθία β), συν άλλα σύµβολα. Ειδικότερα, έχει µεγαλύτερο
µήκος τόσο από την α όσο και από τη β.
Αυτό το ειδικό χαρακτηριστικό θα απλουστεύσει το πρόβληµα του να προσδιο-

ρίσουµε, για κάποιον δεδοµένο ΚΣΤ ϕ, το πώς ακριβώς κατασκευάστηκε. Όλοι οι
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«δοµικοί λίθοι» περιλαµβάνονται στην ακολουθία ϕ, δηλαδή αποτελούν τµήµατά
της.Παραδείγµατος χάριν, αν ο ϕ δεν περιέχει το σύµβολο A4, τότε µπορεί να κατα-
σκευαστεί χωρίς να χρησιµοποιηθεί καθόλου το A4 (βλ. Άσκηση 4.)

Ασκήσεις

1. Παραθέστε τρεις προτάσεις σε φυσική γλώσσα µαζί µε τη µετάφραση της καθε-
µίας στην τυπική µας γλώσσα. Οι προτάσεις θα πρέπει να επιλεγούν έτσι ώστε να
έχουν ενδιαφέρουσα δοµή, και καθεµία από τις µεταφράσεις θα πρέπει να περι-
λαµβάνει 15 ή περισσότερα σύµβολα.

2. ∆είξτε ότι δεν υπάρχουν ΚΣΤ µήκους 2, 3 ή 6, αλλά ότι οποιοδήποτε άλλο θετικό
µήκος είναι δυνατό.

3. Έστω ένας ΚΣΤ α· έστω c το πλήθος των θέσεων του α όπου εµφανίζονται δυα-
δικοί σύνδεσµοι (∧, ∨,→,↔)· έστω s το πλήθος των θέσεων του α όπου εµφα-
νίζονται σύµβολα προτάσεων. (Παραδείγµατος χάριν, αν ο α είναι (A→ (¬A)),
τότε c = 1 και s = 2.) Χρησιµοποιώντας την αρχή της επαγωγής, δείξτε ότι
s = c+ 1.

4. Έστω ότι έχουµε µια κατασκευαστική ακολουθία που λήγει στην έκφραση ϕ, και
ότι η ϕ δεν περιέχει το σύµβολο A4. Ας υποθέσουµε ότι διαγράφουµε από την
κατασκευαστική ακολουθία όλες τις εκφράσεις που περιέχουν το A4. ∆είξτε ότι
το αποτέλεσµα παραµένει επιτρεπτή κατασκευαστική ακολουθία.

5. Ας υποθέσουµε ότι ο α είναι ένας ΚΣΤ που δεν περιέχει το σύµβολο της άρνησης,
¬.
(α) ∆είξτε ότι το µήκος του α (δηλ. το πλήθος των συµβόλων στη συµβολοσειρά)

είναι περιττό.
(β) ∆είξτε ότι περισσότερα από το ένα τέταρτο των συµβόλων είναι σύµβολα προ-

τάσεων.

Υπόδειξη: ∆είξτε, µέσω επαγωγής, ότι το µήκος είναι της µορφής 4k + 1 και ότι
το πλήθος των συµβόλων προτάσεων είναι k + 1.

1.2 Απονοµή αληθοτιµών

Θέλουµε να ορίσουµε τι σηµαίνει για έναν ΚΣΤ της γλώσσας µας να έπεται λογικά
από άλλους ΚΣΤ.Παραδείγµατος χάριν, οA1 θα πρέπει να έπεται από τον (A1∧A2).
∆ιότι, ανεξάρτητα από το πώς µεταφράζονται οι παράµετροιA1 καιA2 ξανά σε φυσι-
κή γλώσσα, αν η µετάφραση του (A1 ∧A2) είναι αληθής, τότε η µετάφραση του A1

θα πρέπει να είναι αληθής.Η έννοια όλων των δυνατών µεταφράσεων ξανά σε φυσι-
κή γλώσσα, όµως, είναι λόγω της ασάφειάς της µη λειτουργική. Ευτυχώς, το πνεύµα
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αυτής της έννοιας µπορεί να εκφραστεί µε απλό και ακριβή τρόπο.
Καθορίζουµε άπαξ και δια παντός ένα σύνολο {F, T} από αληθοτιµές που αποτε-

λείται από δύο διαφορετικά σηµεία:

F, που ονοµάζεται ψεύδος,
T, που ονοµάζεται αλήθεια.

(∆εν έχει σηµασία τι είναι τα ίδια αυτά τα σηµεία· θα µπορούσαν κάλλιστα να είναι
οι αριθµοί 0 και 1.) Ορίζουµε ως απονοµή αληθοτιµών (ή αλλιώς αληθοτιµοδοσία) v
για ένα σύνολο S από σύµβολα προτάσεων µια συνάρτηση

v : S → {F, T}

η οποία απονέµει σε κάθε σύµβολο του S είτε το T είτε το F . Αυτές οι απονοµές
αληθοτιµών θα χρησιµοποιηθούν αντί των µεταφράσεων σε φυσική γλώσσα που ανα-
φέρθηκαν στην προηγούµενη παράγραφο.
(Σε αυτό το σηµείο δεσµευόµαστε στη δίτιµη λογική.Μπορεί κανείς να µελετήσει

επίσης την τρίτιµη λογική, όπου υπάρχει ένα σύνολο από τρεις δυνατές αληθοτιµές.
Και, προφανώς, δεν είναι παρά ένα µικρό επιπλέον βήµα να επιτρέψει κανείς 512 ή
ℵ0 αληθοτιµές· ή να θέσει ως σύνολο των αληθοτιµών το µοναδιαίο διάστηµα [0, 1],
ή κάποιον άλλο κατάλληλο χώρο. Ιδιαίτερα ενδιαφέρουσα είναι η περίπτωση όπου
οι αληθοτιµές σχηµατίζουν µια «πλήρη άλγεβρα Boole», όπως λέγεται. Ωστόσο, η
πιο σηµαντική περίπτωση ήταν ανέκαθεν η δίτιµη λογική, οπότε θα περιοριστούµε
σε αυτήν.)
ΈστωS το σύνολο τωνΚΣΤ που µπορούν να κατασκευαστούν από τοS µέσω των

πέντε τυποκατασκευαστικών πράξεων. (Το S µπορεί επίσης να οριστεί ως το σύνολο
των ΚΣΤ των οποίων τα σύµβολα προτάσεων ανήκουν όλα στο S· βλ. τα σχόλια στο
τέλος της προηγούµενης ενότητας.) Θέλουµε µια επέκταση v της v,

v : S → {F, T},

η οποία να απονέµει την ορθή αληθοτιµή σε κάθε ΚΣΤ του S . Η συνάρτηση αυτή θα
πρέπει να ικανοποιεί τις εξής συνθήκες:

0. Για κάθε A ∈ S , v(A) = v(A). (Συνεπώς, η v είναι επέκταση της v.)
Για οποιουσδήποτε α,β που ανήκουν στο S:

1. v((¬α)) =
{

T αν v(α) = F,
F διαφορετικά.

2. v((α ∧ β)) =
{

T αν v(α) = T και v(β) = T,
F διαφορετικά.
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3. v((α ∨ β)) =
{

T αν v(α) = T ή v(β) = T (ή και τα δύο),
F διαφορετικά.

4. v((α→ β)) =
{

F αν v(α) = T και v(β) = F,
T διαφορετικά.

5. v((α↔ β)) =
{

T αν v(α) = v(β),
F διαφορετικά.

Οι συνθήκες 1–5 παρατίθενται σε αναλυτική µορφή στον Πίνακα ΙΙΙ. Σε αυτό
ακριβώς το σηµείο είναι που υπεισέρχεται στις τυπικές ενέργειές µας το επιδιωκό-
µενο νόηµα του συµβόλου π.χ. της σύζευξης. Παρατηρήστε ιδιαίτερα το επιδιωκό-
µενο νόηµα του συµβόλου→.Οποτεδήποτε απονέµεται στον α η τιµή F , ο (α→β)
θεωρείται «αληθής εν κενώ» και του απονέµεται η τιµή T . Για αυτόν και για τους
άλλους συνδέσµους, είναι σίγουρα δυνατό να αναρωτηθεί κανείς αν έχουµε σκεφτεί
µε ακρίβεια το σύνηθες νόηµα των «αν . . . , τότε», «ή», κ.λπ., στον καθηµερινό µας
λόγο.Ωστόσο, το βασικό µας µέληµα είναι περισσότερο οι µαθηµατικές αποφάνσεις
παρά οι λεπτές αποχρώσεις του καθηµερινού λόγου.

Πίνακας III

α β (¬α) (α ∧ β) (α ∨ β) (α→ β) (α↔ β)

T T F T T T T
T F F F T F F
F T T F T T F
F F T F F T T

Παραδείγµατος χάριν, θα µπορούσαµε να µεταφράσουµε την πρόταση «Αν λες
αλήθεια, τότε ο ανηψιός µου είναι πίθηκος» µέσω του τύπου (V→M).Οποτεδήποτε
ψεύδεστε, απονέµουµε σε αυτόν τον τύπο την τιµή T . Απονέµοντας την τιµή T , δεν
ισχυριζόµαστε βέβαια ότι υπάρχει κάποια αιτιακή σύνδεση ανάµεσα στην ειλικρί-
νειά σας και τα τυχόν πιθηκοειδή χαρακτηριστικά του ανηψιού µου. Η συγκεκριµένη
πρόταση είναι µια υπό συνθήκη δήλωση. Βεβαιώνει κάτι σχετικά µε έναν συγγενή
µου υπό την προϋπόθεση ότι ισχύει µια ορισµένη συνθήκη – ότι λέτε την αλήθεια.
Οποτεδήποτε δεν ισχύει αυτή η συνθήκη, η δήλωση είναι αληθής εν κενώ.
Σε αδρές γραµµές, µπορούµε να θεωρούµε ότι ένας υπό συνθήκη τύπος (α→ β)

εκφράζει την υπόσχεση ότι εάν ισχύει µια συγκεκριµένη συνθήκη (δηλ. ότι ο α είναι
αληθής), τότε ο β είναι αληθής. Εάν η συνθήκη α δεν ισχύει τελικά, τότε η υπόσχεση
παραµένει απαραβίαστη, ανεξαρτήτως του β.
Ας δούµε ένα παράδειγµα υπολογισµού της v. Έστω ότι ο α είναι ο ΚΣΤ

((A2→ (A1→ A6))↔ ((A2 ∧ A1)→A6))
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και έστω v η εξής απονοµή αληθοτιµών για το σύνολο {A1,A2,A6}:

v(A1) = T,

v(A2) = T,

v(A6) = F.

Θέλουµε να υπολογίσουµε τη v(α). Μπορούµε να εξετάσουµε το δέντρο που απει-
κονίζει την κατασκευή του α:

Εργαζόµενοι από κάτω προς τα πάνω, µπορούµε να απονείµουµε σε κάθε κόµβο β
του δέντρου την τιµή v(β). Συνεπώς, ως πρώτο βήµα υπολογίζουµε τις τιµές

v((A1→ A6)) = F και v((A2 ∧ A1)) = T.

Κατόπιν, υπολογίζουµε την τιµή v((A2→ (A1→ A6))) = F , κ.ο.κ. Τελικά, στην
κορυφή του δέντρου φτάνουµε στην τιµή v(α) = T .
Στην πραγµατικότητα, ο υπολογισµός αυτός µπορεί να πραγµατοποιηθεί µε πολύ

λιγότερο γράψιµο. Κατ’ αρχάς, µπορούµε να σχεδιάσουµε το δέντρο στην ακόλουθη
πιο λιτή µορφή:
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Ακόµη και αυτό το δέντρο µπορεί να συµπιεστεί σε µία µόνο γραµµή (µε αποκατά-
σταση των παρενθέσεων):

Θεώρηµα 12A Για οποιαδήποτε απονοµή αληθοτιµών v για ένα σύνολο S υπάρ-
χει µια µοναδική συνάρτηση v : S → {F, T} η οποία ικανοποιεί τις προανα-
φερθείσες συνθήκες 0-5.

Η πλήρης απόδειξη αυτού του θεωρήµατος θα αναφανεί στις επόµενες δύο ενό-
τητες (1.3 και 1.4). Το θεώρηµα θα πρέπει όµως ήδη να φαίνεται εξαιρετικά εύλογο,
ιδιαίτερα υπό το φως του παραπάνω παραδείγµατος. Για την απόδειξη της ύπαρξης
της v, το καθοριστικό στοιχείο θα είναι στην πράξη η µοναδικότητα των δέντρων που
αναφέρθηκαν στο παράδειγµα.
Λέµε ότι µια απονοµή αληθοτιµών v ικανοποιεί τον ϕ ανν v(ϕ) = T . (Βέβαια,

για να συµβαίνει αυτό θα πρέπει το πεδίο ορισµού της v να περιλαµβάνει όλα τα
σύµβολα προτάσεων του ϕ.) Έστω τώρα ένα σύνολο Σ από ΚΣΤ (που θεωρούνται
υποθέσεις) και ένας άλλος ΚΣΤ τ (που θεωρείται ένα ενδεχόµενο συµπέρασµα).

Ορισµός. ΤοΣ συνεπάγεται ταυτολογικά τον τ (σε συµβολική γραφή,Σ |= τ ) ανν
κάθε απονοµή αληθοτιµών για τα σύµβολα προτάσεων του Σ και του τ που
ικανοποιεί όλα τα µέλη του Σ ικανοποιεί και τον τ .

Ο ορισµός αυτός αντανακλά τη διαισθητική µας αντίληψη ότι ένα συµπέρασµα
έπεται από ένα σύνολο υποθέσεων εάν η παραδοχή ότι οι υποθέσεις είναι αληθείς
εγγυάται ότι το συµπέρασµα είναι αληθές.
Υπάρχουν διάφορες ειδικές περιπτώσεις της έννοιας της ταυτολογικής συνεπαγω-

γής που θα πρέπει να αναφέρουµε. Ας δούµε κατ’ αρχάς την ειδική περίπτωση όπου
τοΣ είναι το κενό σύνολο∅.Παρατηρούµε ότι είναι αληθές εν κενώ ότι κάθε απονο-
µή αληθοτιµών ικανοποιεί όλα τα µέλη του∅. (Πώς θα µπορούσε να µην ισχύει αυτό;
Μόνο αν υπήρχε κάποιο µη ικανοποιούµενο µέλος του∅, πράγµα άτοπο.)Εποµένως,
έχουµε ότι ∅ |= τ ανν όλες οι απονοµές αληθοτιµών (για τα σύµβολα προτάσεων
του τ ) ικανοποιούν τον τ . Σε αυτήν την περίπτωση λέµε ότι ο τ είναι ταυτολογία
(σε συµβολική µορφή, |= τ ). Παραδείγµατος χάριν, όπως βρήκαµε σε ένα πρόσφατο
παράδειγµα, ο ΚΣΤ ((A2→ (A1→ A6))↔ ((A2 ∧ A1)→ A6)) ικανοποιείται από
µία από τις οκτώ δυνατές απονοµές αληθοτιµών για το σύνολο {A1,A2,A6}. Στην
πραγµατικότητα ικανοποιείται και από τις άλλες επτά, και συνεπώς είναι ταυτολογία.
Μια άλλη ειδική περίπτωση είναι αυτή όπου δεν υπάρχει καµία απονοµή αληθο-

τιµών που να ικανοποιεί όλα τα µέλη του Σ. Τότε, για οποιονδήποτε τ , είναι αληθές
εν κενώ ότι Σ |= τ . Παραδείγµατος χάριν,

{A, (¬A)} |= B.
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Στην προκειµένη περίπτωση δεν υπεισέρχεται καµία µυστηριώδης αρχή· έχουµε απλά
ένα παραπροϊόν των ορισµών µας.

Παράδειγµα. {A, (A→ B)} |= B. Υπάρχουν τέσσερεις απονοµές αληθοτιµών
για το σύνολο {A,B}.Όπως µπορεί να διαπιστωθεί εύκολα, µόνο µία από αυτές
ικανοποιεί αµφότερους τουςA και (A→B), και συγκεκριµένα η v για την οποία
v(A) = v(B) = T . Αυτή η v ικανοποιεί και τον Β.

Αν το Σ είναι το µονοµελές σύνολο {σ}, τότε αντί για «{σ} |= τ» γράφουµε
«σ |= τ». Αν έχουµε ότι σ |= τ και τ |= σ, τότε λέµε ότι οι σ και τ είναι ταυτολογικά
ισοδύναµοι (σε συµβολική µορφή, σ |==| τ ). Παραδείγµατος χάριν, στην Ενότητα
1.0 είδαµε τους ΚΣΤ (¬ (C ∨ K)) και ((¬C) ∧ (¬K)) ως εναλλακτικές µεταφρά-
σεις µιας πρότασης σε φυσική γλώσσα. Πλέον µπορούµε να βεβαιώσουµε ότι είναι
ταυτολογικά ισοδύναµοι.
Μπορούµε ήδη να διατυπώσουµε ένα µη τετριµµένο γεγονός του οποίου η από-

δειξη θα δοθεί παρακάτω (στην Ενότητα 1.7).

Θεώρηµα της συµπάγειας Έστω Σ ένα άπειρο σύνολο από ΚΣΤ τέτοιο ώστε,
για οποιοδήποτε πεπερασµένο υποσύνολο Σ0 του Σ, υπάρχει απονοµή αλη-
θοτιµών που ικανοποιεί όλα τα µέλη του Σ0. Στην περίπτωση αυτή, υπάρχει
απονοµή αληθοτιµών που ικανοποιεί όλα τα µέλη του Σ.

Το θεώρηµα αυτό µπορεί να αναδιατυπωθεί απλούστερα ως εξής: Εάν όλα τα
πεπερασµένα υποσύνολα του Σ είναι ικανοποιήσιµα, τότε και το ίδιο το Σ είναι ικα-
νοποιήσιµο. (Οι αναγνώστες που γνωρίζουν κάποια στοιχεία γενικής τοπολογίας ας
προσπαθήσουν να ανακαλύψουν πού οφείλεται η ονοµασία «θεώρηµα της συµπά-
γειας»· το θεώρηµα όντως βεβαιώνει τη συµπάγεια ενός συγκεκριµένου τοπολογικού
χώρου. Μπορούν λοιπόν να αποδείξουν οι ίδιοι το θεώρηµα, µέσω του θεωρήµατος
του Tychonoff για τους χώρους γινοµένων.)

Πίνακες αληθοτιµών

Υπάρχει µια συστηµατική διαδικασία, την οποία θα παρουσιάσουµε αµέσως παρα-
κάτω, για να ελεγχθεί, για δεδοµένους ΚΣΤ σ1, . . . ,σk, και τ , εάν ισχύει ή όχι ότι

{σ1, . . . ,σk} |= τ.

Ειδικότερα (όταν k = 0), η διαδικασία αυτή διαγιγνώσκει εάν κάποιος δεδοµένος
ΚΣΤ είναι ή δεν είναι ταυτολογία.
Παραδείγµατος χάριν, µπορούµε να δείξουµε ότι

(¬ (A∧ B)) |= ((¬A)∨ (¬B)).

Για τον σκοπό αυτό, εξετάζουµε όλες τις απονοµές αληθοτιµών για το σύνολο {A,B}.
Υπάρχουν τέσσερεις τέτοιες απονοµές· εν γένει, για ένα σύνολο από n σύµβολα
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προτάσεων υπάρχουν 2n απονοµές αληθοτιµών. Οι τέσσερεις απονοµές µπορούν να
παρατεθούν σε έναν πίνακα:

Α Β
T T
T F
F T
F F

Στη συνέχεια, µπορούµε να επεκτείνουµε τον πίνακα συµπεριλαµβάνοντας τους
τύπους (¬ (A ∧ B)) και ((¬A) ∨ (¬B)). Για κάθε τύπο υπολογίζουµε τα T και F
µε τον τρόπο που περιγράψαµε προηγουµένως, γράφοντας την αληθοτιµή κάτω από
τον σωστό σύνδεσµο (Πίνακας IV). (Οι δύο ακραίες αριστερές στήλες του Πίνακα
IV είναι στην πραγµατικότητα περιττές.) Όπως µπορούµε να δούµε από αυτόν τον
πίνακα, όλες οι απονοµές αληθοτιµών που ικανοποιούν τον (¬ (A ∧ B)) –τρεις τον
αριθµό– ικανοποιούν και τον ((¬A) ∨ (¬B)). Μάλιστα ισχύει και το αντίστροφο,
και συνεπώς

(¬ (A∧ B)) |==| ((¬A)∨ (¬B)).

Πίνακας IV

A B (¬ (A∧ B)) ((¬A) ∨ (¬B))

T T F T T T F T F F T
T F Τ T F F F T Τ T F
F T Τ F F T T F Τ F T
F F Τ F F F T F Τ T F

Για να δείξουµε ότι (¬ (A∧B)) ̸|= ((¬A)∧(¬B)) µπορούµε να κατασκευάσουµε
τον σχετικό πίνακα όπως παραπάνω. Ωστόσο, αρκεί µία γραµµή του πίνακα για
να αποδείξουµε ότι υπάρχει πράγµατι απονοµή αληθοτιµών η οποία ικανοποιεί τον
(¬ (A∧ B)) αλλά δεν ικανοποιεί τον ((¬A)∧ (¬B)).
Όσο πιο γενικά εφαρµόσιµη είναι µια διαδικασία, τόσο λιγότερο αποδοτική ενδέ-

χεται να είναι. Παραδείγµατος χάριν, για να δείξουµε ότι

|= ((A∨ (B∧ C))↔ ((A∨ B)∧ (A∨ C))),

θα µπορούσαµε να εφαρµόσουµε τη µέθοδο του πίνακα αληθοτιµών.Θα χρειαζόµα-
σταν όµως οκτώ γραµµές (για τις οκτώ δυνατές απονοµές αληθοτιµών για το σύνολο
{A,B,C}). Σε αυτήν τη συγκεκριµένη περίπτωση, µπορούµε µε λίγη εξυπνάδα να
µειώσουµε την ανιαρή εργασία:
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Στην πρώτη γραµµή υποθέσαµε µόνο ότι v(A) = T . ∆εδοµένου ότι αυτή η πλη-
ροφορία αρκεί για να υπολογίσουµε T για τον ΚΣΤ, σε όλες τις παρακάτω γραµµές
υποθέτουµε ότι v(A) = F . Στη δεύτερη γραµµή υποθέτουµε ότι v(B) = F · και πάλι
αυτή η πληροφορία µας δίνει τη δυνατότητα να υπολογίσουµε T για τον ΚΣΤ.Εποµέ-
νως, µπορούµε πλέον να περιοριστούµε στην περίπτωση v(B) = T . ∆εδοµένου ότι η
έκφραση είναι συµµετρική ως προς τα Β καιC, µπορούµε να υποθέσουµε περαιτέρω
ότι v(C) = T .Έτσι, αποµένει µόνο η τρίτη γραµµή, µε την οποία η εργασία µας έχει
ολοκληρωθεί.
Ένα παράδειγµα αποφυγής ενός πίνακα µε 16 γραµµές είναι το εξής: Έστω η

ακόλουθη ταυτολογία:

Στην πρώτη γραµµή χειριζόµαστε την περίπτωση όπου v(S) = T . Στη δεύτερη γραµ-
µή χειριζόµαστε την περίπτωση όπου v(P) = F ή v(Q) = F . Η τρίτη γραµµή
περιλαµβάνει τις δύο εναποµένουσες δυνατότητες, όπου R είναι η αληθοτιµή που
απονέµεται στο R και R είναι η αντίθετη τιµή.
Στο παραπάνω παράδειγµα µπορούµε να αντιληφθούµε κατ’ ευθείαν ότι πρόκει-

ται για ταυτολογία.Όσο ισχυρότερος ο «πρόγονος» (ή έκφραση στο αριστερό µέλος),
τόσο ασθενέστερη η υπό συνθήκη έκφραση. Συνεπώς,

(P∧Q) |= P,

(P→ R) |= ((P∧Q)→R),

(((P∧Q)→ R)→ S) |= ((P→R)→ S).

Το ζήτηµα της ανάπτυξης αποτελεσµατικών διαδικασιών που µειώνουν τη µηχα-
νική εργασία είναι σηµαντικό για την απόδειξη θεωρηµάτων µέσω υπολογιστή. Σε
ορισµένα από τα προγράµµατα αυτού του είδους πιθανόν να απαιτείται να ελεγχθούν
ΚΣΤ της προτασιακής λογικής που περιλαµβάνουν χιλιάδες σύµβολα προτάσεων.Οι
πίνακες αληθοτιµών είναι απαγορευτικά δύσχρηστοι για τέτοιες περιπτώσεις.Το πρό-
βληµα της ανάπτυξης µεθόδων υψηλής αποδοτικότητας αποτελεί ένα από τα πεδία
της τρέχουσας έρευνας στην επιστήµη υπολογιστών.
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Παρέκβαση. Για να εφαρµόσουµε τη µέθοδο του πίνακα αληθοτιµών –στην
πλήρη ανάπτυξή της– σε έναν ΚΣΤ µε n σύµβολα προτάσεων, θα πρέπει να κατα-
στρώσουµε έναν πίνακα µε 2n γραµµές. Το πρόβληµα είναι ότι, καθώς αυξάνεται το
n, το 2n αυξάνεται «εκθετικά». Παραδείγµατος χάριν, ας υποθέσουµε ότι µπορούµε
να καταστρώσουµε τον πίνακα µε ρυθµό ένα εκατοµµύριο γραµµές το δευτερόλεπτο.
(Προφανώς, υποθέτουµε ότι εργαζόµαστε µε τη βοήθεια υπολογιστή.) Εποµένως, αν
n = 80 λογού χάριν, θα χρειαστούµε «µόνο» 280 microsecond για να σχηµατίσουµε
τον πλήρη πίνακα. Πόσο είναι αυτό το χρονικό διάστηµα; Αν το µετατρέψουµε σε
έτη, έχουµε ότι τα 280 microsecond είναι περίπου 38 δισεκατοµµύρια έτη. Για σύγ-
κριση, η ηλικία του σύµπαντος είναι περίπου 15 δισεκατοµµύρια έτη. ∆ηλαδή το
διάστηµα των 280 microsecond είναι µεγαλύτερο από όλη την ιστορία του σύµπαν-
τος!
Υπάρχει άραγε ταχύτερη µέθοδος; Θα µπορούσε άραγε να υπάρξει κάποια γενική

µέθοδος η οποία, για οποιονδήποτε δεδοµένο ΚΣΤ α µε n σύµβολα προτάσεων, να
προσδιορίζει εάν ο α είναι ταυτολογία ή όχι σε µόνο 10n5 microsecond (ή σε κά-
ποια άλλη συνάρτηση του n που να αυξάνεται πολυωνυµικά, αντί για εκθετικά); (Για
n = 80, τα 10n5 microsecond αντιστοιχούν σε µόλις 9ώρες.)Η απάντηση σε αυτό το
ερώτηµα παραµένει άγνωστη, αλλά η επικρατούσα πεποίθηση είναι ότι είναι αρνητι-
κή. Το ερώτηµα αυτό είναι το λεγόµενο πρόβληµα «P έναντιNP», το σηµαντικότερο
άλυτο πρόβληµα της θεωρητικής επιστήµης υπολογιστών στις µέρες µας.

Ορισµένες επιλεγµένες ταυτολογίες

1. Προσεταιριστικός και µεταθετικός νόµος για τα ∧, ∨,↔.
2. Επιµεριστικοί νόµοι:

((Α ∧ (Β ∨C))↔ ((Α∧ Β)∨ (Α∧ C))).
((Α ∨ (Β ∧C))↔ ((Α∨ Β)∧ (Α∨ C))).

3. Άρνηση:

((¬ (¬Α))↔ Α).

((¬ (Α→ Β))↔ (Α∧ (¬Β))).
((¬ (Α↔ Β))↔ ((Α∧ (¬Β))∨ ((¬Α)∧ Β))).

Νόµοι του De Morgan:

((¬ (Α∧ Β))↔ ((¬Α)∨ (¬Β))).
((¬ (Α∨ Β))↔ ((¬Α)∧ (¬Β))).
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4. Άλλες:

Αποκλειόµενος µέσος: (Α ∨ (¬Α)).
Άτοπο: (¬ (Α∧ (¬Α))).
Αντιθετοαντίστροφο: ((Α→ Β)↔ ((¬Β)→ (¬Α))).
Εξαγωγή: (((Α ∧ Β)→ C)↔ (Α→ (Β→C))).

Ασκήσεις

1. ∆είξτε ότι κανείς από τους παρακάτω δύο τύπους δεν συνεπάγεται ταυτολογικά
τον άλλο:

(Α↔ (Β↔ C)),

((Α∧ (Β∧ C))∨ ((¬Α)∧ ((¬Β)∧ (¬C)))).

Υπόδειξη: Αρκούν δύο απονοµές αληθοτιµών, δεν χρειάζονται οκτώ.

2. (α) Είναι ο τύπος (((P→Q)→ P)→ P) ταυτολογία;
(β) Ορίστε τον τύπο σk αναδροµικά ως εξής: σ0=(P→Q) και σk+1= (σk→P).

Για ποιες τιµές του k είναι ο σk ταυτολογία; (Το σκέλος (α) αντιστοιχεί στην
τιµή k = 2.)

3. (α) Προσδιορίστε αν ο τύπος ((P→Q)∨ (Q→ P)) είναι ταυτολογία ή όχι.
(β) Προσδιορίστε αν ο τύπος ((P∧Q)→R) συνεπάγεται ταυτολογικά τον τύπο

((P→R)∨ (Q→ R)).

4. ∆είξτε ότι ισχύουν τα εξής:

(α) Σ;α |= β ανν Σ |= (α→ β).
(β) α |==| β ανν |= (α↔ β).

(Υπενθυµίζουµε ότι Σ;α είναι το Σ ∪ {α}, δηλαδή το σύνολο Σ µαζί µε το ένα
πιθανώς νέο µέλος α.)

5. Αποδείξτε ή καταρρίψτε καθέναν από τους ακόλουθους ισχυρισµούς:

(α) Αν Σ |= α ή Σ |= β, τότε Σ |= (α ∨ β).
(β) Αν Σ |= (α ∨ β), τότε Σ |= α ή Σ |= β.

6. (α) ∆είξτε ότι αν οι v1 και v2 είναι απονοµές αληθοτιµών που συµπίπτουν σε όλα
τα σύµβολα προτάσεων του ΚΣΤ α, τότε v1(α) = v2(α). Χρησιµοποιήστε
την αρχή της επαγωγής.

(β) ΈστωS ένα σύνολο από σύµβολα προτάσεων το οποίο περιλαµβάνει τα σύµ-
βολα του Σ και του τ (και ενδεχοµένως περισσότερα). ∆είξτε ότι Σ |= τ ανν
κάθε απονοµή αληθοτιµών για το S η οποία ικανοποιεί όλα τα µέλη του Σ
ικανοποιεί επίσης τον τ . (Αυτό προκύπτει εύκολα από το σκέλος (α).Το βασι-
κό σηµείο του σκέλους (β) είναι ότι δεν χρειάζεται να ανησυχούµε για το αν
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έχουµε λάβει το απολύτως ακριβές πεδίο ορισµού µιας απονοµής αληθοτι-
µών· αρκεί το πεδίο ορισµού να είναι αρκετά µεγάλο. Παραδείγµατος χάριν,
µια δυνατότητα θα ήταν να χρησιµοποιούµε πάντοτε απονοµές αληθοτιµών
πάνω στο σύνολο όλων των συµβόλων προτάσεων. Το µειονέκτηµα αυτής
της επιλογής είναι ότι αυτά τα αντικείµενα είναι άπειρα, και το πλήθος τους
είναι πολύ µεγάλο –υπεραριθµήσιµα µεγάλο.)

7. Βρίσκεστε σε µια χώρα που κατοικείται από ανθρώπους που είτε λένε πάντοτε
αλήθεια είτε λένε πάντοτε ψέµατα. Καθώς κατευθύνεστε προς την πρωτεύουσα
της χώρας, φτάνετε σε µια διχάλα του δρόµου, και πρέπει να πληροφορηθείτε
ποιος από τους δύο κλάδους οδηγεί στον προορισµό σας.Στη διασταύρωση υπάρ-
χει ένας ντόπιος, ο οποίος όµως έχει χρόνο να απαντήσει µόνο σε µια ερώτηση
τύπου «ναι ή όχι». Ποια ερώτηση θα του υποβάλλατε προκειµένου να µάθετε
ποιον κλάδο πρέπει να ακολουθήσετε; Υπόδειξη: Φτιάξτε έναν πίνακα.

8. (Αντικατάσταση) Έστω µια ακολουθία α1,α2, . . . από ΚΣΤ. Για κάθε ΚΣΤ ϕ
έστω ϕ∗ το αποτέλεσµα της αντικατάστασης του συµβόλου πρότασηςAn µε τον
αn, για κάθε n.

(α) Έστω v µια απονοµή αληθοτιµών για το σύνολο όλων των συµβόλων προ-
τάσεων· ορίζουµε ως u την απονοµή αληθοτιµών για την οποία u(An) =
v(αn). ∆είξτε ότι u(ϕ) = v(ϕ∗). Χρησιµοποιήστε την αρχή της επαγωγής.

(β) ∆είξτε ότι αν ο ϕ είναι ταυτολογία, τότε το ίδιο ισχύει και για τον ϕ∗. (Παρα-
δείγµατος χάριν, µία από τις επιλεγµένες ταυτολογίες που αναφέραµε παρα-
πάνω είναι η ((A ∧ B)↔ (B ∧ A)). Αν χρησιµοποιήσουµε αντικατάσταση
σε αυτήν, συµπεραίνουµε ότι ο τύπος ((α∧β)↔ (β∧α)) είναι ταυτολογία,
για οποιουσδήποτε ΚΣΤ α και β.)

9. (∆υϊκότητα) Έστω α ένας ΚΣΤ στον οποίο τα µόνα σύµβολα συνδέσµων είναι
τα∧,∨, και¬. Έστω α∗ το αποτέλεσµα που προκύπτει αν εναλλαγούν τα∧ και
∨ και αντικατασταθεί κάθε σύµβολο πρότασης µε την άρνησή του. ∆είξτε ότι ο
α∗ είναι ταυτολογικά ισοδύναµος µε τον (¬α). Χρησιµοποιήστε την αρχή της
επαγωγής. Σχόλιο: Έπεται ότι αν α |==| β τότε α∗ |==| β∗.

10. Λέµε ότι ένα σύνολο Σ1 από ΚΣΤ είναι ισοδύναµο µε ένα σύνολο Σ2 από ΚΣΤ
ανν για κάθε ΚΣΤ α έχουµε ότι Σ1 |= α ανν Σ2 |= α. Ένα σύνολο Σ είναι ανε-
ξάρτητο ανν κανένα µέλος του Σ δεν συνεπάγεται ταυτολογικά από τα υπόλοιπα
µέλη του Σ. ∆είξτε ότι ισχύουν τα εξής.

(α) Ένα πεπερασµένο σύνολο από ΚΣΤ έχει ανεξάρτητο ισοδύναµο υποσύνολο.
(β) Ένα άπειρο σύνολο δεν έχει απαραιτήτως ανεξάρτητο ισοδύναµο υποσύ-

νολο.
∗(γ) Έστω Σ = {σ0,σ1, . . .}· δείξτε ότι υπάρχει ανεξάρτητο ισοδύναµο σύνολο

Σ′. (Σύµφωνα µε το σκέλος (β), εν γένει δεν µπορούµε να ελπίζουµε ότι
Σ′ ⊆ Σ.)
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11. ∆είξτε ότι µια απονοµή αληθοτιµών v ικανοποιεί τον ΚΣΤ

( · · · (A1↔A2)↔ · · ·↔ An)

ανν v(Ai) = F για άρτιο πλήθος από i, 1 ≤ i ≤ n. (Βάσει του προσεταιριστικού
νόµου για το σύµβολο αµφίδροµης συνθήκης↔, οι θέσεις των παρενθέσεων
δεν έχουν καθοριστική σηµασία.)

12. Υπάρχουν τρεις ύποπτοι για έναν φόνο: Ο Αντρέας, ο Βασίλης και ο Γιώργος.
Ο Αντρέας λέει: «∆εν το έκανα εγώ. Το θύµα γνώριζε από παλιά τον Βασίλη.
Ο Γιώργος όµως τον µισούσε.» Ο Βασίλης λέει: «∆εν το έκανα εγώ. Ούτε καν
γνώριζα το θύµα. Εκτός αυτού, όλη εκείνη την εβδοµάδα έλειπα σε ταξίδι.» Ο
Γιώργος λέει: «∆εν το έκανα εγώ. Εκείνη την ηµέρα είδα και τον Αντρέα και τον
Βασίλη στο κέντρο της πόλης µε το θύµα· ένας από αυτούς πρέπει να το έκανε.»
Υποθέστε ότι οι δύο αθώοι λένε την αλήθεια, αλλά ο ένοχος πιθανόν να λέει
ψέµατα. Ποιος είναι ο δολοφόνος;

13. Μια διαφήµιση σε ένα περιοδικό σχετικά µε το τένις αναφέρει τα εξής: «Αν δεν
παίζω τένις, βλέπω τένις. Και αν δεν βλέπω τένις, διαβάζω για το τένις.» Υπο-
θέτουµε ότι ο οµιλών δεν µπορεί να ασχολείται ταυτόχρονα µε περισσότερες
από µια εκ των παραπάνω δραστηριοτήτων. Τι κάνει ο οµιλών; (Μεταφράστε
τις δοθείσες προτάσεις στην τυπική µας γλώσσα· εξετάστε τις δυνατές απονοµές
αληθοτιµών.)

14. Έστω S το σύνολο όλων των συµβόλων προτάσεων, και ας υποθέσουµε ότι
v : S → {F, T} είναι µια απονοµή αληθοτιµών. ∆είξτε ότι υπάρχει το πολύ µία
επέκταση v που ικανοποιεί τις συνθήκες 0-5 οι οποίες αναφέρθηκαν στην αρχή
αυτής της ενότητας. (Ας υποθέσουµε ότι αµφότερες οι v1 και v2 είναι τέτοιες
επεκτάσεις. Χρησιµοποιώντας την αρχή της επαγωγής, δείξτε ότι v1 = v2.)

15. Από τους παρακάτω τρεις τύπους, ποιος συνεπάγεται ταυτολογικά ποιον;

(α) (Α↔ Β)
(β) (¬ ((Α→ Β)→ (¬ (Β→ Α))))
(γ) (((¬Α)∨ Β)∧ (Α∨ (¬Β)))

1.3 Ένας αλγόριθµος συντακτικής ανάλυσης

Σκοπός µας σε αυτήν την ενότητα είναι να αποδείξουµε ότι οι παρενθέσεις που έχουµε
χρησιµοποιήσει αρκούν για να αρθεί κάθε ασάφεια στην ανάλυση ΚΣΤ. (Η ύπαρξη
της επέκτασης v µιας απονοµής αληθοτιµών v θα βασιστεί σε αυτήν την έλλειψη
ασάφειας.1)

1Οι αναγνώστες που έχουν ήδη αποδεχθεί την ύπαρξη της v µπορούν να παραλείψουν σχεδόν ολό-
κληρη αυτήν την ενότητα. Η τελευταία υποενότητα, σχετικά µε την παράλειψη παρενθέσεων, εξακο-
λουθεί να είναι απαραίτητη.


