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                                           ΕΙΣΑΓΩΓΗ 
 
 
Το  κύριο θέμα που θα μας απασχολήσει στην παρούσα εργασία είναι η 
μέθοδος της εξάντλησης  και η εφαρμογή της από τον Εύδοξο και τον 
Αρχιμήδη. 
Με τη μέθοδο της εξάντλησης  επιτυγχάνεται η εύρεση, με αυστηρό 
μαθηματικό τρόπο , εμβαδών και όγκων μέσω αλλεπάλληλων προσεγγίσεων. 
Εμβαδά γνώριζαν να υπολογίζουν οι Αιγύπτιοι και οι Βαβυλώνιοι.  
Συγκεκριμένα οι  Αιγύπτιοι  γνώριζαν να υπολογίζουν το εμβαδόν του 
ορθογωνίου ,του  τριγώνου και του ισοσκελούς   τραπεζίου . Γνώριζαν επίσης  
το εμβαδόν του κύκλου με  βάση έναν κανόνα που αντιστοιχεί στον τύπο  
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προσέγγιση.  
Οι  Βαβυλώνιοι είχαν εμπειρικές μεθόδους για τον ορθό υπολογισμό εμβαδών 
τριγώνων και τραπεζοειδών και όγκων κυλίνδρων και πρισμάτων και 
γνώριζαν επίσης εμπειρικά το Πυθαγόρειο θεώρημα.Το πιο αξιόλογο όμως 
επίτευγμα των Βαβυλωνίων ήταν η δημιουργία της άλγεβρας και η ανακάλυψη 
της τεχνικής για τη λύση των δευτεροβάθμιων εξισώσεων. Θεωρείται ότι σε 
γενικές γραμμές οι Βαβυλώνιοι προχώρησαν περισσότερο στα Μαθηματικά 
από τους Αιγυπτίους. Ωστόσο ,ούτε οι Βαβυλώνιοι, ούτε οι Αιγύπτιοι, έφτασαν 
στη μαθηματική αφαίρεση, στην αυστηρή διατύπωση υποθέσεων και 
συμπερασμάτων , στην αποδεικτική διαδικασία. ∆εν φαίνεται πουθενά ο 
σαφής διαχωρισμός του προσεγγιστικού από τον ακριβή υπολογισμό.Όλα 
αυτά είναι δημιουργήματα του αρχαίου Ελληνικού πολιτισμού. Οι Αρχαίοι 
Έλληνες μέσα από την γεωμετρία επινόησαν και έφτασαν σε υψηλή 
τελειότητα τη μέθοδο της εξάντλησης που είναι ο πρόδρομος και στενός 
συγγενής του ολοκληρωτικού λογισμού (Σ.Νεγρεπόντης –Σ.Γιωτόπουλος–
Ε.Γιαννακούλιας,[6] ). 
∆ύο σημαντικά ονόματα συνδέονται με την προϊστορία αυτής της μεθόδου. 
Ο μεγάλος Γεωμέτρης Ιπποκράτης ο Χίος (450πχ) και ο μεγάλος φιλόσοφος 
και ατομιστής ∆ημόκριτος (460-370πχ). 
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Ο Συμπλίκιος στα σχόλια του στα «Φυσικά» του Αριστοτέλη [9,60,22-60,27] 
αναφέρει ׃«`O mšntoi EÜdhmoj ™n tÍ GewmetrikÍ ƒstor…v oÙk ™pˆ 
tetragwnikÁj pleur©j de‹xa… fhsi tÕn `Ippokr£thn tÕn  
toà mhn…skou tetragwnismÒn, ¢ll¦ kaqÒlou, æj ¥n tij e‡poi. 
e„ g¦r p©j mhn…skoj t¾n ™ktÕj perifšreian À ‡shn œcei ¹mikukl…ou  
À me…zona À ™l£ttona, tetragwn…zei d  Ð `Ippokr£thjkaˆ tÕn ‡shn 
¹mikukl…ou œconta kaˆ tÕn me…zona kaˆ tÕn ™l£ttona, kaqÒlou 
¨n e‡h dedeicëj æj doke‹. ™kq»somai d  t¦ ØpÕ toà EÙd»mou  
kat¦ lšxin legÒmena Ñl…ga tin¦ prostiqeˆj <e„j> saf»neian 
¢pÕ tÁj tîn EÙkle…dou Stoice…wn ¢namn»sewj di¦ tÕn ØpomnhmatikÕn 
trÒpon toà EÙd»mou kat¦ tÕ ¢rca�kÕn œqoj suntÒmouj ™kqemšnou 
t¦j ¢podÒseij. lšgei d  ïde ™n tù deutšrJ bibl…J tÁj GewmetrikÁj ƒstor…aj». 
Στο κείμενο αυτό ο Συμπλίκιος εξηγεί τις προσπάθειες τετραγωνισμού των 
μηνίσκων που έκανε ο Ιπποκράτης εκθέτοντας κατά λέξη όσα έγραψε ο 
Εύδημος προσθέτοντας  κάποια στοιχεία, για να τα διασαφηνίσει και να τα 
συνδέσει με τις προτάσεις των Στοιχείων, επειδή ο Εύδημος, όπως συνήθιζαν 
οι Αρχαίοι, εξέθετε συνοπτικά τα επιχειρήματά του. 
 
Στο εδάφιο [9,61,1-61,10] ο Συμπλίκιος λέει ότι πρώτος ο Ιπποκράτης ο Χίος 
ανέφερε και απέδειξε ότι τα τετράγωνα των διαμέτρων έχουν ίδιο λόγο όπως 
οι κύκλοι.«Kaˆ oƒ tîn mhn…skwn d  tetragwnismoˆ dÒxantej e nai tîn  
oÙk ™pipola…wn diagramm£twn di¦ t¾n o„keiÒthta t¾n prÕj tÕn  
kÚklon Øf' `Ippokr£touj ™gr£fhs£n te prètou kaˆ kat¦ trÒpon  
œdoxan ¢podoqÁnai· diÒper ™pˆ plšon ¡yèmeq£ te kaˆ dišlqw- 
men. ¢rc¾n m n oân ™poi»sato kaˆ prîton œqeto tîn prÕj  
aÙtoÝj crhs…mwn, Óti tÕn aÙtÕn lÒgon œcei t£ te Ómoia tîn  
kÚklwn tm»mata prÕj ¥llhla kaˆ aƒ b£seij aÙtîn dun£mei.  
(toàto d  ™de…knuen ™k toà t¦j diamštrouj de‹xai tÕn aÙtÕn  
lÒgon ™coÚsaj dun£mei to‹j kÚkloij)” Óper EÙkle…dhj deÚteron  
tšqeiken ™n tù dwdek£tJ tîn Stoice…wn bibl…J, t¾n prÒtasin e„pën oÛtwj  
“oƒ kÚkloi prÕj ¢ll»louj e„sˆn æj t¦ ¢pÕ tîn diamštrwn tetr£gwna” æj  
g¦r oƒ kÚkloi prÕj ¢ll»louj œcousin, oÛtwj kaˆ t¦ Ómoia tm»mata. Ómoia».  
Η απόδειξη ενός τέτοιου αποτελέσματος απαιτεί κάποια διαδικασία 
εξάντλησης. Σήμερα δεν γνωρίζουμε τίποτα που να μας επιτρέπει να 
συμπεράνουμε ότι η μέθοδος της εξάντλησης είχε αναπτυχθεί πλήρως πριν 
τον Εύδοξο. 
 
Για τον ∆ημόκριτο ο Αρχιμήδης στον πρόλογο της εργασίας του «Περί των 
μηχανικών θεωρημάτων προς Ερατοσθένην Έφοδος » [84,4- 84,10] 
αναφέρει ׃ 
 
 
 
 
<... DiÒper kaˆ tîn qewrh>m£twn  
toÚtwn, ïn EÜdoxoj ™xhÚrhken 
 prîtoj  
t¾n ¢pÒdeixin,  
perˆ toà kènou kaˆ tÁj puram…doj, 

Γι’ αυτό τον λόγο από τα σχετικά με  
τον κώνο και την πυραμίδα 
θεωρήματα ,την απόδειξη των 
οποίων πρώτος βρήκε    ο      
Εύδοξος 
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Óti tr…ton mšroj  
Ð m n kînoj toà kul…ndrou, ¹ d  
puramˆj toà pr…smatoj,  
tîn b£sin ™cÒntwn t¾n aÙt¾n kaˆ 
Ûyoj ‡son, oÙ mikr¦n  
¢pone…mai ¥n tij Dhmokr…tJ mer…da 
prètJ t¾n ¢pÒfasin  
t¾n perˆ toà e„rhmšnou sc»matoj 
cwrˆj ¢pode…xewj  
¢pofhnamšnJ. 
  
 

 για εκείνα  τα  οποία δηλώνουν  ότι  
 ο  κώνος ισούται με το   1/3 του 
κυλίνδρου , και η πυραμίδα  του  
πρίσματος   με  τα οποία έχουν  την  
ίδια  βάση και το ίδιο  ύψος   
σημαντική  μερίδα πρέπει  να   
αποδοθεί  στον ∆ημόκριτο  που  ήταν  
ο  πρώτος  ο οποίος   διατύπωσε   τη  
σχετική   με  το   εν   λόγω    σχήμα  
εκφώνηση  έστω   και   χωρίς  
απόδειξη. 

 
 
Ο van der Waerden[13] αναφέρει ׃  Κατά τον Cavalieri μπορούμε να 
πεισθούμε ότι δύο πυραμίδες (ή  κώνοι ) με ίσες βάσεις και ύψη έχουν ίσους 
όγκους , αν τις τεμαχίσουμε σε φέτες με επίπεδα παράλληλα προς τις βάσεις 
και θεωρήσουμε αυτές τις φέτες, κατά προσέγγιση  ως πρίσματα (ή 
κυλίνδρους ). Μπορεί ο ∆ημόκριτος να έκανε κάτι τέτοιο. Έτσι θα μπορούσε 
να εξηγηθεί και η δήλωση  του Πλουτάρχου , σύμφωνα με την οποία ο 
∆ημόκριτος είχε θέσει  το ακόλουθο ερώτημα׃«αν οι κυκλικές τομές , οι 
παράλληλες προς τη βάση , που χαράσσονται σε έναν κώνο είναι ίσες ,τότε 
πώς είναι δυνατόν ο κώνος  να διαφέρει από έναν  κύλινδρο; Και εάν γίνονται 
μικρότερες  όσο προχωρούμε προς την κορυφή , τότε η καμπύλη επιφάνεια , 
η οποία  πρέπει να είναι λεία δεν είναι βαθμοειδής ;  » 
Αν λάβουμε υπόψη ότι ο Αρχιμήδης, σ’ όλο του το έργο που είναι γνωστό σε 
μας, από τους προγενέστερους μαθηματικούς αναφέρεται με τρόπο που 
δείχνει υψηλή εκτίμηση στο έργο τους μόνο στον Εύδοξο και στον ∆ημόκριτο 
δεν μπορούμε παρά να δεχτούμε ότι η μαθηματική συμβολή του ∆ημόκριτου 
είναι σημαντική. 
Τον  4ο αιώνα π.χ.θα δεσπόσει η μορφή του Ευδόξου,του δημιουργού της 
θεωρίας λόγων - με την οποία ξεπεράστηκε η κρίση που είχε δημιουργήσει η 
ανακάλυψη της ασυμμετρίας πλευράς και διαγωνίου του τετραγώνου - και της 
μεθόδου της εξάντλησης που χρησιμοποιήθηκε για τον υπολογισμό εμβαδών 
και όγκων . 
Τον 3ο π.χ. αιώνα τα πρόσωπα που θ’ αφήσουν ανεξίτηλα την σφραγίδα τους 
είναι ο Ευκλείδης και ο Αρχιμήδης .Ο  Ευκλείδης στα Στοιχεία του θα κάνει 
καταγραφή και απολογισμό όλων των αρχαίων ελληνικών μαθηματικών, και η 
επαγωγική μέθοδος περιγραφής του θα γίνει πρότυπο για τη δημιουργία της 
μαθηματικής θεωρίας .Τέλος ο Αρχιμήδης θα επεξεργαστεί μεθόδους για την 
εύρεση εμβαδών , όγκων και κέντρου βάρους ,χρησιμοποιώντας και 
παράλληλα βελτιώνοντας την μέθοδο της εξάντλησης στην αυστηρή απόδειξη 
των αποτελεσμάτων του .Οι μέθοδοί του θ’ αποτελέσουν τα θεμέλια του 
ολοκληρωτικού λογισμού για τη δημιουργία του οποίου χρειάστηκαν να 
περάσουν είκοσι αιώνες( Γιαννακούλιας Ε.[2]). 
Στο πρώτο κεφάλαιο της εργασίας θα ξεκινήσουμε με την περιγραφή της ζωής 
και των φιλοσοφικών απόψεων του Ευδόξου, θα περιγράψουμε πως 
ανέπτυξε σε μεγάλο βαθμό μια θεωρία αναλογιών που ήταν εφαρμόσιμη σε 
οποιαδήποτε μεγέθη, θα αναφερθούμε στο Αξίωμα  Ευδόξου -Αρχιμήδη και 
σε βασικές προτάσεις του V βιβλίου που θα χρησιμοποιήσουμε. 
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Στο δεύτερο κεφάλαιο θα ξεκινήσουμε με την αρχή της εξάντλησης ,όπως 
αυτή διατυπώνεται στην πρόταση Χ.1 των Στοιχείων του Ευκλείδη,  θα 
κάνουμε μια περιγραφή των προτάσεων του ΧΙΙ βιβλίου και θα ασχοληθούμε 
με τις αποδείξεις των προτάσεων ΧΙΙ.2 και ΧΙΙ.5.Η απόδειξη στο δωδέκατο 
βιβλίο στηρίζεται σε δύο βάσεις ׃στη θεωρία των αναλογιών του πέμπτου 
βιβλίου και στη μέθοδο της εξάντλησης .   
H μέθοδος της εξάντλησης σε γενικές γραμμές ,και χωρίς αναφορά σε ειδικά 
τεχνάσματα ,είναι η ακόλουθη׃ με τα «αθροίσματα Riemann» (που θα ήταν 
ιστορικά δικαιότερο, όπως γράφει ο Bourbaki, να ονομάζονται αθροίσματα 
Ευδόξου- Αρχιμήδη) επιτυγχάνονται (άνω και) κάτω φράγματα της 
ζητούμενης γεωμετρικής ποσότητας (π.χ εμβαδού, όγκου) με τη γεωμετρική 
κατασκευή  μιας γνήσια αύξουσας ακολουθίας  εμβαδών ή όγκων 
εγγεγραμμένων σχημάτων  και μιας γνήσια φθίνουσας ακολουθίας   
αντιστοίχων περιγεγραμμένων γεωμετρικών μεγεθών μεταξύ των οποίων 
κείται η ζητούμενη γεωμετρική ποσότητα Α ,η οποία επιθυμούμε να 
αποδείξουμε οτι ισούται με τη  γνωστή εκ των προτέρων τιμή Β 
(Σ.Νεγρεπόντης –Σ.Γιωτόπουλος –Ε.Γιαννακούλιας [6] ). 

ηβ

ηα

 
Στο τρίτο κεφάλαιο θ΄ αναφερθούμε εν συντομία στη ζωή και το έργο του πιο 
μεγάλου μαθηματικού της ελληνιστικής περιόδου-και όλης της αρχαιότητας –
του Αρχιμήδη, θα παρουσιάσουμε τις απόψεις μελετητών για το έργο του και 
θα περιγράψουμε τον τετραγωνισμό της παραβολής ( γεωμετρική και ευρετική 
μέθοδο). 
 
Στο τέταρτο   κεφάλαιο, θα κάνουμε μία γενική περιγραφή της μεθόδου της 
εξάντλησης , θα αποδείξουμε τον τετραγωνισμό της παραβολής και τον όγκο 
παραβολοειδούς εκ περιστροφής με την μέθοδο της εξάντλησης, αλλά με 
σύγχρονη ορολογία και θα δούμε πώς ο Αρχιμήδης    παρουσιάζει στην 
πραγματεία του  « Περί  των μηχανικών  θεωρημάτων προς Ερατοσθένην  
έφοδος » την εύρεση του όγκου του παραβολοειδούς εκ περιστροφής . 
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                               ΚΕΦΑΛΑΙΟ   Ι 

               
                  ΕΥΔΟΞΟΣ-ΑΝΑΛΟΓΙΑ  ΜΕΓΕΘΩΝ      
 

Στο  κεφάλαιο  αυτό  θα  αναφερθούμε  στις  φιλοσοφικές  απόψεις  του 
Ευδόξου ,στην ζωή του όπως την περιγράφει ο ∆ιογένης ο Λαέρτιος   στο 8ο 
βιβλίο  του « Ζωή των Φιλοσόφων» ,θα παραθέσουμε τους πέντε πρώτους 
ορισμούς της  γενικής θεωρίας αναλογιών του V βιβλίου των Στοιχείων του 
Ευκλείδη ,θα δούμε τι ίσχυε πριν την εποχή του Ευδόξου,   τo Αξίωμα 
Ευδόξου -Αρχιμήδη , καθώς και ορισμένες προτάσεις του V βιβλίου που θα 
χρησιμεύσουν στις παρακάτω αποδείξεις . 

 
1.ΕΥΔΟΞΟΣ  

 
Καταρχήν, θα ήταν χρήσιμο να αναφέρουμε κάποια χαρακτηριστικά της ζωής 
και των απόψεων του Ευδόξου . 
Ο van der Waerden [13] λέγει׃ 
«Ο Εύδοξος γύρω στο 365 π.χ. επέστρεψε  και πάλι στην Αθήνα από την 
Αίγυπτο μαζί με τους μαθητές του . Την εποχή εκείνη είχε αποκτήσει λαμπρή 
φήμη. Συζητούσε με τον Πλάτωνα για φιλοσοφικά θέματα , για τις ιδέες και για 
το  υπέρτατο  αγαθό.  Είχε  την  άποψη  ότι  οι ιδέες  είναι  παρούσες στα   
αισθητά ,είναι «αναμεμιγμένες» με τα αισθητά , καθορίζοντας έτσι  το 
χαρακτήρα τους. ∆ίδασκε, επίσης ότι η ηδονή, η απόλαυση, είναι το άριστο 
αγαθό.  Ο Πλάτων, όμως δεν συμφωνούσε με τις απόψεις περί ιδεών του 
Ευδόξου. Χαρακτηριστικός είναι ο Πλατωνικός διάλογος «Φίληβος »όπου ο 
van der Waerden ισχυρίζεται ότι ο Πλάτων επικρίνει τις απόψεις του Ευδόξου 
σχετικά με την ηδονή. Ο ισχυρισμός του ∆ιογένη του Λαέρτιου ότι ο Εύδοξος 
και ο Πλάτων ήταν εχθροί είναι περίπου βέβαιο ότι είναι υπερβολικός , αλλά 
το ίδιο ακριβώς ισχύει και με το τον αντίθετο ισχυρισμό του Στράβωνα ,ότι  ο 
Εύδοξος  ήταν μεταξύ των «Πλάτωνος εταίρων. Ο Εύδοξος ήταν επίσης πολύ 
καλός αστρονόμος. Κατασκεύασε ένα εξαιρετικά μεγαλοφυές πλανητικό 
σύστημα επηρεασμένος από τον Πλάτωνα ο οποίος πρότεινε το πρόβλημα με 
τις ομαλές κυκλικές κινήσεις που θα εξηγούσαν τις φαινόμενες κινήσεις των 
πλανητών. Σύμφωνα με αυτό το σύστημα, η σφαιρική γη ήταν ακίνητη στο 
κέντρο και από το κέντρο αυτό περιστρέφονταν 27 ομόκεντρες σφαίρες.» 

 
Ας δούμε τώρα πωs περιγράφει στο 8o βιβλίο με την Ζωή των Φιλοσόφων 
[86- 91] ο ∆ιογένηs ο Λαέρτιος την  ζωή του Ευδόξου : 
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EÜdoxoj A„sc…nou Kn…dioj              
¢strolÒgoj, gewmštrhj, „atrÒj,  
nomoqšthj.oátoj t¦ m n                                   
gewmetrik¦ 'ArcÚta di»kouse, t¦ d'  
„atrik¦ Filist…wnoj (Wellmann 3)             
toà Sikeliètou, kaq¦ Kallι macoj ™n 
to‹j P…nax… (Pfeiffer 429)                            
fhsi. Swt…wn d' ™n ta‹j  
Diadoca‹j lšgei kaˆ Pl£twnoj                    
aÙtÕn ¢koàsai. genÒmenon g¦r  
™tîn triîn pou kaˆ e‡kosi                              
kaˆ stenîj diake…menon                                 
kat¦    klšoj tîn Swkratikîn e„j 
'Aq»naj  ¢p©rai sÝn Qeomšdonti tù 
„atrù, trefÒmenon Øp' aÙtoà· oƒ dš,             
kaˆ paidik¦ Ônta· katacqšnta d'  
e„j tÕn Peirai© Ðshmšrai                               
¢nišnai 'Aq»naze kaˆ ¢koÚsanta tîn  
sofistîn aÙtÒqi Øpostršfein.                     
dÚo d¾ mÁnaj diatr…yanta o‡kad'  
™panelqe‹n kaˆ prÕj tîn f…lwn                     
™ranisqšnta e„j A‡gupton ¢p©rai  
met¦ Crus…ppou toà „atroà,                        
sustatik¦j fšronta par' 'Aghsil£ou  
prÕj Nekt£nabin· tÕn d  to‹j                        
ƒereàsin aÙtÕn sustÁsai. kaˆ  
tšttaraj mÁnaj prÕj ™niautù                        
diatr…yant' aÙtÒqi xurÒmenÒn q'  
Øp»nhn kaˆ ÑfrÝn t¾n 'Oktaethr…da             
kat£ tinaj suggr£yai.  
™nteàqšn te genšsqai ™n Kuz…kJ                   
kaˆ tÍ Propont…di sofisteÚonta·  
ll¦ kaˆ par¦ MauswlÕn ¢fikšsqai.          
œpeiq' oÛtwj ™panelqe‹n  
'Aq»naze, panÝ polloÝj perˆ ˜autÕn            
œconta maqht£j, éj fas…  
tinej, Øp r toà Pl£twna lupÁsai,              
Óti t¾n ¢rc¾n aÙtÕn parepšm- 
yato. tin j dš fasi ka                                    
sumpÒsion œconti tù Pl£twni aÙtÕn  
t¾n ¹mikÚklion kat£klisin pollîn 
Ôntwn, e„shg»sasqai. fhsˆ  
d' aÙtÕn NikÒmacoj Ð                                      
'Aristotšlouj (Arist. EN 1172b9) t¾n  
¹don¾n lšgein tÕ ¢gaqÒn. 

Ο Εύδοξος ήταν γιος του Αισχίνη και 
καταγόταν από την Κνίδο. ΄Ηταν 
αστρονόμος, γεωμέτρης νομοθέτης. 
∆άσκαλό του στη γεωμετρία είχε τον 
Αρχύτα και στην ιατρική τον 
Φιλιστίωνα τον Σικελιώτη όπως λέει ο 
Καλλίμαχος στους’’ Πίνακες’’. 
 Ο Σωσίων στις ‘’∆ιαδοχές’’ λέει ότι 
υπήρξε και μαθητής του Πλάτωνα. 
Όταν ήταν περίπου 23 χρόνων επειδή  
ένιωθε περιορισμένος, επηρεασμένος 
από τη δόξα των Σωκρατικών, 
αναχώρησε για την Αθήνα μαζί με τον 
γιατρό Θεομέδοντα, που του 
εξασφάλιζε τα προς το ζην. 
Αποβιβάστηκε στον Πειραιά και 
καθημερινά πήγαινε στην Αθήνα, 
άκουγε τους σοφιστές και γύριζε πάλι 
πίσω. Έμεινε εκεί 2 μήνες και στη 
συνέχεια επέστρεψε στην πατρίδα 
του. 
 Με την βοήθεια των φίλων του 
αναχώρησε για την Αίγυπτο μαζί με 
τον γιατρό Χρύσιππο, έχοντας 
συστατικές επιστολές από τον 
Αγησίλαο για τον Νεκτάναβι που τον 
σύστησε στους ιερείς. 
Εκεί έμεινε ένα χρόνο ξύρισε τα 

γένια και συνέγραψε την 
«Οκταετηρίδα». Από κει  πήγε στην 
Κύζικο και στην Προποντίδα για να 
διδάξει ως σοφιστής. 
Πήγε επίσης και στην αυλή του 
Μαυσώλου. Κατόπιν ξαναγύρισε στην 
Αθήνα έχοντας πάρα πολλούς 
μαθητές για να λυπήσει, όπως λένε 
μερικοί τον Πλάτωνα επειδή από την 
αρχή δεν του είχε δώσει σημασία.  
Κάποιοι μάλιστα λένε ότι στην 
διάρκεια ενός συμποσίου του 
Πλάτωνα, όπου ήταν πολλοί ο 
Εύδοξος πρότεινε να βάζουν τα 
ανάκλιντρα σε ημικύκλιο. Ο 
Νικόμαχος του Αριστοτέλη λέει πως 
αυτός θεωρούσε  την ηδονή αγαθό.  
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¢pedšcqh d¾ ™n tÍ patr…di megalo- 
t…mwj æj tÒ ge perˆ aÙtoà y»fisma 
genÒmenon dhlo‹. ¢ll¦ kaˆ  
par¦ to‹j “Ellhsin ™pifanšstatoj 
™gšneto, gr£yaj to‹j „d…oij   
pol…taij nÒmouj, éj fhsin “Ermippoj 
™n tet£rtV Perˆ tîn ˜pt¦  
sofîn (FHG iii. 40), kaˆ 
¢strologoÚmena kaˆ gewmetroÚmena  
kaˆ ›ter' ¥tta ¢xiÒloga.  
     ”Esce d  kaˆ qugatšraj tre‹j, 
'Akt…da, Delf…da, Filt…da.  
fhsˆ d' aÙtÕn 'Eratosqšnhj ™n to‹j 
PrÕj B£twna (FGrH 241 F  
22) kaˆ Kunîn dialÒgouj sunqe‹nai· 
oƒ dš, gegrafšnai m n  
A„gupt…ouj tÍ aØtîn fwnÍ, toàton d  
meqermhneÚsanta ™k- 
doànai to‹j “Ellhsi. toÚtou di»kouse 
CrÚsippoj Ð 'Er…new  
Kn…dioj t£ te perˆ qeîn kaˆ kÒsmou 
kaˆ tîn metewrologoumšnwn,  
t¦ d' „atrik¦ par¦ Filist…wnoj toà 
Sikeliètou.  
 
     Katšlipe d  kaˆ Øpomn»mata 
k£llista. toÚtou gšgone pa‹j  
'AristagÒraj, oá CrÚsippoj 'Aeql…ou 
maqht»j,.  
      
     `O d' aÙtÒj fhsi tÕn Kn…dion 
EÜdoxon ¢km£sai kat¦ t¾n  
tr…thn kaˆ ˜katost¾n 'Olumpi£da, 
eØre‹n te t¦ perˆ t¦j kam- 
pÚlaj gramm£j. ™teleÚthse d  tr…ton 
¥gwn kaˆ penthkostÕn  
œtoj.  
Toàton ¢ntˆ EÙdÒxou ”Endoxon 
™k£loun di¦ t¾n lamprÒthta  
tÁj f»mhj.  

Στην πατρίδα του τον δέχτηκαν με 
μεγάλες τιμές όπως φαίνεται από το 
ψήφισμα που έγινε γι’ αυτόν. Αλλά και 
μεταξύ των Ελλήνων ξεχώρισε, 
θεσπίζοντας νόμους για τους 
συμπολίτες του, όπως λέει ο 
΄Ερμιππος στο τέταρτο «Περί των 
εφτά σοφών», και γράφοντας για 
αστρονομία γεωμετρία και άλλα 
αξιόλογα.  
Είχε και τρείς κόρες, την Ακτίδα τη 
∆ελφίδα και τη Φιλτίδα. Ο 
Ερατοσθένης στα προς Βάτωνα λέει 
πως είχε συνθέσει και «Κυνών 
διαλόγους ».  
΄Αλλοι λένε πως τούτοι οι διάλογοι 
είχαν γραφτεί από Αιγύπτιους στη 
δική τους γλώσσα και πως ο Εύδοξος 
τους μετέφρασε και τους 
δημοσιοποίησε στους ΄Ελληνες. Ο 
Κνίδιος Χρύσιππος του Ερίνεου 
παρακολούθησε τις ομιλίες του για 
τους θεούς, το σύμπαν και τα ουράνια 
φαινόμενα ενώ τα ιατρικά θέματα τα 
γνώρισε από τον Φιλιστίωνα τον 
Σικελιώτη.  
΄Αφησε εξαίρετα υπομνήματα. Είχε 
και έναν γιο, τον Αρισταγόρα του 
οποίου γιος ήταν ο Χρύσιππος, 
μαθητής του Αεθλίου. 
 
Ο Κνίδιος Εύδοξος άκμασε κατά την 
εκατοστή Τρίτη Ολυμπιάδα και 
ανακάλυψε τα σχετικά με τις 
καμπύλες γραμμές. 
 
 Πέθανε πενήντα τριών χρονών. 
Λόγω της μεγάλης του φήμης τον 
ονόμασαν Ένδοξο αντί για Εύδοξο. 

 
Tέλος πρέπει να αναφερθεί ότι ο Εύδοξος ήταν πολύ μεγάλος μαθηματικός 
ίσως ο μεγαλύτερος μαθηματικός της αρχαιότητας μετά τον Αρχιμήδη και αυτό 
φαίνεται από την αναφορά των έργων του. Θεωρία λόγων (V βιβλίο των 
Στοιχείων του Ευκλείδη ), μέτρηση εμβαδών και όγκων (XII βιβλίο των 
Στοιχείων). Με αυτά τα έργα θα ασχοληθούμε παρακάτω.  
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 2. ΑΝΑΛΟΓΙΑ ΜΕΓΕΘΩΝ ΣΤΟ V ΒΙΒΛΙΟ ΤΩΝ ΣΤΟΙΧΕΙΩΝ ΤΟΥ 
ΕΥΚΛΕΙΔΗ 
 
Το V βιβλίο των Στοιχείων του Ευκλείδη αποδίδεται στον Εύδοξο.    Σ’ ένα  
ανώνυμο σχόλιο στο V βιβλίο  αναφέρεται. 
« Toàto tÕ bibl…on EÙdÒxou toà Knid…ou toà maqhma- 
tikoà toà kat¦ toÝj Pl£twnoj crÒnouj gegonÒtoj e nai  

lšgetai, ™pigšgraptai d  Ómwj EÙkle…dou.» (Σχόλιο V.3,1-3 ) 
 
Εκεί, ο Εύδοξος, ανέπτυξε ακόμα περισσότερο την έννοια του λόγου για 
οποιαδήποτε  μεγέθη. Όμως ας δούμε τι ίσχυε πριν την εποχή του Ευδόξου. 
Η πρώτη θεωρία αναλογιών ίσχυε για την περίπτωση των αριθμών και των 
συμμέτρων μεγεθών. Η θεωρία αυτή ανήκει στους Πυθαγόρειους. Ο ορισμός 
που αποτέλεσε τη βάση αυτής της θεωρίας είναι ο εξής׃.   

                              
Ορισμός  

 
΄Εστω Α και Β δύο σύμμετρα μεγέθη και Γ,∆ δύο άλλα σύμμετρα μεγέθη, όχι 
κατ΄ανάγκη ομοειδή προς τα Α,Β. Τότε Α/B=Γ/∆ αν και μόνο αν το Α είναι το 
ίδιο πολλαπλάσιο ή το ίδιο μέρος  ή τα ίδια μέρη του Β όπως το Γ είναι του ∆. 
 
H δεύτερη θεωρία αναλογιών είναι η ανθυφαιρετική θεωρία λόγων, η οποία 
ίσχυε  και σε ομογενή ασύμμετρα μεγέθη .Ο ορισμός που αποτέλεσε τη βάση 
αυτής της θεωρίας είναι ο εξής׃ 

 
Ορισμός  
 
΄Εστω Α,Β ένα ζεύγος ομογενών μεγεθών με Α>Β 
και Γ,∆ ένα άλλο ζεύγος ομογενών μεγεθών με  Γ>∆ . 
Τότε Α/B=Γ/∆ αν και μόνο αν Ανθ(Α,Β)=Ανθ(Γ,∆) 
   
 Για τον πιο πάνω ορισμό δεν υπάρχει καμία αναφορά σε κείμενο της 
αρχαιότητας.Η αποκάλυψή του είναι έργο των ιστορικών των μαθηματικών H. 
G. Zeuthen, E. Dijκsterhuis και κυρίως του O. Becker. Η θεμελιώδης μαρτυρία 
που οδήγησε τους παραπάνω ιστορικούς στη διατύπωση της θέσης για την 
ύπαρξη αυτού του ορισμού είναι ένα χωρίο από τα Τοπικά του Αριστοτέλη 
(158b29-35) που αναφέρει: ¥llwn tîn Ðrismoà deomšnwn. œoike d  kaˆ ™n to‹j 
maq»masin œnia di' Ðrismoà œlleiyin oÙ ·vd…wj gr£fesqai, oŒon  
Óti ¹ par¦ t¾n pleur¦n tšmnousa tÕ ™p…pedon Ðmo…wj  
diaire‹ t»n te gramm¾n kaˆ tÕ cwr…on. toà d  Ðrismoà ·h- 
qšntoj eÙqšwj fanerÕn tÕ legÒmenon· t¾n g¦r aÙt¾n ¢nt- 
ana…resin œcei t¦ cwr…a kaˆ aƒ gramma…· œsti d' ÐrismÕj  
toà aÙtoà lÒgou oátoj.  
∆ηλαδή 
Φαίνεται ότι και στα μαθηματικά μερικές προτάσεις δεν είναι εύκολο να 
αποδειχτούν λόγω έλλειψης ορισμού, όπως για παράδειγμα ότι η ευθεία που 
τέμνει ένα παραλληλόγραμμο και είναι παράλληλη προς τη μια πλευρά αυτού 
διαιρεί ομοίως και την πλευρά και το χωρίο. Μόλις όμως διατυπωθεί ο 
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ορισμός το λεγόμενο γίνεται αμέσως φανερό. ∆ιότι τα χωρία και οι γραμμές 
έχουν την ίδια ανταναίρεση, και αυτός είναι ο ορισμός του αυτού του λόγου. 
O Αλέξανδρος ο Αφροδισιέας στα σχόλιά του στα Τοπικά.(545,15-19) 
αναφέρει: œsti d  ÐrismÕj tîn ¢nalÒgwn, ú oƒ ¢rca‹oi ™crînto, oátoj·  
¢n£logon œcei megšqh prÕj ¥llhla ïn ¹ aÙt¾ ¢nqufa…resij· aÙtÕj d  t¾n  
¢nqufa…resin ¢ntana…resin e‡rhke. t¦ d' ¢n£logon œconta prÕj ¥llhla  
kaˆ Ðmo…wj œcein prÕj ¥llhla lšgetai· diÕ e pen œsti d  ÐrismÕj toà  
aÙtoà lÒgou oátoj ¢ntˆ toà ‘œsti d  ÐrismÕj toà ¢n£logon’.  
«ότι ανταναίρεση σημαίνει ανθυφαίρεση και μεγέθη είναι ανάλογα όταν έχουν 
την ίδια ανθυφαίρεση ». 
Ο συνδυασμός αυτού του χωρίου με το χωρίο από τα «Αναλυτικά ΄Υστερα» 
του Αριστοτέλη (Α5, 74a 18-25) αποκτά ιστορική διάσταση. Το χωρίο αυτό 
λέει : tÕ ¢n£logon Óti kaˆ ™nall£x, Î ¢riqmoˆ kaˆ Î grammaˆ kaˆ  
Î stere¦ kaˆ Î crÒnoi, ésper ™de…knutÒ pote cwr…j, ™nde- 
cÒmenÒn ge kat¦ p£ntwn mi´ ¢pode…xei deicqÁnai· ¢ll¦  
di¦ tÕ m¾ e nai çnomasmšnon ti taàta p£nta ™n, ¢riqmo…  
m»kh crÒnoi stere£, kaˆ e‡dei diafšrein ¢ll»lwn, cwrˆj  
™lamb£neto. nàn d  kaqÒlou de…knutai· oÙ g¦r Î grammaˆ  
À Î ¢riqmoˆ ØpÁrcen, ¢ll' Î tod…, Ö kaqÒlou Øpot…qentai  
Øp£rcein. ∆ηλαδή το θεώρημα της εναλλαγής των όρων σε μια αναλογία 
παλαιότερα το αποδείκνυαν ξεχωριστά για αριθμούς για γραμμές για στερεά 
και για χρόνους ενώ τώρα είναι δυνατόν να αποδειχτεί με μια απόδειξη για 
όλα. ΄Αρα  αφού το θεώρημα της εναλλαγής αποδεικνύεται με τον ορισμό του 
Ευδόξου για όλα τα μεγέθη σε μία απόδειξη, αυτό σημαίνει ότι υπήρχε 
παλαιότερα κάποια άλλη θεωρία αναλογιών για ασύμμετρα μεγέθη. Σύμφωνα 
με τα παραπάνω χωρία αυτή δεν είναι άλλη παρά η ανθυφαιρετική θεωρία 
λόγων που βασίζεται στον ανθυφαιρετικό ορισμό (Θεαίτητος ) 
 
Η τρίτη θεωρία αναλογιών είναι του Ευδόξου  
Το V βιβλίο των στοιχείων του Ευκλείδη περιέχει την θεωρία λόγων του 
Ευδόξου. Παραθέτουμε τους πέντε πρώτους ορισμούς . 
 Α   Mšroj ™stˆ mšgeqoj megšqouj tÕ œlasson toà  
me…zonoj, Ótan katametrÍ tÕ me‹zon.  
 Β.   Pollapl£sion d  tÕ me‹zon toà ™l£ttonoj, Ótan  
katametrÁtai ØpÕ toà ™l£ttonoj.  
  Γ.   LÒgoj ™stˆ dÚo megeqîn Ðmogenîn ¹ kat¦ phli- 
kÒtht£ poia scšsij.  
  ∆.  LÒgon œcein prÕj ¥llhla megšqh lšgetai, §  
dÚnatai pollaplasiazÒmena ¢ll»lwn Øperšcein.  
   Ε.  'En tù aÙtù lÒgJ megšqh lšgetai e nai prîton  
prÕj deÚteron kaˆ tr…ton prÕj tštarton, Ótan t¦ toà  
prètou kaˆ tr…tou „s£kij pollapl£sia tîn toà deutšrou  
kaˆ tet£rtou „s£kij pollaplas…wn kaq' Ðpoionoàn  
pollaplasiasmÕn ˜k£teron ˜katšrou À ¤ma ØperšcV À  
¤ma ‡sa Ï À ¤ma ™lle…pV lhfqšnta kat£llhla.   
 
Ο ορισμός (ε) μας λέει ότι για δύο ζεύγη ομοειδών μεγεθών Α,Β και Γ,∆ ,  
Α/Β=Γ/∆  μόνο αν για οιουσδήποτε δύο φυσικούς αριθμούς μ,ν ισχύει μία των 
παρακάτω τριών σχέσεων׃ 
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i)   μΑ>νΒ   και   συγχρόνως    μΓ>ν∆ 
 
i i)  μΑ=νΒ  και   συγχρόνως    μΓ=ν∆ 
 
iii) μΑ<νΒ   και   συγχρόνως   μΓ<ν∆ 
 
Ο ορισμός αυτός κρίθηκε αρνητικά από πολλούς, μάλιστα λέγεται ότι ο 
Γαλιλαίος τον χαρακτήρισε ως τον χειρότερο ορισμό που γνώριζε. 
Καταβλήθηκαν πολλές προσπάθειες, έως ότου οδηγηθούμε σε μία αποδεκτή 
ερμηνεία από τον Thomas Heath[4], το 1906.Αυτή έχει ως εξής ׃  

«το κλάσμα 
Β
Α  χωρίζει το πλήθος των θετικών ρητών 

μ
ν  σε τέτοιους, ώστε  

Β>Α .νμ   και Β≤Α .νμ . Η τομή –κατά την σύγχρονη ορολογία του Dedekind- 

προσδιορίζει  το ρητό  ή  ασύμμετρο αριθμό  
Β
Α . Το    κλάσμα 

Δ
Γ       χωρίζει 

ομοίως το πλήθος των θετικών ρητών 
μ
ν  σε τέτοιους, ώστε׃   και 

.Η τομή προσδιορίζει το ρητό ή ασύμμετρο αριθμό  .Εάν οι δύο 

αυτές τομές συμπίπτουν,  τότε θα έχουμε ׃ = . Εάν η πρώτη είναι 

μεγαλύτερη της δεύτερης ,τότε θα έχουμε > ».    

Δ>Γ .. νμ

Δ≤Γ .. νμ
Δ
Γ

Β
Α

Δ
Γ

Β
Α

Δ
Γ

Η σημαντική έλλειψη του παραπάνω ορισμού από τους Έλληνες είναι η 
αντίστροφη διατύπωση, δηλαδή ότι κάθε τέτοια τομή παράγει έναν 
πραγματικό αριθμό και σ’ αυτό ακριβώς το σημείο ο Dedekind κάνει την 
απαραίτητη προσθήκη , για την πλήρη θεμελίωση των πραγματικών αριθμών. 
(Ε.Σταμάτης  [8]).  
 
Ορισμός  
 
Ένα σύνολο Q λέγεται τομή Dedekind, αν ⊂Α
 
i)  Ø. ≠Α
  
ii)  Q. ≠Α
 
iii)Αν r  και q∈ Q:  q<r τότε qΑ∈ ∈ Α  
 
iv) To Α  δεν έχει μέγιστο στοιχείο , δηλαδή ∀ r Α∈ ,∃  r´ Α∈  ´r < r ׃ 
 
2.1 ΑΞΙΩΜΑ  ΕΥΔΟΞΟΥ- ΑΡΧΙΜΗΔΗ 
Ο τέταρτος ορισμός του V βιβλίου αναφέρει  ότι όταν δοθούν δύο άνισα 
μεγέθη Α<Β του ίδιου είδους τότε υπάρχει θετικός ακέραιος n ώστε n.Α>Β . 
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Η ιδιότητα αυτή έμεινε γνωστή μεταγενέστερα ως η ιδιότητα των Αρχιμήδη – 
Εύδοξου ή σαν το αξίωμα συνέχειας.  
 
O Aρχιμήδης σε δύο πραγματείες του αναφέρει τούτο ως λήμμα. 
ι) Στην πραγματεία του «περί σφαίρας και κυλίνδρου» το διατυπώνει ως εξής:  
 
     
”Eti d  tîn ¢n…swn grammîn kaˆ tîn 
¢n…swn ™pi- 
faneiîn kaˆ tîn ¢n…swn stereîn tÕ 
me‹zon toà ™l£ssonoj  
Øperšcein toioÚtJ, Ö suntiqšmenon 
aÙtÕ ˜autù dunatÒn  
™stin Øperšcein pantÕj toà 
proteqšntoj tîn prÕj ¥llhla  
legomšnwn.  

 
Ακόμη δε και στις άνισες γραμμές  
και στις άνισες επιφάνειες  και στα 
άνισα στερεά,  
είναι δυνατόν η διαφορά των 
λαμβανομένη πολλές φορές να 
υπερβεί ολόκληρο το μεγαλύτερο 
μέγεθος 
 
 
 

 
ιι) Στον πρόλογο της πραγματείας «τετραγωνισμός  της παραβολής» ( σελ.2 
165,6 – 165,26), ο Αρχιμήδης αναφέρει το «λήμμα» που υποθέτει και είναι 
γνωστό σήμερα με το όνομα « Αξίωμα  Ευδόξου – Αρχιμήδη» ως εξής:   
 
 
 tîn ¢n…swn cwr…wn t¦n Øperoc£n, μ 
Øperšcei tÕ me‹zon toà ™l£ssonoj,  
dunatÕn e men aÙt¦n ˜aut´ 
suntiqemšnan pantÕj Øperšcein  
toà proteqšntoj peperasmšnou 
cwr…ou.  Kšcrhntai d   
kaˆ oƒ prÒteron gewmštrai tùde tù 
l»mmati· toÚj te g¦r  
kÚklouj diplas…ona lÒgon œcein pot' 
¢ll£louj t©n  
diamštrwn ¢podede…casin aÙtù toÚtJ 
tù l»mmati crè- 
menoi, kaˆ t¦j sfa…raj Óti 
triplas…ona lÒgon œconti  
pot' ¢ll£laj t©n diamštrwn, œti d  
kaˆ Óti p©sa puramˆj  
tr…ton mšroj ™stˆ toà pr…smatoj toà 
t¦n aÙt¦n b£sin  
œcontoj t´ puram…di kaˆ Ûyoj ‡son· 
kaˆ diÒti p©j kînoj  
tr…ton mšroj ™stˆ toà kul…ndrou toà 
t¦n aÙt¦n b£sin  
œcontoj tù kènJ kaˆ Ûyoj ‡son, 
Ðmo‹on tù proeirh- 
mšnJ lÁmm£ ti lamb£nontej œgrafon. 
Sumba…nei d  tîn  

Η υπεροχή, κατά την οποία το 
μεγαλύτερο από δύο δοθέντα μεγέθη 
υπερέχει ,είναι δυνατόν λαμβανομένη 
πολλές φορές να υπερβεί το δοθέν 
(μεγαλύτερο) πεπερασμένο μέγεθος . 
΄Αλλωστε το λήμμα αυτό είχαν 
χρησιμοποιήσει και οι προηγούμενοι 
γεωμέτρες, διότι με αυτό αποδείκνυαν 
ότι ο λόγος των εμβαδών δύο κύκλων 
μεταξύ τους ισούται με το τετράγωνο 
του λόγου των διαμέτρων τους[ΧΙΙ.2] 
και ότι ο λόγος των όγκων δύο 
σφαιρών μεταξύ τους ισούται με την 
τρίτη δύναμη του λόγω των 
διαμέτρων τους[ΧΙΙ.18]. 
Επίσης χρησιμοποιώντας ένα λήμμα 
παρόμοιο με το προαναφερθέν 
απέδειξαν ότι κάθε πυραμίδα είναι το 
ένα τρίτο πρίσματος που έχει την ίδια 
βάση και ίσο ύψος με την 
πυραμίδα[ΧΙΙ.7], 
 καθώς και ότι κάθε κώνος ισούται με 
το ένα τρίτο κυλίνδρου που έχει την 
ίδια βάση και ίσο ύψος με τον 
κώνο.[ΧΙΙ.10]. 
Συμβαίνει επίσης τα παραπάνω 
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proeirhmšnwn qewrhm£twn ›kaston 
mhdenÕj Âsson tîn  
¥neu toÚtou toà l»mmatoj 
¢podedeigmšnwn pepisteukšnai·  
¢rke‹ d  ™j t¦n Ðmo…an p…stin toÚtoij 
¢nagmšnwn tîn  
Øf' ¡mîn ™kdidomšnwn. 

θεωρήματα να μην είναι λιγότερο 
αποδεκτά από τα άλλα που έχουν 
αποδειχτεί χωρίς τη βοήθεια αυτού 
του λήμματος, εμένα μου αρκεί να 
φθάσουν να γίνουν εξ ίσου αξιόπιστα 
με εκείνα και αυτά που εκδίδω τώρα. 
. 
 

 
 
Κατά τον Ε. Σταμάτη [7] το αξίωμα της συνέχειας το ορθότερο είναι να 
μνημονεύεται ως αξίωμα του Αναξαγόρα και όχι ως αξίωμα του Εύδοξου ή 
του  Αρχιμήδους. Εις το έργο του Αναξαγόρα «περί φύσεως» υπάρχει το 
εξής απόσπασμα ׃«oÜte g¦r toà smikroà ™sti tÒ ge ™l£ciston, ¢ll'  
œlasson ¢e… (tÕ g¦r ™Õn oÙk œsti tÕ m¾ oÙk e nai)–  
¢ll¦ kaˆ toà meg£lou ¢e… ™sti me‹zon. kaˆ ‡son ™stˆ tîi  
smikrîi plÁqoj, prÕj ˜autÕ d  ›kastÒn ™sti kaˆ mšga  

kaˆ smikrÒn»(διότι κατά την θεώρηση του μικρού δεν δυνάμεθα να 
ισχυριστούμε ότι υπάρχει το μικρότατο, αλλά πάντοτε μικρότερο απ’ αυτό, 
(διότι το υπάρχον δεν μπορεί να παύσει να υπάρχει οσονδήποτε μικρό και αν 
θεωρηθεί ) αλλά και για το μεγάλο υπάρχει πάντοτε μεγαλύτερο). 
Την ονομασία αξίωμα μετρήσεως του Αρχιμήδους χρησιμοποιεί  ο D. Hilbert 
εις την πραγματείαν του « Αρχές της Γεωμετρίας». 
 Ο Έλληνας μαθηματικός Κων. Καραθεοδωρής το ονομάζει θεώρημα του 
Αρχιμήδους, το αποδίδει όμως στον Εύδοξο και το διατυπώνει ως εξής:  
« Εάν ε  και α  είναι δύο τυχόντες πεπερασμένοι θετικοί αριθμοί, τότε η 
ακολουθία  ε , 2ε , 3ε , 4ε  ....... περιέχει αριθμούς ,οι οποίοι υπερβαίνουν τον 
α » ( Ε. Σταμάτη [7]). 
 
Παρακάτω θα αναφέρουμε συνοπτικά μερικές πολύ χρήσιμες προτάσεις του 
V βιβλίου που θα φανούν πολύ σημαντικές στα επόμενα κεφάλαια. 

 
Πρόταση 11: 
Oƒ tù aÙtù lÒgJ oƒ aÙtoˆ kaˆ ¢ll»loij 
e„sˆn oƒ  
aÙto….   

Αν α/β = γ/δ και γ/δ = ε/ζ τότε  
α/β  = ε/ζ 

 
Πρόταση 12: 
'E¦n Ï Ðposaoàn megšqh ¢n£logon, 
œstai æj œn tîn  
¹goumšnwn prÕj œn tîn ˜pomšnwn, 
oÛtwj ¤panta t¦  
¹goÚmena prÕj ¤panta t¦ ˜pÒmena.  

Αν α/α' = β/β' = γ/γ' = … τότε α/α' = 
(α+β+γ+…) / (α'+β'+γ'+…) 

 
 
Πρόταση 16: 
'E¦n tšssara megšqh ¢n£logon Ï, kaˆ 
™nall¦x ¢n£logon œstai.  

Αν α/β = γ/δ τότε α/γ = β/δ. 

 18



 
Πρόταση 17: 
'E¦n sugke…mena megšqh ¢n£logon Ï, 
kaˆ diaireqšnta  
¢n£logon œstai.  

Αν α/β = γ/δ τότε (α-β)/β = (γ-δ)/δ. 

 
Πρόταση 18: 
'E¦n diVrhmšna megšqh ¢n£logon Ï, 
kaˆ sunteqšnta  
¢n£logon œstai.  

Αν α/β = γ/δ τότε (α+β)/β = (γ+δ)/δ. 
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                                          ΚΕΦΑΛΑΙΟ ΙΙ                         
 
 
 
Η   ΜΕΘΟΔΟΣ ΤΗΣ ΕΞΑΝΤΛΗΣΗΣ ΣΤΑ  ΣΤΟΙΧΕΙΑ    ΤΟΥ 
ΕΥΚΛΕΙΔΗ 
 
 
Οι Έλληνες γεωμέτρες έως την εποχή του Ευδόξου ,είχαν διαισθητικά δεχτεί 
ότι τα εμβαδά απλών καμπυλόγραμμων σχημάτων ήταν γεωμετρικά μεγέθη 
του ίδιου τύπου, όπως και τα εμβαδά πολυγωνικών σχημάτων. Για τον 
υπολογισμό τους χρησιμοποιούσαν δύο φυσικές ιδιότητες.  
 
1) Την μονοτονία : Αν ένα πολύγωνο Α περιέχεται σ’ ένα καμπυλόγραμμο 
σχήμα Β ,τότε εμβ(Α)<εμβ(Β) και  
 
2)Την προσθετικότητα: Aν Γ=Α∪Β  και Α,Β  ξένα μεταξύ τους τότε  
εμβ(Γ)=εμβ(Β)+ εμβ(Α) 
Αυτές οι δύο ιδιότητες έπαιξαν σημαντικό ρόλο ώστε ο Εύδοξος να οδηγηθεί 
αργότερα  σε  μία μέθοδο υπολογισμού εμβαδών καμπυλόγραμμων 
σχημάτων ,που σήμερα είναι γνωστή ως η «μέθοδος της εξάντλησης 
».(Ε.Γιαννακούλιας[2]). 
Στο κεφάλαιο αυτό  θα   παρουσιάσουμε την   πρόταση X.1 των  Στοιχείων ,η 
οποία αποτελεί την Αρχή της εξάντλησης ,   θα δούμε συνοπτικά τα 
συμπεράσματα των προτάσεων του ΧΙΙ βιβλίου και θα αποδείξουμε τις 
προτάσεις ΧΙΙ.2 και ΧΙΙ.5 με σύγχρονη ορολογία. 
 
1.       Η  ΑΡΧΗ ΤΗΣ ΕΞΑΝΤΛΗΣΗΣ 
Η αρχή της εξάντλησης διατυπώνεται στην πρόταση Χ.Ι των βιβλίων των 
Στοιχείων του Ευκλείδη. Αποτελεί μια εφαρμογή της αρχής της συνέχειας και 
είναι μεγίστης σημασίας για την γένεση των άπειρων διαδικασιών. 
Ας δούμε πώς η πρόταση ΧI διατυπώνεται και αποδεικνύεται στα Στοιχεία του 
Ευκλείδη . 
                                  
  ΠΡΟΤΑΣΗ    X.1 
 
DÚo megeqîn ¢n…swn ™kkeimšnwn,  
™¦n ¢pÕ toà me…zonoj  
¢faireqÍ me‹zon 
 À tÕ ¼misu 
 

Έστω δύο άνισα μεγέθη. Αν απ’ 
το μεγαλύτερο αφαιρέσουμε ένα 
μέγεθος μεγαλύτερο απ’ το μισό 
του 
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kaˆ toà kataleipomšnou  
me‹zon À tÕ ¼misu,  
kaˆ toàto ¢eˆ g…gnhtai,  
leifq»seta… ti  
mšgeqoj, Ö œstai œlasson toà 
™kkeimšnou ™l£ssonoj megšqouj 

και απ’ αυτό που μένει ένα 
μέγεθος μεγαλύτερο απ’ το μισό 
του και αν αυτή η διαδικασία 
επαναλαμβάνεται συνεχώς θα 
μείνει ένα μέγεθος το οποίο θα 
είναι μικρότερο από το μικρότερο 
αρχικό μέγεθος.

 
 Γ

A B

∆ ΕΗΖ

ΘΚ
 
 
 
 

 
kaˆ toàto ¢eˆ gignšsqw, ›wj  
¨n aƒ ™n tù AB diairšseij „soplhqe‹j 
gšnwntai ta‹j ™n tù  
DE diairšsesin.  
 

και τούτο ας γίνεται πάντοτε έως ότου 
οι διαιρέσεις του ΑΒ να γίνουν 
ισοπληθείς με τις διαιρέσεις του ∆Ε 

     ”Estwsan oân aƒ AK, KQ, QB 
diairšseij „soplhqe‹j  
oâsai ta‹j DZ, ZH, HE· kaˆ ™peˆ 
me‹zÒn ™sti tÕ DE  
toà AB, kaˆ ¢fÇrhtai ¢pÕ m n toà DE 
œlasson toà  
¹m…seoj tÕ EH, ¢pÕ d  toà AB me‹zon 
À tÕ ¼misu tÕ BQ,  

Έστω λοιπόν οι διαιρέσεις ΑΚ , ΚΘ, 
ΘΒ, ισοπληθείς προς τις διαιρέσεις 
∆Ζ, ΖΗ, ΗΕ  
και επειδή το ∆Ε>ΑΒ και αφαιρεθεί 
από μεν το ∆Ε λιγότερο του μισού το 
ΕΗ από δε το ΑΒ μεγαλύτερο του 
μισού το ΒΘ, το υπόλοιπο άρα το  
 

Estw dÚo megšqh ¥nisa t¦ AB, G, ïn 
me‹zon tÕ AB 

‘Εστω δύο μεγέθη άνισα τα ΑΒ,Γ των 
οποίων μεγαλύτερο το ΑΒ 

lšgw, Óti, ™¦n ¢pÕ toà AB ¢faireqÍ 
me‹zon À tÕ ¼misu  
kaˆ toà kataleipomšnou me‹zon À tÕ 
¼misu, kaˆ toàto  
¢eˆ g…gnhtai, leifq»seta… ti mšgeqoj, 
Ö œstai œlasson  
toà G megšqouj 

λέγω, ότι,εάν από το ΑΒ αφαιρεθεί 
μεγαλύτερο από το μισό και από το 
υπόλοιπο μεγαλύτερο του μισού και 
τούτο γίνεται πάντα, τότε θα μείνει 
μέγεθος το οποίο θα είναι μικρότερο 
του μεγέθους Γ 

TÕ G g¦r pollaplasiazÒmenon œstai 
pot  toà AB  
me‹zon. pepollaplasi£sqw, kaˆ œstw 
tÕ DE toà m n G  
pollapl£sion, toà d  AB me‹zon, kaˆ 
diVr»sqw tÕ DE  
e„j t¦ tù G ‡sa t¦ DZ,  
ZH, HE, kaˆ ¢fVr»sqw  
¢pÕ m n toà AB me‹zon À tÕ  
¼misu tÕ BQ, ¢pÕ d  toà AQ   
me‹zon À tÕ ¼misu tÕ QK 

∆ιότι το Γ πολλαπλασιαζόμενο θα γίνει 
κάποτε μεγαλύτερο του ΑΒ. Ας 
πολλαπλασιαστεί και έστω το ∆Ε 
πολλαπλάσιο του Γ και του ΑΒ 
μεγαλύτερο και ας διαιρεθεί το ∆Ε σε 
ίσα προς το Γ μεγέθη τα ∆Ζ , ΖΗ , ΗΕ , 
και ας αφαιρεθεί από το ΑΒ 
μεγαλύτερο του μισού το ΒΘ, από δε 
το ΑΘ μεγαλύτερο του μισού το ΘΚ  
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loipÕn ¥ra tÕ HD loipoà toà QA 
me‹zÒn ™stin. 

Η∆ θα είναι μεγαλύτερο του 
υπολοίπου ΘΑ. 

kaˆ ™peˆ  
me‹zÒn ™sti tÕ HD toà QA, kaˆ 
¢fÇrhtai toà m n HD  
¼misu tÕ HZ, toà d  QA me‹zon À tÕ 
¼misu tÕ QK, loipÕn  
¥ra tÕ DZ loipoà toà AK me‹zÒn 
™stin.  
 

και επειδή το Η∆>ΘΑ και αφαιρέθει 
από μεν του Η∆ το μισό ΗΖ , από δε 
του ΘΑ μεγαλύτερο του μισού το ΘΚ, 
άρα το υπόλοιπο ∆Ζ  είναι μεγαλύτερο 
του υπολοίπου ΑΚ. 

. ‡son d  tÕ DZ  
tù G· kaˆ tÕ G ¥ra toà AK me‹zÒn 
™stin. œlasson ¥ra  
tÕ AK toà G.  
 

Είναι δε ∆Ζ=Γ. Άρα και το Γ>ΑΚ. 
Μικρότερο άρα το ΑΚ του Γ. 

     Katale…petai ¥ra ¢pÕ toà AB 
megšqouj tÕ AK mšge- 
qoj œlasson ×n toà ™kkeimšnou 
™l£ssonoj megšqouj toà G·  
Óper œdei de‹xai. –Ðmo…wj d  
deicq»setai, k¨n ¹m…sh Ï t¦  
¢fairoÚmena 

Απομένει άρα από το μέγεθος ΑΒ το 
μέγεθος ΑΚ, το οποίο είναι μικρότερο 
του δοθέντος μικροτέρου μεγέθους Γ 
ο.ε.δ. καθ’ όμοιο τρόπο γίνεται η 
απόδειξη όταν τα αφαιρούμενα είναι 
μισά 

 
 
 
                                                 ΣΧΟΛΙΑ   
1) Η πρόταση Χ.1  χρησιμοποιείται στα Στοιχεία του Ευκλείδη στην απόδειξη 
της Χ.2 και σε πολλές προτάσεις του ΧII βιβλίου. 
2) Ο van der Waerden [13] αποδίδει στον Θεαίτητο την Χ.1. Συγκεκριμένα 
αναφέρει׃ 
«Στο δέκατο βιβλίο χρησιμοποιείται αποκλειστικά  στην απόδειξη της 
πρότασης Χ.2׃ Εάν δοθούν δύο άνισα μεγέθη και ανθυφαιρείται πάντοτε το 
μικρότερο από το μεγαλύτερο ,και το εκάστοτε υπόλοιπο ουδέποτε καταμετρεί 
το προηγούμενο  αυτού, τα μεγέθη θα είναι ασύμμετρα. 
 Η απόδειξη της πρότασης είναι αρκετά κομψή  μπορεί να γίνει όμως και 
χωρίς την χρήση της Χ.1, ως εξής ׃ αν τα μεγέθη Α και Β είχαν κοινό μέτρο 
 Ε ,τότε τα υπόλοιπα που προκύπτουν από την ανθυφαίρεση  θα ήταν 
πάντοτε πολλαπλάσια του Ε και, μάλιστα, σταθερά ελαττούμενα 
 πολλαπλάσια , οπότε μετά από πεπερασμένο αριθμό βημάτων η ακολουθία 
των υπολοίπων θα έφτανε στο τέλος .  Κατά συνέπεια η Χ.1  δεν είναι 
προαπαιτούμενη της   Χ.2 . Αλλά τότε, ποιον σκοπό εξυπηρετεί η Χ.1;   
Χρειάζεται για την ανθυφαιρετική  απόδειξη της  πρότασης ׃  αν Α/Γ=Β/Γ , τότε   
Α=Β η οποία με τη σειρά της  χρειαζόταν, για να θεμελιωθεί η θεωρία των 
αναλογιών.  Ο Θεαίτητος  άρχισε  προφανώς το βιβλίο του με μια έκθεση της 
θεωρίας των αναλογιών με βάση τον ορισμό μέσω της ανταναίρεσης .                     
Ακολουθώντας τη συνηθισμένη μέθοδο , άρχισε με λήμματα τα οποία θα του 
χρειάζονταν αργότερα .Σ’ αυτά περιλαμβάνεται η Χ.1» 
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3)   Με σύγχρονη ορολογία  στην  πρόταση Χ.1 αποδεικνύεται ότι, αν για μια  

ακολουθία ( να ) θετικών όρων ισχύει 1+να ≤ να2
1  , τότε για 

οποιονδήποτε θετικό αριθμό  

*Ν∈∀ν

ε ,∃  ∈ρ *Ν , ώστε εαρ <  . 
 

Η σχέση  μάλιστα 1+να ≤ να2
1       δίνεται εκεί έμμεσα ως εξής *Ν∈∀ν     ׃

1+να = νν ωα −  με  ≥νω να2
1   *Ν∈∀ν  

Τότε    ισχύει      1+να ≤ ν
ν

ν α
α

α
2
1

2
=−      .  Αποδεικνύεται επαγωγικά 

ότι      

*Ν∈∀ν

ν
α1α1 ≤α νν 12

1
≤ −     οπότε για να είναι *Ν∈∀ν εαρ <  αρκεί ε

ρ
α

<1   ή    

1αερ >⋅  που εξασφαλίζεται  από το Αξίωμα Ευδόξου – Αρχιμήδη. 
 
2.  Η  ΜΕΘΟΔΟΣ ΤΗΣ ΕΞΑΝΤΛΗΣΗΣ ΣΤΟ ΧΙΙ ΒΙΒΛΙΟ                         
ΤΩΝ ΣΤΟΙΧΕΙΩΝ                           
 
Στο  ΧΙΙ βιβλίο διατυπώνονται και αποδεικνύονται  18 συνολικά προτάσεις  τα 
βασικά συμπεράσματα των οποίων έχουν συνοπτικά ως εξής.                           
Αρχικά στην πρόταση  2, αποδεικνύεται ότι δύο κύκλοι είναι ανάλογοι των 
τετραγώνων των διαμέτρων τους . Ας σημειωθεί ότι με σημερινούς όρους ,το 
εμβαδόν  κύκλου λαμβάνεται ως όριο της ακολουθίας ( η2

Ε ) που ορίζουν τα 
εμβαδά των εγγεγραμμένων στον ύκλο ανονικών πολυγώνων με 2κ κ η  
πλευρές . 
Στη συνέχεια αποδεικνύεται  ότι δύο πυραμίδες (τριγωνικές αρχικά και μετά 
πολυγωνικές ) με ίσα ύψη είναι ανάλογες των βάσεων τους , για να 
καταλήξουμε  στην πρόταση 7 , απ’ όπου προκύπτει το θεμελιώδες 
συμπέρασμα, σύμφωνα με το οποίο κάθε τριγωνικό πρίσμα διαιρείται σε τρεις 
ίσες (ισοδύναμες ) τριγωνικές πυραμίδες . Έτσι ο λόγος  δύο όμοιων 
τριγωνικών πυραμίδων ανάγεται σε λόγο παραλληλεπιπέδων, για να 
αποδειχτεί τελικά ότι ισούται με  τον κύβο του λόγου των ομολόγων ακμών 
τους (πρόταση 8).    
Ακολουθεί  η  σύγκριση  κώνου και κυλίνδρου με ίσες βάσεις και ίσα ύψη.  
Αρχικά αποδεικνύεται ότι, αν δύο κώνοι (ή κύλινδροι ) έχουν ίσα ύψη, τότε 
είναι ανάλογοι των βάσεων τους (πρόταση 11). 
Ακολούθως αποδεικνύεται ότι δύο όμοιοι κώνοι (ή κύλινδροι) είναι ανάλογοι 
των κύβων των διαμέτρων των βάσεων τους (πρόταση 12). 
Στη συνέχεια αποδεικνύεται ότι δύο κύλινδροι (ή κώνοι) με ίσες βάσεις  είναι 
ανάλογοι των υψών τους , καταλήγοντας  στο  ότι δύο ίσοι κύλινδροι (ή κώνοι) 
έχουν ύψη  αντιστρόφως ανάλογα των βάσεων τους αλλά και αντίστροφα 
(πρόταση15)  
Με σημερινούς όρους  ο  όγκος  V ενός  κυλίνδρου και ο όγκος V´   ενός 
κώνου λαμβάνονται ως όρια των ακολουθιών ( V ) και(V´ ) που ορίζονται 
από τους όγκους  των εγγεγραμμένων πρισμάτων και πυραμίδων αντιστοίχως  
με βάσεις κανονικά πολύγωνα με 2

η2 η2

η  πλευρές . 
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Το κεφάλαιο τελειώνει με την πρόταση 18 στην οποία αποδεικνύεται ότι δύο 
σφαίρες είναι ανάλογες των κύβων των διαμέτρων τους . Της απόδειξης αυτής 
προηγείται η εξής πρόταση , αν δοθούν δύο ομόκεντρες σφαίρες  τότε 
υπάρχει δυνατότητα να εγγράψουμε στη μεγάλη σφαίρα πολύεδρο που να 
μην έχει κοινά σημεία με την μικρή σφαίρα . 
Το χαρακτηριστικό γνώρισμα του XII βιβλίου είναι η χρήση της μεθόδου της 
εξάντλησης που εφαρμόζεται στις προτάσεις 2,3,4,5,10, 12,16,17,18.  Το  XII. 
βιβλίο των στοιχείων αποδίδεται στον Εύδοξο σύμφωνα κυρίως με τα 
λεγόμενα του Αρχιμήδη. 
 
1) Στον πρόλογο του βιβλίου του «περί σφαίρας και κυλίνδρου»   (κεφάλαιο 1, 
9,1-9,11), ο Αρχιμήδης, έπειτα  από την αναφορά των αποτελεσμάτων 
σχετικά με την επιφάνεια της σφαίρας και του όγκου και της επιφάνειας ενός 
ορθού κυλίνδρου με ύψος ίσο με την διάμετρο της σφαίρας αναφέρει ότι׃ 
[diÒper oÙk ¨n Ñkn»saimi ¢ntiparabale‹n aÙt¦ prÒj  
te t¦ to‹j ¥lloij gewmštraij teqewrhmšna kaˆ prÕj t¦  
dÒxanta polÝ Øperšcein tîn ØpÕ EÙdÒxou perˆ t¦ stere¦  
qewrhqšntwn, Óti p©sa puramˆj tr…ton ™stˆ mšroj pr…s- 
matoj toà b£sin œcontoj t¾n aÙt¾n tÍ puram…di kaˆ Ûyoj  
‡son, kaˆ Óti p©j kînoj tr…ton mšroj ™stˆn toà kul…ndrou  
toà b£sin œcontoj t¾n aÙt¾n tù kènJ kaˆ Ûyoj ‡son·  
kaˆ g¦r toÚtwn prouparcÒntwn fusikîj perˆ taàta t¦  
sc»mata, pollîn prÕ EÙdÒxou gegenhmšnwn ¢x…wn  
lÒgou gewmetrîn sunšbainen ØpÕ p£ntwn ¢gnoe‹sqai  
mhd' Øf' ˜nÕj katanohqÁnai.]  
"έχοντας τώρα ανακαλύψει ότι οι ιδιότητες που αναφέραμε είναι αληθινές σ’ 
αυτά τα σχήματα, δεν αισθάνομαι κανένα δισταγμό να τις παραθέσω δίπλα με 
τις προηγούμενες ανακαλύψεις μου και με αυτές των θεωρημάτων του 
Ευδόξου στα στερεά που έχουν θεμελιωθεί, συγκεκριμένα ότι «κάθε πυραμίδα 
είναι το ένα τρίτο του πρίσματος με την ίδια βάση και ίσο ύψος» (XII.7) και 
κάθε κώνος είναι το ένα τρίτο του κυλίνδρου που έχει την ίδια βάση και ίσο 
ύψος (XII.10). Αυτές οι ιδιότητες ήταν άγνωστες στους ικανούς γεωμέτρες που 
έζησαν πριν τον Εύδοξο και δεν παρατηρήθηκαν από κανέναν, αν και 
προϋπάρχουν φυσικώς στα σχήματα." 
 
2)Στην πραγματεία "Αρχιμήδους περί των μηχανικών θεωρημάτων προς 
Ερατοσθένην έφοδος" (σελ.3, 84,4-84,7), ο Αρχιμήδης λέγει ότι: 
[ïn EÜdoxoj ™xhÚrhken prîtoj t¾n ¢pÒdeixin,  
perˆ toà kènou kaˆ tÁj puram…doj, Óti tr…ton mšroj  
Ð m n kînoj toà kul…ndrou, ¹ d  puramˆj toà pr…smatoj,  
tîn b£sin ™cÒntwn t¾n aÙt¾n kaˆ Ûyoj ‡son] 
"Πρώτος ο Εύδοξος απέδειξε ότι ο κώνος είναι το τρίτο μέρος του κυλίνδρου 
και η πυραμίδα του πρίσματος με την ίδια βάση και ίσο ύψος." 
Από τα αναφερθέντα συμπεραίνουμε ότι οι βασικές προτάσεις του XII. βιβλίου 
είναι του Ευδόξου. 
Στο XII. Βιβλίο παρουσιάζεται η ανάγκη να ορισθεί το εμβαδόν του κύκλου με 
βάση το εμβαδόν πολυγώνου  ή ο όγκος κυλίνδρου(και κώνου) με βάση τον 
όγκο πρίσματος(πυραμίδας).Επίσης παρουσιάζεται η ανάγκη να συγκριθούν  
πυραμίδα και πρίσμα που έχουν ίσες βάσεις και ίσα ύψη. Σε αυτές τις 
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περιπτώσεις καταφεύγουμε στην αξιοθαύμαστη μέθοδο του Ευδόξου, τη 
μέθοδο της εξάντλησης . 
 
Οι Αρχαίοι Έλληνες είχαν συνειδητά εξοβελίσει την έννοια του ορίου και του 
απείρου από τις αποδεικτικές τους διαδικασίες. Αυτό είχε ως αποτέλεσμα να 
καταφεύγουν σε αξιοθαύμαστες μεν, αλλά αρκετά δύσκαμπτες μεθόδους 
πέραν της εντυπωσιακής πράγματι διαδικασίας που ακολουθούσαν για να 
υποψιαστούν εκ των προτέρων την τιμή Β κάποιας κατά κανόνα γεωμετρικής 
ποσότητας Α την οποία προσπαθούσαν να υπολογίσουν(Ευκλείδη Στοιχεία, 
[12]) 
 
 Το χαρακτηριστικό γνώρισμα του XII. βιβλίου είναι η χρήση της μεθόδου της 
εξάντλησης που εφαρμόζεται στις προτάσεις 2,3,,5,10, 12,16,17,18. Εμείς στη 
παρούσα εργασία θα αναφερθούμε στις προτάσεις 2 και 5. 
 

2.1  ΠΡΟΤΑΣΗ   XII.2 
 
Oƒ kÚkloi prÕj ¢ll»louj e„sˆn æj t¦ 
¢pÕ tîn diamštrwn tetr£gwna.  
 

Οι κύκλοι είναι μεταξύ τους όπως 
τα τετράγωνα των διαμέτρων τους.

 
 
 
 
 

 
 
 
 Γ

ΠΟ

Ρ

Α

Ξ

∆Β

Ν

ΜΛ

Κ

Η

Ε

ΘΖ

 
 
 
Estwsan kÚkloi oƒ ABGD, EZHQ, 
di£metroi d  aÙ tîn [œstwsan] aƒ 
BD,ZQ· 
lšgw, Óti ™stˆn æj Ð ABGD  
kÚkloj prÕj tÕn EZHQ kÚklon, oÛtwj 
tÕ ¢pÕ tÁj BD  
tetr£gwnon prÕj tÕ ¢pÕ tÁj ZQ 
tetr£gwnon.  
 

Έστω οι κύκλοι ΑΒΓ∆, ΕΖΗΘ, 
διάμετροι δε αυτών οι Β∆,ΖΘ. 
 
Λέγω ότι ο κύκλος ΑΒΓ∆ προς τον 
κύκλο ΕΖΗΘ είναι όπως το 
τετράγωνο του Β∆ προς το 
τετράγωνο του ΖΘ. 

     E„ g¦r m» ™stin æj Ð ABGD kÚkloj 
prÕj tÕn EZHQ,  
oÛtwj tÕ ¢pÕ tÁj BD tetr£gwnon prÕj 
tÕ ¢pÕ tÁj ZQ,  
œstai æj tÕ ¢pÕ tÁj BD prÕj tÕ ¢pÕ 

Αν το τετράγωνο του Β∆ δεν είναι 
προς το τετράγωνο του ΖΘ όπως ο 
κύκλος ΑΒΓ∆ προς τον κύκλο ΕΖΗΘ, 
τότε όπως είναι το τετράγωνο του Β∆ 
προς το τετράγωνο του ΖΘ θα είναι 
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tÁj ZQ, oÛtwj Ð  
ABGD kÚkloj ½toi prÕj œlassÒn ti 
toà EZHQ kÚklou  
cwr…on À prÕj me‹zon. 

και ο κύκλος ΑΒΓ∆ προς έναν 
μικρότερο ή μεγαλύτερο κύκλο ΕΖΗΘ.
 

 
œstw prÒteron prÕj œlasson tÕ S.  
 

Έστω  Β∆2 /ΖΘ2 = (κυκ.ΑΒΓ∆) / (Σ) 
όπου Σ είναι η περιοχή εκείνη με 
εμβαδό μικρότερο του κύκλου ΕΖΗΘ. 
 

kaˆ ™ggegr£fqw e„j tÕn EZHQ kÚklon 
tetr£gwnon tÕ   
EZHQ· 

Εγγράφουμε το τετράγωνο ΕΖΗΘ 
στον κύκλο ΕΖΗΘ.  
 

tÕ d¾ ™ggegrammšnon tetr£gwnon 
me‹zÒn ™stin  
À tÕ ¼misu toà EZHQ kÚklou, 
™peid»per ™¦n di¦ tîn  
E, Z, H, Q shme…wn ™faptomšnaj 
[eÙqe…aj] toà kÚklou  
¢g£gwmen, toà perigrafomšnou perˆ 
tÕn kÚklon tetragènou ¼misÚ ™sti tÕ 
EZHQ tetr£gwnon, toà d  peri- 
grafšntoj tetragènou ™l£ttwn ™stˆn 
Ð kÚkloj· 

Τότε το εγγραφόμενο τετράγωνο είναι 
μεγαλύτερο από το μισό του κύκλου 
ΕΖΗΘ, επειδή εάν από τα σημεία 
Ε,Ζ,Η,Θ, φέρουμε εφαπτόμενες στον 
κύκλο ,το τετράγωνο Ε ,Ζ ,Η ,Θ είναι 
το μισό του περιγραφομένου περί τον 
κύκλο τετραγώνου,του δε 
περιγραφέντος τετραγώνου ο κύκλος 
είναι μικρότερος . 
 

 éste tÕ  
EZHQ ™ggegrammšnon tetr£gwnon 
me‹zÒn ™sti toà ¹m…- 
sewj toà EZHQ kÚklou. 

Ώστε το εγγραφόμενο τετράγωνο 
στον ΕΖΗΘ κύκλο είναι μεγαλύτερο 
από το μισό του κύκλου ΕΖΗΘ. 

. tetm»sqwsan d…ca aƒ EZ,  
ZH, HQ, QE perifšreiai kat¦ t¦ K, L, 
M, N shme‹a,  
kaˆ ™pezeÚcqwsan aƒ EK, KZ, ZL, LH, 
HM, MQ,  
QN, NE· kaˆ ›kaston ¥ra tîn EKZ, 
ZLH, HMQ,  
QNE trigènwn me‹zÒn ™stin À tÕ 
¼misu toà kaq' ˜autÕ  
tm»matoj toà kÚklou, ™peid»per ™¦n 
di¦ tîn K, L, M, N  
shme…wn ™faptomšnaj toà kÚklou 
¢g£gwmen kaˆ ¢naplh- 
rèswmen t¦ ™pˆ tîn EZ, ZH, HQ, QE 
eÙqeiîn paral- 
lhlÒgramma, ›kaston tîn EKZ, ZLH, 
HMQ, QNE trigènwn ¼misu œstai toà 
kaq' ˜autÕ parallhlogr£mmou,  
¢ll¦ tÕ kaq' ˜autÕ tmÁma œlattÒn 
™sti toà parallhlogr£mmou· 

∆ιχοτομούμε τα τόξα ΕΖ, ΖΗ, ΗΘ, και 
ΘΕ στα σημεία Κ, Λ, Μ, Ν 
αντιστοίχως και θεωρούμε τα 
ευθύγραμμα τμήματα ΕΚ, ΚΖ, ΖΛ, 
ΗΜ, ΜΘ, ΘΝ, και ΝΕ. Κάθε ένα από 
τα τρίγωνα ΕΚΖ, ΖΛΗ, ΗΜΘ, ΘΝΕ 
είναι μεγαλύτερο από το μισό του 
κυκλικού τμήματος που το περιέχει, 
τόσο ώστε αν από τα σημεία Κ, Λ, Μ, 
Ν φέρουμε εφαπτόμενες στον κύκλο 
και συμπληρώσουμε τα 
παραλληλόγραμμα πάνω στα 
ευθύγραμμα τμήματα ΕΖ, ΖΗ, ΗΘ, 
ΘΕ κάθε ένα από τα τρίγωνα είναι το 
μισό από το παραλληλόγραμμο που 
το περιέχει. 
Αλλά το τμήμα του 
κύκλου που απομένει είναι μικρότερο 
του παραλληλογράμμου. 

· éste ›kaston tîn EKZ, ZLH, HMQ, 
QNE  
trigènwn me‹zÒn ™sti toà ¹m…sewj toà 
kaq' ˜autÕ tm»matoj toà kÚklou. 

Ώστε κάθε ένα από τα τρίγωνα 
ΕΚΖ,ΖΛΗ,ΗΜΘ,ΘΝΕ είναι 
μεγαλύτερο από το μισό του 
τμήματος του κύκλου που το περιέχει. 
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tšmnontej d¾ t¦j Øpoleipomšnaj peri- 
fere…aj d…ca kaˆ ™pizeugnÚntej 
eÙqe…aj kaˆ toàto ¢eˆ poioàntej 
katale…yomšn tina ¢potm»mata toà 
kÚklou, § œstai  
™l£ssona tÁj ØperocÁj, Î Øperšcei Ð 
EZHQ kÚkloj toà S cwr…ou 

Έτσι, διχοτομώντας τα εναπομείναντα 
τόξα και ενώνοντας τα ευθύγραμμα 
τμήματα και πράττοντας τούτο 
συνεχώς  θα μείνουν τελικά κάποια 
κυκλικά τμήματα που θα είναι 
μικρότερα από την επιφάνεια που ο 
κύκλος ΕΖΗΘ υπερέχει του Σ.  (X.1) 

. ™de…cqh g¦r ™n tù prètJ qewr»mati 
toà  
dek£tou bibl…ou, Óti dÚo megeqîn 
¢n…swn ™kkeimšnwn,™¦n ¢pÕ toà 
me…zonoj ¢faireqÍ me‹zon À tÕ ¼misu 
kaˆ toà  
kataleipomšnou me‹zon À tÕ ¼misu, 
kaˆ toàto ¢eˆ g…gnhtai,  
leifq»seta… ti mšgeqoj, Ö œstai 
œlasson toà ™kkeimšnou  
™l£ssonoj megšqouj. 

∆ιότι εδείχθη στο πρώτο θεώρημα 
του δεκάτου βιβλίου ότι ,αν έχουμε 
δύο άνισα μεγέθη και από το 
μεγαλύτερο αφαιρεθεί κάτι 
μεγαλύτερο του μισού και απ’ αυτό 
που απομένει κάτι μεγαλύτερο του 
μισού ,και αν αυτό γίνεται επ’ 
άπειρο,θα απομείνει μέγεθος το 
οποίο θα είναι μικρότερο του 
δοθέντος μικροτέρου μεγέθους . 

. lele…fqw oân, kaˆ œstw t¦ ™pˆ tîn  
EK, KZ, ZL, LH, HM, MQ, QN, NE 
tm»mata toà  
EZHQ kÚklou ™l£ttona tÁj ØperocÁj, 
Î Øperšcei Ð  
EZHQ kÚkloj toà S cwr…ou. 
 
 
 
 

Έστω ότι έχουν μείνει κυκλικά 
τμήματα του κύκλου ΕΖΗΘ όπως 
παραπάνω, τα ΕΚ, ΚΖ, ΖΛ, ΗΜ, ΜΘ, 
ΘΝ, και ΝΕ τα οποία έχουν εμβαδό 
μικρότερο απ’ την επιφάνεια που 
υπερέχει ο κύκλος ΕΖΗΘ από την Σ. 
 Επομένως  ׃ 
(ΕΖΗΘ)>(ΕΚΖΛΗΜΘΝ)>(Σ) 
 

™ggegr£fqw  
kaˆ e„j tÕn ABGD kÚklon tù 
EKZLHMQN polugènJ  
Ómoion polÚgwnon tÕ AXBOGPDR· 
œstin ¥ra æj tÕ  
¢pÕ tÁj BD tetr£gwnon prÕj tÕ ¢pÕ 
tÁj ZQ tetr£gwnon,  
oÛtwj tÕ AXBOGPDR polÚgwnon prÕj 
tÕ EKZL  
HMQN polÚgwnon. ¢ll¦ kaˆ æj tÕ 
¢pÕ tÁj BD tetr£- 
gwnon prÕj tÕ ¢pÕ tÁj ZQ, oÛtwj Ð 
ABGD kÚkloj prÕj  
tÕ S cwr…on· 

Έστω ότι εγγράφουμε στον  
κύκλο ΑΒΓ∆ ένα πολύγωνο όμοιο 
προς το  
ΕΚΖΛΗΜΘΝ, το ΑΞΒΟΓΠ∆Ρ. 
Τότε 
Β∆2 / ΖΘ2 = 
(ΑΞΒΟΓΠ∆Ρ) / (ΕΚΖΛΗΜΘΝ)(XII.1)  
Αλλά και 
 
Β∆2 /ΖΘ2 = (κυκλ.ΑΒΓ∆) / (Σ) 
 

· kaˆ æj ¥ra Ð ABGD kÚkloj 
 prÕj tÕ S  
cwr…on, oÛtwj tÕ AXBOGPDR 
polÚgwnon prÕj tÕ  
EKZLHMQN polÚgwnon· 

(κυκλ.ΑΒΓ∆) / (Σ) =  
= (ΑΞΒΟΓΠ∆Ρ) / (ΕΚΖΛΗΜΘΝ) 
 

™nall¦x ¥ra æj Ð ABGD  
kÚkloj prÕj tÕ ™n aÙtù polÚgwnon, 
oÛtwj tÕ S cwr…on  

Αρα 
(κυκλ.ΑΒΓ∆) / (ΑΞΒΟΓΠ∆Ρ) =  
= (Σ) / (ΕΚΖΛΗΜΘΝ) (V.16) 
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prÕj tÕ EKZLHMQN polÚgwnon.  
me…zwn d  Ð ABGD kÚkloj prÕj tÕ ™n 
aÙtù polÚgwnon, oÛtwj tÕ S cwr…on  
prÕj tÕ EKZLHMQN polÚgwnon. 
me…zwn d  Ð ABGD kÚkloj toà ™n 
aÙtù polugènou· me‹zon ¥ra kaˆ tÕ S 
cwr…on toà EKZLHMQN polugènou. 
¢ll¦ kaˆ œlatton· Óper ™stˆn 
¢dÚnaton. 

Όμως (κυκλ.ΑΒΓ∆) >(ΑΞΒΟΓΠ∆Ρ) 
 
Οπότε και (Σ) > (ΕΚΖΛΗΜΘΝ) το 
οποίο είναι άτοπο αφού εξ’ 
υποθέσεως  (Σ) < (ΕΚΖΛΗΜΘΝ). 
 
 

. oÙk ¥ra ™stˆn æj tÕ ¢pÕ tÁj  
BD tetr£gwnon prÕj tÕ ¢pÕ tÁj ZQ, 
oÛtwj Ð ABGD  
kÚkloj prÕj œlassÒn ti  toà EZHQ 
kÚklou cwr…on. 

Επομένως δεν ισχύει ότι όπως είναι 
το τετράγωνο του Β∆ προς το 
τετράγωνο του ΖΘ  είναι ο κύκλος 
ΑΒΓ∆ προς μια επιφάνεια μικρότερη 
του ΕΖΗΘ. 
 

Ðmo…- 
wj d¾ de…xomen, Óti oÙd  æj tÕ ¢pÕ ZQ 
prÕj tÕ ¢pÕ  
BD, oÛtwj Ð EZHQ kÚkloj prÕj 
œlassÒn ti toà ABGD  
kÚklou cwr…on.  
 

Όμοια δεν ισχύει ότι ο  κύκλος ΕΖΗΘ 
προς μια επιφάνεια μικρότερη του 
κύκλου ΑΒΓ∆ είναι όπως το 
τετράγωνο του ΖΘ προς το 
τετράγωνο του Β∆. 
 
 

Lšgw d», Óti oÙd  æj tÕ ¢pÕ tÁj BD 
prÕj tÕ ¢pÕ tÁj  
ZQ, oÛtwj Ð ABGD kÚkloj prÕj 
me‹zÒn ti toà EZHQ  
kÚklou cwr…on. 

Λέγω ,ότι δεν ισχύει  ότι το Β∆2 /ΖΘ2

είναι όπως ο κύκλος (ΑΒΓ∆)προς ένα 
χωρίο μεγαλύτερο του κύκλου(ΕΖΗΘ) 

E„ g¦r dunatÒn, œstw prÕj me‹zon tÕ 
S. ¢n£palin ¥ra  
[™stˆn] æj tÕ ¢pÕ tÁj ZQ tetr£gwnon 
prÕj tÕ ¢pÕ tÁj  
DB, oÛtwj tÕ S cwr…on prÕj tÕn ABGD 
kÚklon. 

Έστω  
 
Β∆2 / ΖΘ2 = (κυκλ.ΑΒΓ∆) / (Σ) 
 
όπου Σ είναι μια επιφάνεια 
μεγαλύτερη του κύκλου ΕΖΗΘ. 
 

. ¢ll' æj  
tÕ S cwr…on prÕj tÕn ABGD kÚklon, 
oÛtwj Ð EZHQ  
kÚkloj prÕj œlattÒn ti toà ABGD 
kÚklou cwr…on· kaˆ  
æj ¥ra tÕ ¢pÕ tÁj ZQ prÕj tÕ ¢pÕ tÁj 
BD, oÛtwj Ð  
EZHQ kÚkloj prÕj œlassÒn ti toà 
ABGD kÚklou cw- 
r…on· Óper ¢dÚnaton ™de…cqh. 

Αλλά 
(Σ) / (κυκλ.ΑΒΓ∆) =  
= (κυκλ.ΕΖΗΘ) / (Τ)        
όπου Τ μια επιφάνεια μικρότερη του 
κύκλου ΑΒΓ∆. 
 
Συνεπώς ΖΘ2 /∆Β2 =  
(κυκλ.ΕΖΗΘ)/(Τ)              
το οποίο είναι άτοπο  
 

oÙk ¥ra ™stˆn æj tÕ ¢pÕ tÁj  
BD tetr£gwnon prÕj tÕ ¢pÕ tÁj ZQ, 
oÛtwj Ð ABGD  
kÚkloj prÕj me‹zÒn ti toà EZHQ 
kÚklou cwr…on. ™de…cqh  

Επομένως δεν ισχύει ότι το 
τετράγωνο του Β∆ προς το 
τετράγωνο του ΖΘ είναι όπως ο 
κύκλος ΑΒΓ∆ προς μια επιφάνεια 
μεγαλύτερη του κύκλου 
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dš, Óti oÙd  prÕj œlasson· ΕΖΗΘ,εδείχθη ότι δεν ισχύει ούτε για 
μικρότερο 

œstin ¥ra æj tÕ ¢pÕ tÁj BD  
tetr£gwnon prÕj tÕ ¢pÕ tÁj ZQ, 
oÛtwj Ð ABGD kÚkloj  
prÕj tÕn EZHQ kÚklon.  
     Oƒ ¥ra kÚkloi prÕj ¢ll»louj 
e„sˆn æj t¦ ¢pÕ tîn dia- 
mštrwn tetr£gwna· Óper œdei de‹xai 

 
Άρα από τις δυο περιπτώσεις 
συμπεραίνουμε ότι  
Β∆2 / ΖΘ2 = (κυκλ.ΑΒΓ∆) / 
 (κυκλ.ΕΖΗΘ).ο.ε.δ.Άρα  
οι κύκλοι είναι μεταξύ τους όπως 
τα τετράγωνα των διαμέτρων τους. 

  
 
                           LÁmma 
 

                        Λήμμα 

 
 Lšgw d», Óti toà S cwr…ou me…zonoj 
Ôntoj toà EZHQ  
kÚklou ™stˆn æj tÕ S cwr…on prÕj tÕn 
ABGD kÚklon,   
oÛtwj Ð EZHQ kÚkloj prÕj œlattÒn 
ti toà ABGD  
kÚklou cwr…on.  
 

Λέγω τώρα ότι  
(Σ)/(κυκλ.ΑΒΓ∆)=(κυκλ.ΕΖΗΘ)/Τ 
όπου Σ μια επιφάνεια μεγαλύτερη του 
κύκλου ΕΖΗΘ και Τ μια επιφάνεια 
μικρότερη του κύκλου ΑΒΓ∆. 
Ας υποθέσουμε ότι ισχύει. Λέω ότι το 
χωρίο Τ είναι μικρότερο του κύκλου 
ΑΒΓ∆. 

Gegonštw g¦r æj tÕ S cwr…on prÕj 
tÕn ABGD kÚklon,  
oÛtwj Ð EZHQ kÚkloj prÕj tÕ T 
cwr…on. lšgw, Óti  
œlattÒn ™sti tÕ T cwr…on toà ABGD 

kÚklou. 

Ας γίνει 
 (Σ) / (κυκλ.ΑΒΓ∆) =  
= (κυκλ.ΕΖΗΘ) /(Τ) Λέω ότι το χωρίο 
Τ είναι μικρότερο του κύκλου ΑΒΓ∆.  

™peˆ g£r  
™stin æj tÕ S cwr…on prÕj tÕn ABGD 
kÚklon, oÛtwj Ð  
EZHQ kÚkloj prÕj tÕ T cwr…on, 
™nall£x ™stin æj tÕ  
S cwr…on prÕj tÕn EZHQ kÚklon, 
oÛtwj Ð ABGD kÚ- 
kloj prÕj tÕ T cwr…on. me‹zon d  tÕ S 
cwr…on toà EZHQ  
kÚklou· me…zwn ¥ra kaˆ Ð ABGD 
kÚkloj toà T cwr…ou 

Τότε  
 (Σ) / (κυκλ.ΑΒΓ∆) =  
= (κυκλ.ΕΖΗΘ) / (Τ) εναλλάξ είναι 
 
(Σ) / (κυκλ.ΕΖΗΘ) =  
= (κυκλ.ΑΒΓ∆) / (Τ)         (V.16) 
Είναι δε μεγαλύτερο το χωρίο Σ του 
κύκλου ΕΖΗΘ. 
Άρα και ο κύκλος ΑΒΓ∆ είναι 
μεγαλύτερος του χωρίου Τ(V.14) 
 

éste ™stˆn æj tÕ S cwr…on prÕj tÕn 
ABGD kÚklon,  
oÛtwj Ð EZHQ kÚkloj prÕj œlattÒn 
ti toà ABGD  
kÚklou cwr…on· 

Επομένως είναι (Σ)/ (κυκλ.ΑΒΓ∆)= 
(κυκλ.ΕΖΗΘ) / (Τ) . 
 

 Óper œdei de‹xai Άρα αποδείχθηκε το ζητούμενο. 
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Ας  εξετάσουμε τώρα την απόδειξη ΧΙΙ.2 με σύγχρονη ορολογία. 
Απαραίτητη για την απόδειξη της , είναι η πρόταση (ΧΙΙ.1) η οποία  αναφέρει ׃ 
∆ύο όμοια πολύγωνα εγγεγραμμένα σε κύκλους είναι ανάλογα των 
τετραγώνων των διαμέτρων των κύκλων αυτών. 
 
Στήν  απόδειξη της πρότασης 2 βασικό ρόλο έπαιξε επίσης  η ακόλουθη 
θεμελιώδης παρατήρηση που θα την αναφέρουμε ως Γενικό Λήμμα. 
 
Γενικό Λήμμα. 
Αν δοθεί αριθμός ε>0 και κύκλος Κ , τότε υπάρχει εγγεγραμμένο κανονικό ν-
γωνο Ε ,ώστε η διαφορά του από τον κύκλο να είναι μικρότερη του ε, δηλαδή 
Κ- Ε <ε. 

ν

ν

                                              ΑΠΟΔΕΙΞΗ 

                                    

Κ

Α

∆

Θ

E
Ζ

Η

Β'

Α'

Γ

B

Ρ

Σ M

Ν

 
Θεωρούμε το εγγεγραμμένο τετράγωνο ΑΒΓ∆ και το περιγεγραμμένο 
τετράγωνο ΕΖΗΘ στον κύκλο Κ. 
Προφανώς  το ΑΒΓ∆ είναι ίσο με το μισό του ΕΖΗΘ , άρα μεγαλύτερο από 
Κ/2. Αφαιρώντας λοιπόν από τον κύκλο το τετράγωνο ΑΒΓ∆ , ουσιαστικά του 
αφαιρούμε ποσότητα μεγαλύτερη από το Κ/2.  
 
Αν   θεωρήσουμε   το εγγεγραμμένο  κανονικό οκτάγωνο 
ΑΜΒΝΓΡ∆ΣΑ και το αφαιρέσουμε από τον κύκλο , 
τότε αφαιρούμε ουσιαστικά από το προηγούμενο υπόλοιπο , 

41 Ε−Κ=υ  ,τα τρίγωνα ΑΜΒ, ΒΝΓ,ΓΡ∆,∆ΣΑ.  
Όμως, σχηματίζοντας το παραλληλόγραμμο ΑΑ΄Β΄Β με την πλευρά Α΄Β΄ 
εφαπτομένη του κύκλου στο Μ, παρατηρούμε ότι το τρίγωνο είναι ίσο με το 
μισό του παραλληλογράμμου ΑΒΒ΄Α΄, κατά συνέπεια μεγαλύτερο από το 
κυκλικό τμήμα ΑΜΒΑ.  
 
Αφαιρώντας λοιπόν τα τρίγωνα ΜΑΒ, ΝΒΓ,ΡΓ∆, Σ∆Α από το υπόλοιπο 1υ  , 
αφαιρούμε ποσότητα μεγαλύτερη από το μισό του 1υ  και βρίσκουμε υπόλοιπο 

82 Ε−Κ=υ . 
 Η διαδικασία αυτή σύμφωνα με την πρόταση Χ.1, θα μας οδηγήσει σε 
υπόλοιπο 12 +Ε−Κ= μμυ μικρότερο από τον αριθμό  ε. 
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Απόδειξη πρότασης 2(ΧΙΙ.2) 
 
Θεωρούμε τους κύκλους KK ′,  με ακτίνες ρρ ′,  και κέντρα    
 Ο, Ο΄  αντίστοιχα.  
 

Ο

Ζ

A

Ε

Γ
Η

BΘ

∆

          

Ο'Η΄ Γ΄

Α΄

Ε΄

Β΄

∆΄

Θ΄

Ζ΄

  
Aρκεί να 

δείξουμε ότι 
2

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
′

=
′ ρ

ρ
K
K  

α) Έστω
2

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
′

≠
′ ρ

ρ
K
K . Τότε

S
K

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
′

2

ρ
ρ  όπου KS ′≠  

 
Έστω αρχικά  KS ′<  
Αν θεωρήσουμε τον αριθμό =ε 0>−′ SK τότε σύμφωνα με το γενικό Λήμμα 
που αναφέρθηκε  στην  αρχή  της απόδειξης , 
 θα υπάρχει πολύγωνο  εγγεγραμμένο στον κύκλο νΕ′ K ′  τέτοιο, ώστε, 

εν <Ε′−′K . 
 
Άρα SKK −′<Ε′−′ ν  οπότε νΕ′ >              (1) S
 
Αν  είναι το αντίστοιχο κανονικό πολύγωνο το εγγεγραμμένο στον κύκλο νΕ K  

τότε , λόγω της πρότασης 1 θα έχουμε 
S
K

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
′

=
Ε′
Ε

2

ρ
ρ

ν

ν . 

Όμως ισχύει ,1>=
′ νν E

K
E
S αφού .Άρα θα έχουμε νEK > νES ′>   (2) 

Οι σχέσεις (1),(2) οδηγούν σε άτοπο , δηλαδή δεν μπορεί να ισχύει . KS ′<

β)Έστω τώρα ότι  .Τότε από τη σχέση KS ′>
S
K

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
′

2

ρ
ρ  παίρνουμε  

K
S

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ ′
2

ρ
ρ .Αν ισχύει 

T
K

K
S ′
= ,τότε θα έχουμε και 1>

′
=
K
S

T
K αφού  Άρα .KS ′>

TK > (από το λήμμα που ακολουθεί). 
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Επομένως  T
K ′

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ ′
2

ρ
ρ

  με .KT <  

Το πρόβλημα λοιπόν ανάγεται στην προηγούμενη περίπτωση (α) και με τους 
ίδιους όπως πριν συλλογισμούς οδηγεί στις σχέσεις και  που 
αντιφάσκουν.  

TE >ν TE <ν

Επομένως δεν μπορεί να  ισχύει   KS ′> . 

Τελικά, ισχύει  KS ′= οπότε 2.⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
′

=
′ ρ

ρ
K
K  

 
Λήμμα 
      Αν ένα  χωρίο  είναι μεγαλύτερο ενός κύκλου S K , τότε ο  λόγος του  
προς έναν άλλο κύκλο 

S
K ′  είναι ίσος με το λόγο του K  προς ένα χωρίο Τ 

μικρότερο του κύκλου K ′ .  

∆ηλαδή ,αν  και  KS >
T
K

K
S

=
′

, τότε KT ′< . 

Πράγματι από την  
T
K

K
S

=
′

 προκύπτει   1>=
′
K
S

T
K  αφού . KS >

Άρα KT ′< . 
 
 
ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΕΙΣ 
 
Στα  Στοιχεία  του Ευκλείδη  και στην πρόταση 2 που προηγήθηκε ,για να 

αποδειχθεί η σχέση 
2

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
′

=
′ ρ

ρ
K
K , αποδείχτηκε ότι οι σχέσεις 

2

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
′

<
′ ρ

ρ
K
K και  

2

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
′

>
′ ρ

ρ
K
K οδηγούν σε άτοπο . 

Η πορεία όμως της απόδειξης που ακολουθείται στην περίπτωση 
2

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
′

<
′ ρ

ρ
K
K και βασίζεται στο Λήμμα, δεν μπορεί να εφαρμοστεί στην 

περίπτωση 
2

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
′

>
′ ρ

ρ
K
K . 

Για το λόγο αυτό , η  σχέση 
2

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
′

>
′ ρ

ρ
K
K γράφεται ως 

2

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ ′
<

′
ρ
ρ

K
K και τότε 

εφαρμόζεται η διαδικασία που ακολουθήθηκε πάνω στον κύκλο Κ αντί του Κ΄. 
Αν  θέλουμε να αποδείξουμε την δεύτερη περίπτωση  ανεξάρτητα 
 απο την πρώτη ,πρέπει να περιγράψουμε διαδοχικά πολύγωνα στους 
 κύκλους , όπως έκανε ο Αρχιμήδης στην μέτρηση του κύκλου. 
 
Ας δούμε τώρα πώς αποδεικνύεται στα Στοιχεία του Ευκλείδη η πρόταση 
ΧΙΙ.5                                  
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                             2.2      ΠΡΟΤΑΣΗ ΧΙΙ.5 
 
Aƒ ØpÕ tÕ aÙtÕ Ûyoj oâsai puram…dej 
kaˆ trigènouj œcousai b£seij prÕj 
¢ll»laj e„sˆn æj aƒ b£seij.  
 

Οι πυραμίδες με το ίδιο ύψος που 
έχουν τριγωνικές βάσεις είναι 
μεταξύ τους όπως οι βάσεις. 

 

A Γ

Β

Η

Ο Ν

Μ

Κ Ξ
Λ

 

∆ Ζ

Ε

Θ

Σ Υ
Τ

Π Φ
Ρ

 
 

Χ 
 
 
 
 
 
 
 
”Estwsan ØpÕ tÕ aÙtÕ Ûyoj 
puram…dej, ïn b£seij m n  
t¦ ABG, DEZ tr…gwna, korufaˆ d  t¦ 
H, Q shme‹a·  
 

Έστω  πυραμίδες με ίσο ύψος οι 
οποίες έχουν τα τρίγωνα ΑΒΓ, ∆ΕΖ  
βάσεις και τα σημεία Η,Θ κορυφές. 
 

lšgw, Óti ™stˆn æj ¹ ABG b£sij prÕj 
t¾n DEZ b£sin,  
oÛtwj ¹ ABGH puramˆj prÕj t¾n 
DEZQ puram…da.   
 

Λέγω ότι 
(ΑΒΓ) / (∆ΕΖ) =  
πυρ.(ΑΒΓ,Η) / πυρ.(∆ΕΖ,Θ). 
 

E„ g¦r m» ™stin æj ¹ ABG b£sij prÕj 
t¾n DEZ b£sin,  
oÛtwj ¹ ABGH puramˆj prÕj t¾n 
DEZQ puram…da,  
œstai æj ¹ ABG b£sij prÕj t¾n DEZ 
b£sin, oÛtwj ¹  
ABGH puramˆj ½toi prÕj œlassÒn ti 
tÁj DEZQ pura- 
m…doj stereÕn À prÕj me‹zon. 

∆ιότι εάν δεν είναι (ΑΒΓ)/(∆ΕΖ)= 
πυρ.(ΑΒΓ,Η) / πυρ.(∆ΕΖ,Θ) , θα είναι 
η βάση ΑΒΓ προς  τη βάση ∆ΕΖ 
όπως η πυρ(ΑΒΓ,Η) προς κάτι 
μικρότερο της πυρ.(∆ΕΖ,Θ)ή προς 
κάτι μεγαλύτερο 
 

œstw prÒteron prÕj œlas- 
son tÕ C, kaˆ diVr»sqw ¹ DEZQ 
puramˆj e‡j te dÚo pura- 
m…daj ‡saj ¢ll»laij kaˆ Ðmo…aj tÍ 
ÓlV kaˆ e„j dÚo pr…smata  
‡sa· 

(ΑΒΓ) / (∆ΕΖ) =  
=πυρ.(ΑΒΓ,Η)/X, όπου 
 πυρ.(∆ΕΖ,Θ) > Χ. 
 
Έστω ότι η πυραμίδα ∆ΕΖΘ έχει 
διαιρεθεί σε δύο ίσες μεταξύ τους 
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πυραμίδες και όμοιες με την αρχική 
και σε δύο ίσα πρίσματα. 

t¦ d¾ dÚo pr…smata me…zon£ ™stin À 
tÕ ¼misu tÁj  
Ólhj puram…doj. 

Τότε τα δύο πρίσματα είναι 
μεγαλύτερα από το μισό ολόκληρης 
της πυραμίδας (XII.3). 
 

kaˆ p£lin aƒ ™k tÁj diairšsewj 
ginÒmenai  
puram…dej Ðmo…wj diVr»sqwsan, kaˆ 
toàto ¢eˆ ginšsqw,  
›wj oá leifqîs… tinej puram…dej ¢pÕ 
tÁj DEZQ pura- 
m…doj, a† e„sin ™l£ttonej tÁj 
ØperocÁj, Î Øperšcei ¹ DE  
ZQ puramˆj toà C stereoà. 

Έστω ότι οι πυραμίδες που 
προέκυψαν από την προηγούμενη 
διαίρεση ότι διαιρούνται όμοια και ότι 
αυτή η διαδικασία συνεχίζεται μέχρις 
ότου οι πυραμίδες που θα 
απομείνουν από τη συνεχή διαίρεση 
της πυραμίδας ∆ΕΖΘ να είναι 
μικρότερες από το στερεό που 
υπερέχει η πυραμίδα ∆ΕΖΘ του Χ 
(X.1). 
 

lele…fqwsan kaˆ œstwsan  
lÒgou ›neken aƒ DPRS, STUQ· loip¦ 
¥ra t¦ ™n tÍ DE  
ZQ puram…di pr…smata me…zon£ ™sti 
toà C stereoà. 
 
 DiVr»sqw kaˆ ¹ ABGH puramˆj 
Ðmo…wj kaˆ „soplhqîj tÍ  
DEZQ puram…di· 

Έστω ότι έχουν μείνει οι πυραμίδες 
∆ΠΡΣ, ΣΤΥΘ, τότε τα υπόλοιπα 
πρίσματα  της πυραμίδας ∆ΕΖΘ είναι 
μεγαλύτερα του στερεού Χ. 
 
Ας διαιρεθεί και η πυραμίδα ΑΒΓΗ  
όμοια και με τον ίδιο αριθμό φορών 
όπως η πυραμίδα ∆ΕΖΘ. 
 

œstin ¥ra æj ¹ ABG b£sij prÕj t¾n  
DEZ b£sin, oÛtwj t¦ ™n tÍ ABGH 
puram…di pr…smata  
prÕj t¦ ™n tÍ DEZQ puram…di 
pr…smata. 

Τότε είναι 
(ΑΒΓ) / (∆ΕΖ) =  
(πρίσματα στην ΑΒΓΗ) / (πρίσματα 
στην ∆ΕΖΘ)   (XII.4). 

¢ll¦ kaˆ æj ¹  
ABG b£sij prÕj t¾n DEZ b£sin, oÛtwj 
¹ ABGH pura- 
mˆj prÕj tÕ C stereÒn· 

Τότε είναι 
(ΑΒΓ) / (∆ΕΖ) =  
(πρίσματα στην ΑΒΓΗ) / (πρίσματα 
στην ∆ΕΖΘ)   (XII.4). 

kaˆ æj ¥ra ¹ ABGH puramˆj  
prÕj tÕ C stereÒn, oÛtwj t¦ ™n tÍ 
ABGH puram…di pr…s- 
mata prÕj t¦ ™n tÍ DEZQ puram…di 
pr…smata· 

και άρα 
 
πυρ.(ΑΒΓ,Η) / Χ = (πρίσματα στην 
ΑΒΓΗ) / (πρίσματα στην ∆ΕΖΘ) 
 

™nall¦x  
¥ra æj ¹ ABGH puramˆj prÕj t¦ ™n 
aÙtÍ pr…smata,  
oÛtwj tÕ C stereÕn prÕj t¦ ™n tÍ 
DEZQ puram…di pr…s- 
mata. 

 
εναλλάξ τώρα είναι 
πυρ.(ΑΒΓ,Η) / (πρίσματα στην ΑΒΓΗ) 
=  
= Χ / (πρίσματα στην ∆ΕΖΘ)    
 

me…zwn d  ¹ ABGH puramˆj tîn ™n 
aÙtÍ prism£- 
twn· me‹zon ¥ra kaˆ tÕ C stereÕn tîn 
™n tÍ DEZQ pura- 

Είναι όμως πυρ.(ΑΒΓ,Η) > (πρίσματα 
στην ΑΒΓΗ) και αρα το στερεό Χ 
μεγαλύτερο των πρισμάτων της 
πυραμίδας ∆ΕΖΘ. 
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m…di prism£twn. ¢ll¦ kaˆ œlatton· 
Óper ™stˆn ¢dÚnaton.  
 

∆ηλαδή Χ > (πρίσματα στην ∆ΕΖΘ) 
είναι όμως και μικρότερο 
που είναι άτοπο. 
 

oÙk ¥ra ™stˆn æj ¹ ABG b£sij prÕj 
t¾n DEZ b£sin, oÛ- 
twj ¹ ABGH puramˆj prÕj œlassÒn ti 
tÁj DEZQ pura- 
m…doj stereÒn. 

Άρα πυρ.(ΑΒΓ,Η) / Χ ≠  
(.ΑΒΓ) / (∆ΕΖ ) , 
 

Ðmo…wj d¾ deicq»setai,  
Óti oÙd  æj ¹ DEZ b£sij prÕj t¾n  
ABG b£sin, oÛtwj ¹ DEZQ puramˆj  
prÕj œlattÒn ti tÁj ABGH puram…- 
doj stereÒn.  
 

Με όμοιο τρόπο αποδεικνύεται ότι 
(∆ΕΖ )/ (ΑΒΓ)  ≠  πυρ.(∆ΕΖ,Θ)/Χ  
όπου Χ< πυρ.(ΑΒΓ,Η) 
 

Lšgw d», Óti oÙk œstin oÙd  æj ¹ ABG 
b£sij prÕj t¾n  
DEZ b£sin, oÛtwj ¹ ABGH puramˆj 
prÕj me‹zÒn ti tÁj  
DEZQ puram…doj stereÒn.  
     E„ g¦r dunatÒn, œstw prÕj me‹zon 
tÕ C· 

Λέγω τώρα ότι πυρ.(ΑΒΓ,Η) / Χ 
≠ (ΑΒΓ) /(∆ΕΖ ) ,  
όπου Χ > πυρ.(∆ΕΖ,Θ). 
 

¢n£palin ¥ra  
™stˆn æj ¹ DEZ b£sij prÕj t¾n ABG 
b£sin, oÛtwj tÕ  
C stereÕn prÕj t¾n ABGH puram…da 

Αν ισχύει τότε 
 
(∆ΕΖ) /(ΑΒΓ) =  
Χ / πυρ.(ΑΒΓ,Η) 

. æj d  tÕ C stereÕn  
prÕj t¾n ABGH puram…da, oÛtwj ¹ 
DEZQ puramˆj prÕj  
œlassÒn ti tÁj ABGH puram…doj, æj 
œmprosqen ™de…cqh·   
 

 θα είναι όμως  
 
Χ / πυρ.(ΑΒΓ,Η) = πυρ.(∆ΕΖ,Θ) / Υ, 
όπου  Υ < πυρ.(ΑΒΓ,Η)  

(XII.2, Λήμμα)
 

kaˆ æj ¥ra ¹ DEZ b£sij prÕj t¾n 
ABG b£sin, oÛtwj ¹  
DEZQ puramˆj prÕj œlassÒn ti tÁj 
ABGH puram…doj·  
Óper ¥topon ™de…cqh. 

Και άρα  
(∆ΕΖ) /(ΑΒΓ) =  
πυρ.(∆ΕΖ,Θ) / Υ     που είναι άτοπο. 
Υ < πυρ.(ΑΒΓ,Η)  

. oÙk ¥ra ™stˆn æj ¹ ABG b£sij  
prÕj t¾n DEZ b£sin, oÛtwj ¹ ABGH 
puramˆj prÕj me‹- 
zÒn ti tÁj DEZQ puram…doj stereÒn. 

∆εν είναι άρα η βάση    ΑΒΓ     προς 
τη βάση ∆ΕΖ όπως η 
πυρ.(ΑΒΓ,Η)προς κάτι μεγαλύτερο  
της πυρ.(∆ΕΖ,Θ),εδείχθη δε ούτε 
προς μικρότερο 

œstin ¥ra æj ¹ ABG b£sij prÕj t¾n  
DEZ b£sin, oÛtwj ¹ ABGH puramˆj 
prÕj t¾n DEZQ  
puram…da· Óper œdei de‹xai.  
 

Άρα (ΑΒΓ) / (∆ΕΖ) = πυρ.(ΑΒΓ,Η) / 
πυρ.(∆ΕΖ,Θ).     ο.ε. δ. 
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Πριν  δούμε την απόδειξη της πρότασης αυτής με σύγχρονη ορολογία θα  
αναφέρουμε ορισμένες χρήσιμες προτάσεις . 
 
Πρόταση 3(ΧΙΙ.3) 
 
 Κάθε τριγωνική πυραμίδα διαιρείται σε δύο πυραμίδες ίσες και όμοιες 
προς την  αρχική και σε δύο ισοδύναμα πρίσματα .Το άθροισμα των δύο 
αυτών πρισμάτων υπερβαίνει το μισό της πυραμίδας . 

A B
Α' Β'

Γ

∆

Γ'

∆'

H
Ζ

E

Θ

Λ

Κ

Η' Ζ'

Ε'

Θ'
Κ'

Λ'

 
∆ηλαδή η πυραμίδα (ΑΒΓ.∆) διαιρείται σε δύο πυραμίδες (ΘΛΚ.∆), (ΑΗΕ.Θ) 
ίσες και όμοιες προς την αρχική  και σε δύο ισοδύναμα πρίσματα  
(ΘΗΕ-ΚΖΒ), (ΗΓΖ-ΘΛΚ).Το άθροισμα των δύο αυτών πρισμάτων είναι 
μεγαλύτερο του μισού της πυραμίδας . 
 
Λήμμα  
Αν  θεωρήσουμε και δεύτερη πυραμίδα που να έχει το ίδιο ύψος με την 
(ΑΒΓ.∆),την (Α΄Β΄Γ΄.∆΄), και θεωρήσουμε τα αντίστοιχα μέσα των ακμών της , 
τότε τα πρίσματα (ΚΛΘ-ΖΓΗ) και (Κ΄Λ΄Θ΄-Ζ΄ΓΉ΄)είναι ανάλογα των βάσεων 
ΑΒΓ και Α΄Β΄Γ΄. 
 
Πρόταση  4 (ΧΙΙ.4) 
 
Το άθροισμα των πρισμάτων στα οποία διαιρέθηκε η πυραμίδα (ΑΒΓ.∆) και το 
άθροισμα των πρισμάτων στα οποία διαιρέθηκε  (Α΄Β΄Γ¨.∆΄) σύμφωνα με την 
πρόταση 3 και το Λήμμα που ακολούθησε, είναι ανάλογα των βάσεων τους . 
 

∆ηλαδή =
ΚΖΒ−ΘΗΕ+ΗΓΖ−ΘΛΚ

ΒΖΚ−ΕΗΘ+ΖΓΗ−ΚΛΘ
)()(

)()(
΄΄΄΄΄΄΄΄΄΄΄΄ )(

)(
΄΄΄ ΓΒΑ

ΑΒΓ  

 
Πρόταση 5(ΧΙΙ.5) 
 
Αν δύο τριγωνικές πυραμίδες έχουν ίσα ύψη τότε είναι ανάλογες των βάσεων 
τους . 
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Απόδειξη  
 
Συμβολίζουμε με  τις τριγωνικές πυραμίδες  ∆.ΑΒΓ και ∆΄.Α΄Β΄Γ΄και με b, 

b΄τις  βάσεις τους ΑΒΓ, Α΄Β΄Γ΄αντίστοιχα . Θέλουμε να δείξουμε ότι 

VV ′,

b
b

V
V

′
=

′
 

 

A B

Γ

∆

H
Ζ

E

Θ

Λ

Κ

Α' Β'

Γ'

∆'

Η' Ζ'

Ε'

Θ'
Κ'

Λ'

 
Έστω ότι είναι   

b
b

V
V

′
≠

′
 τότε θα ισχύει 

X
V

b
b
=

′
 με VX ′≠  

 
Α) Αρχικά υποθέτουμε ότι ׃ . Τότε από προηγούμενη πρόταση 
αφαιρώντας από την πυραμίδα   V   δύο πρίσματα   ίσα με  το       

VX ′<
′

 Η΄Γ΄Ζ΄-Θ΄Λ΄Κ΄, αφαιρούμε   ουσιαστικά  ποσότητα  μεγαλύτερη από 
2
V ′ . 

 Αν εφαρμόσουμε την ίδια διαδικασία στις πυραμίδες  Α΄Η΄Ε΄. Θ΄ και  
Θ΄Κ΄Λ΄. ∆΄που απέμειναν ,τότε θα αφαιρέσουμε από αυτές ποσότητα 
μεγαλύτερη απο το μισό τους .  
 
Επομένως  σύμφωνα με το Γενικό Λήμμα για 0>−′= XVε  και για    

,  τα πρίσματα που αφαιρέσαμε από την V ΄,  1Ρ′ νΡ′Ρ′ ,....2

 
θα υπάρχει κάποιο υπόλοιπο εν <Ρ′+Ρ′+Ρ′−′ )....( 21V . 
 
∆ηλαδή XVV −′<Ρ′+Ρ′+Ρ′−′ )....( 21 ν , άρα )....( 21 νΡ′+Ρ′+Ρ′<X .(1)   
 
Αν   είναι τα αντίστοιχα πρίσματα που αφαιρούμε από την V , τότε 
τα πρίσματα. 

νΡΡΡ ,.....,, 21

,,....,2,1,, νκκ =κ Ρ′Ρ
bb ′,

που είναι τριγωνικά και έχουν βάσεις  όμοιες 
με τις   ,έχουν ίσα ύψη , οπότε θα ισχύει 

b
b
′

=
Ρ′
Ρ

κ

κ .    για    ,,....,2,1 νκ =  

Έτσι , τελικά θα έχουμε 
2

2

1

1

Ρ′
Ρ

=
Ρ′
Ρ = . .  .= 

b
b
′

=
Ρ′
Ρ

ν

ν  

 Άρα θα είναι και  
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X
V

b
b
=

′
=

Ρ′++Ρ′+Ρ′
Ρ++Ρ+Ρ

ν

ν

....

....

21

21   

 οπότε 1
........ 2121

>
Ρ+Ρ+Ρ

=
Ρ′++Ρ′+Ρ′ νν

VX   

 
αφού >V νΡ+Ρ+Ρ ....21  επομένως θα ισχύει η σχέση 

νΡ′+Ρ′+Ρ′> ....21X  (2) 
 
Οι σχέσεις  (1), (2) όμως οδηγούν σε άτοπο , άρα δεν μπορεί να ισχύει VX ′<  
 

Β) Έστω . Τότε VX ′>
V
X

b
b
=

′
 

 Αν      
T
V

V
X ′

=  τότε    1>
′

=
V
X

T
V        αφού  VX ′> . 

 Άρα   . TV >

 Επομένως     
T
V

b
b ′

=
′

    με   VT < .  

Το πρόβλημα λοιπόν ανάγεται στην προηγούμενη περίπτωση και οδηγεί  
 
στις σχέσεις <T νΡ+Ρ+Ρ ....21   και   >T νΡ+Ρ+Ρ ....21 , οι οποίες αντιφάσκουν . 
 Επομένως δεν μπορεί να ισχύει ούτε η σχέση VX ′> . 
 

Άρα έχουμε 
V
V

b
b

′
=

′
  

 
Πρέπει λοιπόν να ισχύει VX ′= ο.ε.δ. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 38



 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
                         ΚΕΦΑΛΑΙΟ  ΙΙΙ 

     ΑΡΧΙΜΗΔΗΣ  -  ΤΕΤΡΑΓΩΝΙΣΜΟΣ ΠΑΡΑΒΟΛΗΣ 

ιος 
 τους 

  και  θα εκθέσουμε τις 

οδο 
υ οι 

 με άλλη μέθοδο, περισσότερο 

ε την μέθοδο της ισορροπίας και πώς απέδειξε αυτό με γεωμετρικό τρόπο. 

                                   1.    ΑΡΧΙΜΗΔΗΣ 

αι 

ς και 

 
 

ίδη 

ς ενώ  

διαφέρον , καθώς και το περίφημο 
Βοεικό πρόβλημα (van der Waerden [13]). 

 
  
 
Χρειάστηκε  να περάσει  περισσότερο από ένας αιώνας από την εποχή που 
έζησε ο Εύδοξος (408-355π.χ.) για να εμφανιστεί ο Αρχιμήδης ο Συρακούσ
(287-212 π.χ.) ο μεγαλύτερος μαθηματικός της αρχαιότητας και από
μεγαλύτερους όλων των εποχών. Στο κεφάλαιο αυτό στην αρχή θα 
παρουσιάσουμε εν συντομία τη ζωή του Αρχιμήδη
απόψεις διαφόρων μελετητών για το έργο του.    
Στα προηγούμενα είδαμε ότι για ν’ αποδειχτεί ένα αποτέλεσμα με την μέθ
της εξάντλησης πρέπει αυτό να είναι γνωστό από πριν. Ένεκα τούτο
μαθηματικοί το αναζητούσαν πρώτα
δοκιμαστική και λιγότερο αυστηρή.  
Στη συνέχεια θα δούμε πώς ο Αρχιμήδης εφεύρε το εμβαδόν της παραβολής 
μ
 
  
 
Η πιο εξέχουσα φυσιογνωμία , από τους μαθηματικούς της αρχαιότητας , είν
ο Αρχιμήδης  ο Συρακούσιος . Από όλους  χωρίς αμφισβήτηση θεωρείται  ο 
μεγαλύτερος  μαθηματικός  όλων των εποχών . Ο Αρχιμήδης  γεννήθηκε το 
287 π.χ. Ήταν γιος του αστρονόμου Φειδία και είχε στενές σχέσεις ,ίσω
συγγενικές με τον βασιλιά Ιέρωνα και με τον  γιο του Γέλωνα. Από ένα 
απόσπασμα του ∆ιόδωρου φαίνεται ότι έζησε κάποιο χρονικό διάστημα στην 
Αίγυπτο , και η παραμονή  του εκεί του έδωσε την ευκαιρία για την ανακάλυψη
του αποκαλούμενου αρχιμήδειου κοχλία ως μέσου άντλησης νερού. Φαίνεται
να είναι βέβαιο ότι είχε σχέσεις με την Αλεξανδρινή σχολή της Αιγύπτου . 
Ειδικότερα είχε επιστημονική επαφή με τον Ερατοσθένη της Κυρηνείας , 
διευθυντή της Βιβλιοθήκης της Αλεξανδρείας  και με τον διάδοχο του Ευκλε
στην Αλεξανδρινή Σχολή, Κόνωνα τον Σάμιο. Στον Κόνωνα ο Αρχιμήδης , 
συνήθιζε να στέλνει τις πραγματείες  του πριν από την δημοσίευση  του
στον Ερατοσθένη έστειλε το έργο του« Η Μέθοδος» με μια εισαγωγική 
επιστολή η οποία παρουσιάζει εξαιρετικό εν
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Τα έργα του Αρχιμήδη είναι πολλά και αναφέρονται σε πολλούς τομείς της  
επιστήμης . ∆εν είναι όμως το πλήθος εκείνο που αφήνει έκθαμβο τον 
αναγνώστη των έργων του , όσο το περιεχόμενο των μαθηματικών αληθειών 
που δίνει. Οι  πιο σημαντικές συνεισφορές του Αρχιμήδη στα μαθηματικά 
ανήκουν στον τομέα που αποκαλούμε σήμερα «ολοκληρωτικό 
λογισμό».Ασχολείται με θεωρήματα για τα εμβαδά επιπέδων σχημάτων και 
τους  όγκους στερεών σωμάτων . Στο βιβλίο του Αρχιμήδη «Κύκλου 
Μέτρησης »παρέχονται προσεγγίσεις για το μήκος της περιφέρειας του 
κύκλου .Τις βρίσκει εγγράφοντας και περιγράφοντας στον κύκλο κανονικά 
πολύγωνα . Φτάνοντας διαδοχικά σε πολύγωνα 96 πλευρών καταλήγει στο 

ότι το π είναι περίπου  ίσο με 3
7
1 .Στο «Περί σφαίρας και κυλίνδρου» ,βρίσκει 

με τι ισούται το εμβαδόν της επιφάνειας της σφαίρας ( το εκφράζει λέγοντας 
ότι η επιφάνεια της σφαίρας είναι τετραπλάσια από την επιφάνεια ενός 
μέγιστου κύκλου της ) ,επίσης πόσος είναι ο όγκος της σφαίρας 
(αποδεικνύοντας  ότι ο όγκος της είναι ίσος με τα 2/3 του όγκου του 
περιγεγραμμένου στη σφαίρα κυλίνδρου ). Στον «τετραγωνισμό  ορθογωνίου 
κώνου τομής »δίνεται η έκφραση του εμβαδού ενός παραβολικού τμήματος. 
Στο βιβλίο «Περί ελίκων»συναντάμε την «έλικα του Αρχιμήδη»και διάφορους 
υπολογισμούς εμβαδών. Στο βιβλίο περί «Κωνοειδέων και 
σφαιροειδέων»,δίνονται οι όγκοι μερικών επιφανειών δευτέρου βαθμού που 
προκύπτουν από περιστροφή. Το όνομα του Αρχιμήδη έχει επίσης συνδεθεί 
με το θεώρημά του που αναφέρεται στην απώλεια βάρους των σωμάτων όταν 
βυθιστούν σε υγρό. Το θεώρημα αυτό βρίσκεται στο βιβλίο του «Περί 
οχουμένων» , το οποίο αποτελεί μία πραγματεία πάνω στην Υδροστατική.  
Όλα αυτά τα έργα του Αρχιμήδη διαπνέονται από μία εκπληκτική πρωτοτυπία 
σκέψης , συνδυασμένη με αυστηρότητα στις αποδείξεις και μεγάλη ικανότητα 
στην τεχνική των υπολογισμών.(D.  Struik[14]). 
 
Ο Γ. Χριστιανίδης [15] αναφερόμενος στο  επιστημονικό έργο  του  Αρχιμήδη  
το συνοψίζει   στα ακόλουθα׃ 
1).Στην προσοικείωση των «απειροστικών»  μεθόδων του Ευδόξου και στην 
επιτυχή εφαρμογή τους για την απόδειξη των τύπων που δίνουν τα εμβαδά 
και τους όγκους πολλών σχημάτων. 
2) Στην  ανάπτυξη   ευρετικών   μεθόδων   βάσει  των   οποίων ήταν   σε   
θέση  να  γνωρίζει    πολλά  μαθηματικά αποτελέσματα   προτού   τα   
αποδείξει   με   αυστηρό (γεωμετρικό) τρόπο. 
Ευρετικές μεθόδους χρησιμοποιούσαν ασφαλώς και οι άλλοι Έλληνες 
μαθηματικοί, ο   Αρχιμήδης  όμως  διαφοροποιείται από εκείνους  ως προς  το 
ότι δεν δίσταζε να κοινοποιεί  τις ευρετικές  μεθόδους του ενώ ένα άλλο 
στοιχείο  που τον χαρακτηρίζει  είναι  ότι δεν απαξιούσε  να εκτελεί  
περίπλοκους      αριθμητικούς  υπολογισμούς  και να παραθέτει τα 
αποτελέσματα τους.  
3)  Τέλος  ο  Αρχιμήδης ήταν  ο  πρώτος  μαθηματικός στην 
Ιστορία που επεξεργάστηκε μαθηματικά  μοντέλα για την περιγραφή  φυσικών 
φαινομένων, ενώ   διακρίθηκε  επίσης  στην  επινόηση διαφόρων μηχανικών  
κατασκευών , η λειτουργία  των  οποίων  βασίζεται  στην  εφαρμογή φυσικών 
αρχών . 
Ο Heath[3] αναφέρει για τον γενικό χαρακτήρα των έργων του Αρχιμήδη τα 
εξής ׃«Όλες  χωρίς εξαίρεση οι πραγματείες είναι μνημεία μαθηματικής 
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του , σαν να είναι απρόθυμος ν’ αποδώσει στην αιωνιότητα τα μυστικά της 
μεθόδου του , ενώ συγχρόνως επιθυμεί ν’ αποσπάσει απ’ αυτήν την 
επιδοκιμασία για τ’ αποτελέσματα του». 
Ο Wallis θα διαψευστεί όμως αργότερα όταν ο ∆ανός φιλόλογος 
J.L .Heiberg θ’ ανακάλυπτε το 1906 στην   Κωνσταντινούπολη ένα 
παλίμψηστο χειρόγραφο στο οποίο ήταν γραμμένο το πιο εκπληκτικό έργο 
του Αρχιμήδη που  είχε τίτλο ׃«Περί των μηχανικών θεωρημάτων προς 
Ερατοσθένην Εφοδος ». 
Απευθυνόμενος προς τον Ερατοσθένη περιγράφει  συστηματικά όχι την 
απόδειξη αλλά πως συνέλαβε τα σημαντικά  του αποτελέσματα ,και εκεί 
αποκαλύπτεται ότι στην πραγματικότητα ακολουθούσε μια μέθοδο 
απειροστικού  λογισμού όμοια μ’ εκείνη των αδιαιρέτων την οποία  ανακάλυψε 
2000 χρόνια αργότερα ο Cavalieri. 
 
2. Ο ΤΕΤΡΑΓΩΝΙΣΜΟΣ ΤΗΣ ΠΑΡΑΒΟΛΗΣ  
Η εργασία  αυτή αρχίζει με μία επιστολή του Αρχιμήδη προς τον  
∆οσίθεο , στην οποία αναφέρει׃ 
«'AkoÚsaj KÒnwna m n teteleuthkšnai, Öj Ãn oÙd n  
™pile…pwn ¡m‹n ™n fil…v, tˆn d  KÒnwnoj gnèrimon  
gegenÁsqai kaˆ gewmetr…aj o„ke‹on e men toà m n tete- 
leuthkÒtoj e†neken ™lup»qhmej æj kaˆ f…lou toà ¢ndrÕj  
genamšnou kaˆ ™n to‹j maqhm£tessi qaumastoà tinoj,  
™proceirix£meqa d  ¢poste‹la… toi gr£yantej, æj KÒnwni  
gr£fein ™gnwkÒtej Ãmej, gewmetrikîn qewrhm£twn, Ö  
prÒteron m n oÙk Ãn teqewrhmšnon, nàn d  Øf' ¡mîn  
teqeèrhtai, prÒteron m n di¦ mhcanikîn eØreqšn, œpeita  
d  kaˆ di¦ tîn gewmetrikîn ™pideicqšn.»  
Λυπήθηκα για τον θάνατο του Κόνωνα που υπήρξε φίλος μου και ταυτόχρονα 
εξαίρετος μαθηματικός και σκέφτηκα να στείλω σε σένα γραπτώς ,όπως 
σκόπευα να κάνω με τον Κόνωνα, κάποια γεωμετρικά θεωρήματα που δεν 
είχα εξετάσει μέχρι τώρα, τα οποία όμως εξέτασα και τα οποία βρήκα πρώτα 
με τη μηχανική , αλλά έπειτα τα απέδειξα και με τη γεωμετρία.   
Σε μία άλλη όμως πραγματεία του με τίτλο     
‘’ Περί  των μηχανικών  θεωρημάτων προς Ερατοσθένην 
 έφοδος ‘’απευθυνόμενος στον Ερατοσθένη λέει ׃ 
 
`Orîn dš se, kaq£per lšgw, Βλέποντας    μάλιστα   όπως  έχω     
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spouda‹on kaˆ filosof…aj  
proestîta ¢xiolÒgwj kaˆ t¾n ™n to‹j 
maq»masin kat¦  
tÕ Øpop…pton qewr…an tetimhkÒta 
™dok…masa gr£yai  
soi kaˆ e„j tÕ aÙtÕ bibl…on ™xor…sai 
trÒpou tinÕj „diÒthta,  
kaq' Ón soi parecÒmenon œstai 
lamb£nein ¢form¦j e„j tÕ  
dÚnasqa… tina tîn ™n to‹j maq»masi 
qewre‹n di¦ tîn  
mhcanikîn 

ξαναπεί ,να  είσαι φιλέρευνος , να 
κατέχεις τα  φιλοσοφικά  ζητήματα  
και να ξέρεις  να εκτιμάς  τη  
μαθηματική θεώρηση  στα καινούρια  
προβλήματα, έκρινα   σωστό  να  σου  
γράψω και  στο ίδιο  βιβλίο  να  
αναπτύξω  τις χαρακτηριστικές  
ιδιότητες  μιας  μεθόδου  που θα σου 
δώσει τη δυνατότητα να προσεγγίζεις 
κάποιες μαθηματικές προτάσεις μέσω 
της μηχανικής. 

 Toàto d  pšpeismai cr»simon e nai 
oÙd n  
Âsson kaˆ e„j t¾n ¢pÒdeixin aÙtîn 
tîn qewrhm£twn 

Είμαι  βέβαιος οτι αυτό είναι εξ ίσου 
χρήσιμο  
και στην απόδειξη αυτών των 
θεωρημάτων 

Kaˆ g£r tina tîn
 prÒterÒn moi fanšntwn 
 mhcanikîj  
Ûsteron gewmetrikîj 
 ¢pede…cqh 
 di¦ tÕ cwrˆj ¢pode…xewj  
 

Άλλωστε  κάποιες  ιδιότητες  που 
στην αρχή μου  αποκαλύφθηκαν με 
τη μηχανική  στη συνέχεια 
αποδείχθηκαν  με τη γεωμετρία , διότι 
η  προσέγγιση που γίνεται με τη 
μέθοδο αυτή  δεν επιδέχεται 
απόδειξης.                                            

e nai t¾n di¦ toÚtou toà trÒpou 
qewr…an 
˜toimÒteron  g£r ™sti prolabÒnta di¦ 
toà trÒpou gnîs…n tina tîn  
zhthm£twn por…sasqai t¾n ¢pÒdeixin 
m©llon À mhdenÕj  
™gnwsmšnou zhteι 

Είναι ευκολότερο να  οδηγηθείς στην 
απόδειξη ,εάν έχεις αποκτήσει εκ των 
προτέρων κάποια γνώση του 
πράγματος ,παρά αν ψάχνεις κάτι για 
το οποίο δεν έχεις την παραμικρή 
ιδέα. 

 
 
 
Στην συνέχεια ο Αρχιμήδης εξηγεί τους λόγους που θέλησε να αναλύσει και 
να δημοσιεύσει  αυτή   τη μέθοδο .                                                                                                
                                                                                                             
 `Hm‹n d  sumba…nei kaˆ toà nàn ™kdidomšnou  
qewr»matoj t¾n eÛresin Ðmo…an ta‹j prÒteron gegenÁsqai·  
ºboul»qhn d  tÕn trÒpon ¢nagr£yaj ™xenegke‹n ¤ma  
m n kaˆ di¦ tÕ proeirhkšnai Øp r aÙtoà, m» tisin dokîmen  
ken¾n fwn¾n katabeblÁsqai, ¤ma d  kaˆ pepeismšnoj  
e„j tÕ m£qhma oÙ mikr¦n ¨n sumbalšsqai cre…an· Øpo-  
lamb£nw g£r tinaj À tîn Ôntwn À ™piginomšnwn di¦  
toà ¢podeicqšntoj trÒpou kaˆ ¥lla qewr»mata oÜpw  
¹m‹n sunparapeptwkÒta eØr»sein.                                              
 Πρώτος λογος  
                                                                                                                                                   
Eπειδή  είχε γίνει  αναφορά  σε αυτήν παλαιότερα  δεν ήθελε να σκεφτούν 
κάποιοι ότι λέει κούφια λόγια. 
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∆εύτερος λόγος  
Επειδή  πίστευε  ότι  αρκετοί  ερευνητές   τωρινοί  ή  μελλοντικοί   θα 
μπορέσουν  να   ανακαλύψουν   με  τη  βοήθεια  της  μεθόδου  αυτής  και    
νέα  θεωρήματα  τα  οποία  μέχρι  τότε   δεν   ήταν  δυνατόν   να  
διατυπωθούν. 
 
Εμείς εδώ θα ασχοληθούμε με το πρώτο θεώρημα που συνέλαβε μέσω της 
μηχανικής ο Αρχιμήδης ,ότι δηλαδή κάθε τμήμα παραβολής ισοδυναμεί  με τα  
4/3 τριγώνου  που έχει την ίδια βάση και το ίδιο ύψος με το τμήμα. 
   
2.1   ΕΜΒΑ∆ΟΝ ΠΑΡΑΒΟΛΗΣ (ευρετική μέθοδος )   
 
ΠΡΟΤΑΣΗ  1 
 
     ”Estw tmÁma tÕ ABG periecÒmenon ØpÕ eÙqe…aj tÁj  
AG kaˆ Ñrqogwn…ou kènou tomÁj tÁj ABG, kaˆ tetm»sqw  
d…ca ¹ AG tù D, kaˆ par¦ t¾n di£metron ½cqw ¹ DBE,  
kaˆ ™pezeÚcqwsan aƒ AB, BG.   
     Lšgw Óti ™p…tritÒn ™stin tÕ ABG tmÁma toà ABG  
trigènou.   
 
Έστω το τμήμα ΑΒΓ το περιεχόμενο υπό της ευθείας ΑΓ                                                              
και της παραβολής ΑΒΓ .Ας τμηθεί η ΑΓ στο μέσον, 
 στο σημείο ∆ ,  ας αχθεί  η  ∆ΒΕ παράλληλη  προς  τη διάμετρο                                                  
και ας αχθούν   οι ΑΒ, ΒΓ .                                                                                                   
Λέγω ότι το τμήμα ΑΒΓ είναι ένα και ένα τρίτο του τριγώνου ΑΒΓ. 
 
                           ΑΠΟΔΕΙΞΗ 
 
 

Ο

Ζ

Κ

Ν

Α Γ

Β

Θ

Ε

M
Η

Τ

∆Ξ

Χ
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Φέρουμε από  το  Α την  παράλληλη  προς  την  διάμετρο  Β∆  και  έστω  Ζ το 
σημείο  στο  οποίο  τέμνει  την  εφαπτομένη  στο  σημείο  Γ  της  καμπύλης  
και  Κ  το  σημείο  στο  οποίο  τέμνει  τη  ΒΓ. 
 
Έστω επίσης, Ε το σημείο στο οποίο η  Β∆  τέμνει την ΓΖ . Από τυχόν σημείο 
Ξ  της  ΑΓ φέρουμε  στη  Β∆   παράλληλη   η οποία  τέμνει  την   καμπύλη  
στο  Ο,  τη  ΒΓ στο  Ν  και  τη  ΓΖ  στο  Μ. 
 
Τέλος   προεκτείνουμε  την   ΚΓ   κατά   μήκος   ΚΘ=ΚΓ  
 
Ο    Αρχιμήδης    χρησιμοποιεί   στο  σημείο  αυτό  δύο  ιδιότητες  της  
παραβολής.  
1η  Ιδιότητα 
 
Β∆=ΒΕ 
Απ’ αυτήν συμπεραίνει ότι   ΚΑ =ΚΖ   και   ΝΞ=ΝΜ 
 
2η  Ιδιότητα  

ΑΓ
ΑΞ

=
ΞΜ
ΟΞ        απ’ αυτήν συνάγει ότι            

ΑΓ
ΑΞ

=
ΞΜ
ΟΞ

ΚΘ
ΚΝ

=
ΚΓ
ΚΝ

=  

 
 
Στο  σημείο  αυτό   ο  Αρχιμήδης   έχοντας  υπ’ όψιν    τη συνθήκη  
ισορροπίας  του  ζυγού  κάνει  τον  εξής  συλλογισμό. 
 
«Εάν  πάρουμε την ΤΗ  ίση  προς  την ΞΟ  θα ισορροπήσει   η    ΤΘΗ  με  την 
ΜΞ, διότι η   ΘΝ τέμνεται σε μέρη αντιστρόφως ανάλογα  των βαρών ΤΗ ,ΜΞ 

και είναι   
ΞΜ
ΤΗ

=
ΚΘ
ΚΝ   ». 

 
Αν  τώρα  φανταστούμε   ότι   το   τρίγωνο  ΑΓΖ   συγκροτείται   από  όλες  τις  
παράλληλες  προς  την  ΞΜ   ευθείες ,  ομοίως   και    το     παραβολικό   
χωρίο  ΑΒΓ   θα     αποτελείται    από      όλες   τις   παράλληλες   προς   την   
ΟΞ   ευθείες .  
 
Αν   μεταφέρουμε   όλες   αυτές   τις  τελευταίες   ευθείες   περί το   σημείο  Θ,  
το   παραβολικό   χωρίο   ΑΒΓ     θα ανασυγκροτηθεί  γύρω   από  το   Θ  
(δηλαδή   με  το   Θ  ως  κέντρο    βάρους   )   και  θα  ισορροπεί   με   το   
τρίγωνο    ΑΖΓ. 
 
Έστω  Χ   το  κέντρο  βάρους  του  τριγώνου  ΑΖΓ .                                                        
Θεωρούμε την  ευθεία  ΘΓ  ως   φάλαγγα  ενός  ζυγού  εφαρμοζόμενη  στο 
σημείο Κ.  
Από  τα  προηγούμενα   προκύπτει   ότι  ο ζυγός  ισορροπεί  όταν 
τοποθετήσουμε  το  μεν   παραβολικό  χωρίο   ΑΒΓ  στο  άκρο   Θ   της   
φάλαγγας  (έτσι  ώστε το  Θ   να   είναι  το  κέντρο  βάρους ),  το  δε  τρίγωνο  
ΑΖΓ  στο  σημείο Χ της φάλαγγας  . 
Από  τη  συνθήκη   ισορροπίας   του    ζυγού   έχουμε. 
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ΚΧ
ΚΘ

=
ΑΒΓ
ΑΓΖ

)(
)(

τμημα
τριγωνο  

 

Αλλά
1
3

=
ΚΧ
ΚΓ

=
ΚΧ
ΚΘ  

 
Άρα  
 

1
3

)(
)(
=

ΑΒΓ
ΑΓΖ

τμημα
τριγωνο                  

                                                                                                                                                       
και επομένως ( τρίγωνο ΑΖΓ)= 3(τμήμα ΑΓΒ) 
 
 
Ισχύει όμως   
                                                                                                                                                
( τρίγωνο ΑΖΓ)=2(τρίγωνο ΑΓΚ)= 4(τρίγωνο ΑΒΓ) 
 
 
Άρα συμπεραίνουμε ότι    4(τρίγωνο ΑΒΓ)= 3(τμήμα ΑΓΒ) 
 
 

∆ηλαδή     (παραβολικό χωρίο ΑΒΓ)=
3
4 (τριγώνου ΑΓΒ) 

 
Αυτό  είναι  το  αποτέλεσμα  στο  οποίο  καταλήγει η  πρόταση 1 και   αυτή 
είναι  η  μέθοδος  δια  της   οποίας  ο  Αρχιμήδης  οδηγήθηκε  σε  αυτό.  
 
Η ευρετική μέθοδος του Αρχιμήδη ήταν αυτή της ισορροπίας . Για τον 
υπολογισμό των εμβαδών ή των όγκων έκοβε την επιφάνεια ή το σώμα σ’ ένα 
πολύ μεγάλο αριθμό, λεπτών  παραλλήλων μεταξύ των ταινιών, που τα 
φανταζόταν να είναι κρεμασμένα από το άκρο ενός δοσμένου μοχλού , ώστε 
να ισορροπεί μ’ ένα σχήμα με γνωστό το κέντρο βάρους του . 
Στην ουσία ο Αρχιμήδης ισορροπούσε ένα γνωστό εμβαδόν μ’ ένα άγνωστο , 
οπότε η θέση του υπομοχλίου καθόριζε τη σχέση των μεγεθών τους   
 (Howard Eves[5]). 
 
Ο  Αρχιμήδης   όμως  στην  πραγματεία  του « προς  Ερατοσθένην  έφοδος» 
(88 16- 22)  αναφέρει׃ 
 
 
     Toàto d¾ di¦ m n tîn nàn 
e„rhmšnwn oÙk ¢podšdeiktai,  
œmfasin dš tina pepo…hke tÕ 
sumpšrasma ¢lhq j e nai·  
diÒper ¹me‹j Ðrîntej m n oÙk 
¢podedeigmšnon 

Βεβαίωs    αυτό δεν αποδείχτηκε με 
τα   όσα  ειπώθηκαν ,                             
αλλά   δόθηκε     η    εντύπωση  ότι  
το συμπέρασμα   είναι  αληθέs.             
Για  αυτό  τον  λόγο και  εμείs 
βλέπονταs  ότι  δεν  αποδείχτηκε          
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Øponooàntej d  tÕ sumpšrasma 

        
¾n ™kdo-. 

e‹san prÒteron.  

 

              

δημοσιεύσαμε      παλαιότερα      

¢lhq j e nai, t£xomen t¾n  
gewmetroumšnhn ¢pÒdeixin    
™xeurÒntej aÙtoˆ t
q

και υποθέτονταs  οτι  το  
συμπέρασμα   είναι      αληθέs  θα
δώσουμε   με  τη  σειρά  τηs  την 
γεωμετρική    απόδειξη         
που   βρήκαμε     και            

 
 
 
Γι’ αυτό σε μία άλλη πραγματεία με τίτλο τετραγωνισμόs ορθογωνίου κ
τομήs    (δηλαδή τετραγωνισμόs παραβολήs )     επανέρχεται στο ίδιο 
θεώρημα και 

ώνου 

δίνει δύο αυστηρέs αποδείξειs την μια μηχανική και την άλλη 
εωμετρική. 

  στο  οποίο  κατέληξε 
ς ; 

ται  από 

τα  

 συνθήκη  που  πρέπει να  ισχύει  

 

  
  οποία  είναι  δυνατόν  να  αποδομηθούν  σε 

 

  

ν  

εις  του   
αγωνισμό  

η 

  
φανώς   

γ
 
To     ερώτημα    που     εγείρεται    φυσιολογικά    είναι    το   εξής . 
Γιατί  ο  Αρχιμήδης  θεωρεί   οτι   η  περιγραφείσα  ευρετική  μέθοδος  δεν 
είναι  επαρκής   για  να   θεωρηθεί  το  αποτέλεσμα
έγκυρο από   μαθηματικής   πλευρά
Ο  Γ . Χριστιανίδης  [15]αναφέρει׃  
«Μια αποκωδικοποίηση της  μεθόδου δείχνει ότι αυτή χαρακτηρίζε
την χρησιμοποίηση δύο διαφορετικού χαρακτήρα επιχειρημάτων. 
1. .Πρώτα –πρώτα   χρησιμοποιεί     συλλογισμούς   από   τη   Μηχανική  
και πιο συγκεκριμένα  από την Στατική .      Θεωρεί   τα  γεωμετρικά   σχήμα
να  κρέμονται  από  τη  φάλαγγα  ενός νοητού  ζυγού   με  τρόπο  ώστε ο   
ζυγός   να   ισορροπεί  και   διατυπώνει τη
για  να υπάρχει  αυτή   η     ισορροπία . 
2.  Επιπλέον θεωρεί  ότι  ένα επίπεδο σχήμα δομείται από όλα τα 
ευθύγραμμα τμήματα που άγονται σε ορισμένη διεύθυνση και έχουν τα άκρα 
τους  στην περιφέρεια του σχήματος . Ένα  επίπεδο  σχήμα  λοιπόν,  μπορεί   
να  αποδομηθεί σε τέτοιες παράλληλες   χορδές  με  ορισμένα  μήκη  και  να
δομηθεί εκ  νέου από αυτές. Το   άθροισμα  των  ευθυγράμμων  τμημάτων  
δίνει  την  επιφάνεια  του σχήματος. Θα ονομάσουμε αυτά τα  ευθύγραμμα 
τμήματα «Α∆ΙΑΙΡΕΤΑ» Η  αντίληψη  αυτή  επεκτείνεται  και  στην   περίπτωση
των  σχημάτων  του χώρου , τα
παράλληλες επίπεδες τομές.  
Λαμβάνοντας υπ’ όψιν τα δύο  επιχειρήματα τα οποία χρησιμοποιούνται
στη συλλογιστική που αναπτύσσει ο Αρχιμήδης κατά την εφαρμογή της 
μεθόδου προκύπτει   αβίαστα  το  συμπέρασμα  ότι׃Η έλλειψη  μαθηματικής
αυστηρότητας της μεθόδου οφείλεται κατά τον Αρχιμήδη αποκλειστικά  και 
μόνο στην χρήση των αδιαιρέτων. Αντίθετα   η  χρησιμοποίηση   αντλημένω
από  την  Μηχανική ( στατική) επιχειρημάτων  δεν  δημιουργεί   απολύτως  
κανένα  πρόβλημα  Άλλωστε   η  μία  από  τις  δύο  αυστηρές  αποδείξ
ίδιου         θεωρήματος  που  δίνει  ο  Αρχιμήδης  στον τετρ
ορθογωνίου κώνου τομής   είναι  Μηχανικού  χαρακτήρα. 
Το    πρόβλημα  λοιπόν  βρίσκεται  στη  χρήση  των αδιαιρέτων 
Πράγματι  η  αποδόμηση  ενός σχήματος επιπέδου  σε «αδιαίρετα »[ή ενός 
στερεού σε   παράλληλες   επίπεδες  τομές]  και η εν συνεχεία  αναδόμησ
του από όλα αυτά  δίνει αφορμή να εμφανιστεί   αμέσως ένα παράδοξο. 
ΣΥΓΚΕΚΡΙΜΕΝΑ                                                                                                
Για  να   μπορεί   να   εφαρμοστεί   η   συνθήκη   ισορροπίας   του  ζυγού ,    οι  
γραμμές   στις  οποίες   αποδομείται  το  επίπεδο  σχήμα πρέπει,  προ

 46



να   έχουν  βάρος .Αν    θεωρηθεί   όμως   ότι  το   εκάστοτε  σχήμα    
συγκροτείται  από    άπειρες    γραμμές (ο   Αρχιμήδης   μιλάει   για  « όλες»  
τις  γραμμές  )      κάθε  γραμμή  πρέπει   να  έχει   κατ ΄ανάγκη  μηδενικό  
πάχος  και  άρα, μηδενικό  βάρος . ∆ιαφορετικά   αν  δηλαδή  το  πάχος  των  
γραμμών  δεν  ήταν μηδενικό ,     το  καμπύλο   τμήμα   της   περιφέρειας   του  
παραβολικού  χωρίου     δεν  θα  ήταν  στην  πραγματικότητα  καμπύλο   αλλά   

 
 και  γι΄ 

  απόδειξη  του  θεωρήματος Η   μέθοδος  είναι  γι¨ αυτόν  μόνο  
υρετική. 

 

α  τον  υπολογισμό  εμβαδών  επιπέδων  και όγκο  στερεών 
χημάτων». 

ΝΙΣΜΟΣ ΠΑΡΑΒΟΛΗΣ (ΓΕΩΜΕΤΡΙΚΗ 
ΠΟΔΕΙΞΗ) 

ήδη , τις οποίες χρησιμοποιεί για 
ν απόδειξη του πιο πάνω θεωρήματος . 

ΡΟΤΑΣΗ 21 
 

ma  

n…ou  

aÙt¦n b£sin œcon  

nti d  kaˆ ¥lla  

m£mata  

ssin 
tÒ,  

tm£mata 

sse‹tai 

παραβολής  
ίγωνο  

τμήμα  και 

   

ι αυτά 

σε 
 τμήμα  θα είναι 

βαθμοειδές .  
Αυτό είναι το μαθηματικό παράδοξο που υπάρχει στην περιγραφείσα μέθοδο. 
Ο  Αρχιμήδης   έχει   πλήρη   επίγνωση   του   προβλήματος   αυτού   
αυτό   θεωρεί   ότι  η   μέθοδος  δεν  είναι  στέρεα  θεμελιωμένη  από 
μαθηματικής   απόψεως  και   επομένως    δεν   μπορεί   να   εκληφθεί   ως 
αυστηρή  
ε
 
Όπως   είδαμε   ο Αρχιμήδης   αλλά  και  πριν  απ ‘ αυτόν  ο    ∆ημόκριτος
χρησιμοποίησαν     μεθόδους    που   κατά    πάσα     πιθανότητα             
ενέπνευσαν  αργότερα  τον   Cavalieri   να    αναπτύξει   τη   θεωρία   των 
αδιαιρέτων   γι
σ
 
 
2.2   ΤΕΤΡΑΓΩ
Α
 
Πριν από την απόδειξη του θεωρήματος του τετραγωνισμού της παραβολής 
θα παραθέσουμε δύο προτάσεις του Αρχιμ
τη
 
Π

  E‡ ka e„j tm©
periecÒmenon 
 ØpÕ eÙqe…aj kaˆ Ñrqogw
kènou tom©j tr…gwnon  
™ggrafÍ t¦n 
tù tm£mati  
kaˆ Ûyoj tÕ aÙtÒ, 
 ™ggrafšw
tr…gwna  
e„j t¦ leipÒmena t
t¦n aÙt¦n b£sin  
œconta to‹j tmam£te
 kaˆ Ûyoj tÕ aÙ
˜katšrou tîn  
trigènwn tîn e„j t¦ 
perileipÒmena 
™ggrafšntwn  
Ñktapl£sion ™

Αν   σε  τμήμα  που περιέχεται   
μεταξύ  ευθείας και 
εγγραφεί  τρ
που να έχει 
την ίδια  βάση   
και το ίδιο ύψος με το 
εάν στα τρίγωνα  που 
παραλείπονται  εγγραφούν
άλλα τρίγωνα   
που να έχουν  κα
την  ίδια βάση  
και το ίδιο ύψος με τα  τμήματα, 
το τρίγωνο που έχει εγγραφεί 
ολόκληρο το
οκταπλάσιο 
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 tÕ tr…gwnon  
tÕ e„j tÕ Ól

 

on tm©ma  
™ggrafšn.  

φεί στα παραλειπόμενα 
τμήματα  

 καθενός      από τα τρίγωνα που 
έχει εγγρα

 
 
 

Θ

A Γ

B

HZ

E ∆ K

 
Παρατηρήσεις  
 
Ύψος  του παραβολικού χωρίου ο Αρχιμήδης  εννοεί την απόσταση της 
εφαπτομένης της παράλληλης προς την ΑΓ από την ΑΓ. 
∆ιάμετρο θεωρεί τον άξονα της παραβολής . 
Σε  προηγούμενο θεώρημα έχει αποδείξει ότι η  παράλληλη προς τον άξονα 
από το μέσον της χορδής ΑΓ περνά από την κορυφή Β του τμήματος ,καθώς 
και ότι Β∆=4/3ΕΖ  
 
 
Estw tÕ ABG tm©ma oŒon e‡rhtai, Έστω    ΑΒΓ  το  τμήμα   της    

υπόθεσης 
kaˆ tetm£sqw ¡  
AG d…ca tù D, ¡ d  BD ¥cqw par¦ t¦n 
di£metron· 

έστω ότι η ΑΓ έχει  τμηθεί στο   μέσον 
της  ∆  
 και  έστω ότι η  Β∆  έχει   αχθεί 
παράλληλα   προς   την  διάμετρο 

 tÕ  
B ¥ra same‹on koruf£ ™stin toà 
tm£matoj.  
 

συμπεραίνουμε 
ότι  το  σημείο Β  είναι η κορυφή  του 
τμήματος .                                      
 

TÕ ¥ra ABG   
 tr…gwnon t¦n aÙt¦n b£sin œcei tù 
tm£mati kaˆ Ûyoj tÕ  
aÙtÒ.  
 

Άρα το τρίγωνο ΑΒΓ έχει την ίδια 
βάση και το ίδιο ύψος με το τμήμα 

P£lin tetm£sqw d…ca ¡ AD tù E, kaˆ Τέμνουμε  πάλι  την Α∆  στο  μέσον 
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¥cqw ¡ EZ  
par¦ t¦n di£metron, tetm£sqw d  ¡ 
AB kat¦ tÕ Q· 

της Ε και φέρνουμε την  ΕΖ  
παράλληλη με  την διάμετρο και έστω 
ότι η  ΑΒ τέμνεται από την ΕΖ στο 
σημείο Θ,  
 

tÕ  
¥ra Z same‹on koruf£ ™sti toà 
tm£matoj toà AZB. 

άρα το σημείο Ζ είναι η  κορυφή του 
τμήματος  ΑΖΒ .     
 

TÕ  
d¾ AZB tr…gwnon t¦n aÙt¦n b£sin 
œcei tù [AZB] tm£mati  
kaˆ Ûyoj tÕ aÙtÒ. 

Το τρίγωνο, τώρα ΑΖΒ έχει την ίδια  
βάση και το  ίδιο  ύψος  με  το  τμήμα 
ΑΖΒ.                                                      

. Deiktšon Óti Ñktapl£siÒn ™sti tÕ 
ABG  
tr…gwnon toà AZB trigènou 

Πρέπει  να δειχθεί ότι το τρίγωνο ΑΒΓ 
είναι το οκταπλάσιο του τριγώνου 
ΑΖΒ 

 
 
Estin oân ¡ BD t©j m n EZ ™p…tritoj, 
t©j d  EQ  
diplas…a· 

Η  Β∆ λοιπόν ,  ισούται με τα 4 /3 της 
ΕΖ και είναι διπλάσια από την ΕΘ . 

diplas…a ¥ra ™stˆn ¡ EQ t©j QZ. “ Άρα η ΕΘ είναι διπλάσια της ΘΖ. 
Wste kaˆ  
tÕ AEB tr…gwnon dipl£siÒn ™sti toà 
ZBA·  

Συνεπώς και το τρίγωνο ΑΕΒ είναι 
διπλάσιο από το ΖΑΒ , 

tÕ m n g¦r  
AEQ dipl£siÒn ™sti toà AQZ, tÕ d  
QBE toà ZQB. 

διότι το ΑΕΘ είναι   διπλάσιο του ΑΘΖ 
και το ΘΒΕ είναι διπλάσιο του ΖΘΒ. 

“Wste  
tÕ ABG toà AZB ™stˆn Ñktapl£sion 

Επομένως το ΑΒΓ είναι οκταπλάσιο   
του ΑΖΒ. 

Omo…wj d  deicq»se- 
tai kaˆ toà e„j tÕ BHG tm©ma  
 
™ggrafšntoj.  
 

Με τον ίδιο τρόπο αποδεικνύεται ότι 
είναι οκταπλάσιο και του τριγώνου 
που είναι εγγεγραμμένο  
στο τμήμα ΒΗΓ. 

 
 
Αν  συμβολίσουμε με S  το εμβαδόν του παραβολικού χωρίου ΑΒΓ , τότε το S 
αποτελείται ουσιαστικά  από το άπειρο άθροισμα.   
 

S=(ΑΒΓ) +
4
1  (ΑΒΓ) + 24

1 (ΑΒΓ) +⋅⋅⋅+ ν4
1 (ΑΒΓ) =⋅⋅⋅+  

 

(ΑΒΓ).( 1+ 
4
1 + 24

1
+⋅⋅⋅+ ν4

1
⋅⋅⋅+ )  

Σήμερα βέβαια το άθροισμα        1+ 
4
1 + 24

1
+⋅⋅⋅+ ν4

1
⋅⋅⋅+  ως  άθροισμα  
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απείρων όρων γεωμετρικής προόδου με λόγο λ= 
4
1
∈(-1, 1) ξέρουμε ότι 

ισούται με          
3
4

4
11

1
=

−
 

 
Ο Αρχιμήδης όμως  για να καταλήξει σ΄ αυτό το συμπέρασμα χωρίς να  
χρησιμοποιήσει  την   έννοια του   ορίου που   ήταν άγνωστη στην εποχή του 
επινόησε  το εξής τέχνασμα εργαζόμενος  βέβαια μέχρι το S  5

 
ΠΡΟΤΑΣΗ 23. 
 
 
     E‡ ka megšqea teqšwnti ˜xÁj ™n tù 
tetraplas…oni  
lÒgJ, t¦ p£nta megšqea kaˆ œti toà 
™lac…stou tÕ tr…ton  
mšroj ™j tÕ aÙtÕ sunteqšnta ™p…trita 
™ssoàntai toà  
meg…stou 

Εάν δίνεται μια σειρά μεγεθών με 
λόγο τέσσερα, το άθροισμα των 
μεγεθών αυτών συν το ένα τρίτο του 
μικροτέρου  θα ισούται με τα  
τέσσερα τρίτα του μεγαλυτέρου. 
 
 

 
 
”Estw oân Ðposaoàn megšqea ˜xÁj           
ke…mena t¦ A, B,  
G, D, E tetraplas…ona ›kaston               
toà ˜pomšnou 

Έστω λοιπόν μια σειρά οσωνδήποτε 
τον αριθμό μεγεθών Α, Β, Γ, ∆, Ε,  
τέτοια ώστε καθένα τους να είναι 
τετραπλάσιο του επομένου του. 

 
 
 
 

Γ

Β

Α

 
 
 
 
, mšgiston  
d  œstw tÕ A, œstw d  tÕ m n Z              
tr…ton toà B, tÕ d  H toà  
G, tÕ d  Q toà D, tÕ d  I toà E 

 Έστω επίσης μεγαλύτερο το Α και 

έστω το   Ζ =
3
1 Β, Η= 

3
1 Γ,Θ=

3
1 ∆, 

Ι=
3
1 Ε   

 . 
'Epeˆ oân tÕ m n Z toà B  
tr…ton mšroj ™st…n,                                 Επειδή λοιπόν  το μεν Ζ= 

3
1 Β,το δε 
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tÕ d  B toà A 
 tštarton mšroj ™st…n,  
¢mfÒtera t¦ B, Z mšroj                            
tr…ton ™stˆ toà A. 
 Di¦ t¦ aÙt¦  
d¾ 
 kaˆ t¦ H, G toà B                                     
kaˆ t¦ Q, D toà G  
kaˆ t¦ I, E  
toà D· 
 kaˆ t¦ sÚmpanta                                      
d¾ t¦ B, G, D, E, Z, H, Q, I 
 tr…ton  
mšroj ™stˆ                                                   
tîn sump£ntwn 
 tîn A, B, G, D 

Β=
4
1 Α , θα είναι         Β+Ζ=

3
1 Α. Για 

τους αυτούς λόγους είναι και 

Η+Γ=
3
1 Β, Θ+∆= 

3
1 Γ  και Ι+Ε= 

3
1 ∆, 

Έτσι θα είναι                             

Β+Ζ=
3
1 Α.                                          

Η+Γ=
3
1 Β,                                               

Θ+∆= 
3
1 Γ                                               

Ι+Ε= 
3
1 ∆,  ,    από το άθροισμα τους 

θα είναι Β+Γ+∆+Ε+Ζ+Η+Θ+Ι=             

3
1 (Α.+ Β+Γ+∆  ) .     

'Entˆ d  kaˆ   
aÙt¦ t¦ Z, H, Q tr…ton                              
mšroj aÙtîn tîn B, G, D· kaˆ  
t¦ loip¦ ¥ra t¦ B, G, D, E, I                    
toà loipoà tr…ton mšroj  
™stˆ toà A.                                             
DÁlon oân Óti t¦                                        
sÚmpanta t¦ A, B, G, D, E  
kaˆ tÕ I, toutšsti tÕ tr…ton toà E,         
toà A ™stˆn ™p…trita.  
 
 

   Είναι δε και  Ζ+Η+Θ=
3
1 ( Β+Γ+∆  )  

και τα  λοιπά  άρα  Β+Γ+∆+Ε+Ι=
3
1 Α.    

Είναι λοιπόν φανερό ότι το συνολικό 
άθροισμα   Α+Β+Γ+∆+Ε  συν το  Ι, 

τουτέστιν, το
3
1 Ε,είναι ίσο με 

3
4 Α.  

∆ΗΛΑ∆Η                                                

Α+ Β+Γ+∆+Ε+
3
1 Ε=

3
4 Α 

 
Εφαρμόζοντας το τέχνασμα αυτό μπορούμε να βρούμε μια αναδρομική 
σχέση για την ακολουθία (S ) με S  = 1+ ν ν 4

1 + 24
1

+⋅⋅⋅+ ν4
1 ,    Ν∈∀ν  

 
 

S +ν ν4
1

3
1
⋅ == 1 + 

4
1 + 24

1
+⋅⋅⋅+ 14

1
−ν + ν4

1  +
3
1

ν4
1 =                                                                   

( 1+ 
4
1 + 24

1
+⋅⋅⋅+ 14

1
−ν )+

3
4

ν4
1 = +1−νS ⋅

3
1

14
1
−ν  

ΟΜΟΙΩΣ             

    +1−νS ⋅
3
1

14
1
−ν = +2−νS 3

1 . 24
1
−ν   

 
 και τελικά  
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S +ν ν4
1

3
1
⋅ = +1S 4

1
3
1
⋅ =1+

4
1

3
1

4
1

⋅+ =
3
4       Ν∈∀ν * 

 
Άρα S  =ν 3

4 - ν4
1

3
1
⋅  

Θα έχουμε λοιπόν S>(ΑΒΓ). S  = (ΑΒΓ)( ν 3
4 - ν4

1
3
1
⋅ ) =   νε                             

Με   νε =
3
4  (ΑΒΓ)- ν4

1
3
1
⋅ (ΑΒΓ)< 

3
4  (ΑΒΓ)                                 

 

Στην συνέχεια ο ΑΡΧΙΜΗΔΗΣ αποδεικνύει ότι 
 
 
P©n tm©ma tÕ periecÒmenon ØpÕ eÙqe…aj kaˆ Ñrqogwn…ou  
kènou tom©j ™p…tritÒn ™sti trigènou toà t¦n aÙt¦n  
b£sin œcontoj aÙtù kaˆ Ûyoj ‡son.   
 
Δηλαδή   κάθε  τμήμα  που   περιέχεται  μεταξύ   ευθείας   και   
παραβολής    ισούται   με   τα   

3
4    του   τριγώνου   που  έχει  την  ίδια 

βάση και ύψος ίσο με το τμήμα. 
 

A Γ

B
E∆

 
Estw g¦r tÕ ADBEG tm©ma                      
periecÒmenon ØpÕ eÙqe…aj  
kaˆ Ñrqogwn…ou kènou tom©j,                
tÕ d  ABG tr…gwnon œstw  
t¦n aÙt¦n b£sin œcon tù tm£mati         
kaˆ Ûyoj ‡son, toà d   
ABG trigènou œstw                                   
™p…triton tÕ K cwr…on 

Έστω το  τμήμα Α∆ΒΕΓ που 
περιέχεται μεταξύ ευθείας και 
παραβολής και έστω ότι το τρίγωνο 
ΑΒΓ έχει την ίδια βάση και ίσο ύψος 
με το τμήμα και έστω ότι η  επιφάνεια  
Κ είναι ίση με τα τέσσερα τρίτα της 
επιφάνειας του τριγώνου ΑΒΓ. 

Deiktšon Óti  
 

Πρέπει να δειχθεί οτι η επιφάνεια  Κ  
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‡son ™stˆ tù ADBEG tm£mati.  
 

είναι ίση με την επιφάνεια του 
τμήματος  Α∆ΒΕΓ. 

E„ g¦r m» ™stin ‡son, ½toi me‹zÒn 
™stin À œlasson. 

∆ιότι εάν δεν είναι ίση θα  είναι είτε 
μεγαλύτερη  ή μικρότερη . 

”Estw prÒteron, e„ dunatÒn, me‹zon tÕ 
ADBEG tm©ma  
toà K cwr…ou. 

Έστω πρώτα 
ότι είναι δυνατόν το τμήμα Α∆ΒΕΓ να 
ειναι μεγαλύτερο από την επιφάνεια 
Κ. 
 

'Enšgraya d¾ t¦ ADB, BEG tr…gwna,  
æj e‡rhtai, ™nšgraya d  kaˆ e„j t¦ 
perileipÒmena tm£mata  
¥lla tr…gwna t¦n aÙt¦n b£sin 
œconta to‹j tmam£tessin  
kaˆ Ûyoj tÕ aÙtÒ, kaˆ ¢eˆ e„j t¦ 
Ûsteron ginÒmena tm£mata  
™ggr£fw dÚo tr…gwna t¦n aÙt¦n 
b£sin œconta to‹j  
tmam£tessin kaˆ Ûyoj tÕ aÙtÒ· 
™ssoàntai d¾ t¦ kata-  
leipÒmena tm£mata ™l£ssona t©j 
Øperoc©j, μ Øperšcei  
tÕ ADBEG tm©ma toà K cwr…ou. 

Ενέγραψα λοιπόν τα τρίγωνα Α∆Β και 
ΒΕΓ , όπως  έχουμε πει και στα 
τμήματα που παραλείφθησαν 
ενέγραψα  άλλα τρίγωνα  που να 
έχουν την ίδια βάση  και το ίδιο ύψος  
με τα τμήματα , και  συνέχισα να 
εγγράφω απο ένα τρίγωνο με την ίδια 
βάση  και το ίδιο ύψος στο καθένα 
από τα δύο τμήματα  που 
παραλείπονταν κάθε φορά , τα 
απομένοντα  τμήματα θα φτάσουν να 
είναι μικρότερα από την διαφορά κατά 
την οποία υπερέχει το τμήμα Α∆ΒΕΓ 
από την επιφάνεια Κ. 

“Wste tÕ ™ggrafÒmenon  
polÚgwnon me‹zon ™sse‹tai toà K· 
 
 Óper ¢dÚnaton.  
 

Συνεπώς το πολύγωνο που έχει 
εγγραφεί θα είναι μεγαλύτερο  από  
 
την επιφάνεια Κ πράγμα  αδύνατον. 

'Epeˆ g£r ™stin ˜xÁj ke…mena cwr…a ™n 
tù tetraplas…oni  ερειδη  
lÒgJ, prîton m n tÕ ABG tr…gwnon 
tetrapl£sion tîn  
ADB, BEG trigènwn, œpeita d  aÙt¦ 
taàta tetrapl£sia  
tîn e„j t¦ ˜pÒmena tm£mata 
™ggrafšntwn kaˆ ¢eˆ oÛtw,  
dÁlon æj sÚmpanta t¦ cwr…a 
™l£sson£ ™stin À ™p…trita  
toà meg…stou, tÕ d  K ™p…tritÒn ™sti 
toà meg…stou cwr…ou.  
 

∆ιότι,      
επειδή  έχουμε  μια  φθίνουσα 
γεωμετρική σειρά επιφανειών με λόγο 
τέσσερα  και η πρώτη ,το τρίγωνο 

ΑΒΓ, είναι (ΑΒΓ)=
4
1  [(Α∆Β)+(ΒΕΓ)]  

στη  συνέχεια το άθροισμα  αυτό είναι 
τετραπλάσιο  από το άθροισμα των 
τριγώνων που  έχουν εγγραφεί  στα 
επόμενα τμήματα και το ίδιο 
συμβαίνει συνεχώς  , είναι προφανές 
ότι το άθροισμα  όλων των 
επιφανειών  είναι μικρότερο απο τα 
4/3  της μεγαλύτερης ( δηλαδή του 
τριγώνου ΑΒΓ) . 

OÙk ¥ra ™stˆn me‹zon tÕ ADBEG 
tm©ma toà K cwr…ou.   
 

Άρα  το τμήμα Α∆ΒΕΓ δεν είναι 
μεγαλύτερο από την επιφάνεια Κ. 
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H
Z

K

Θ Ι
 

 
 
Estw dš, e„ dunatÒn, œlasson. Έστω  τώρα ότι είναι δυνατόν 

(Α∆ΒΕΓ)< Κ. 
Ke…sqw d¾ tÕ m n  
ABG tr…gwnon ‡son tù Z, toà d  Z 
tštarton tÕ H, kaˆ  
Ðmo…wj toà H tÕ Q, kaˆ ¢eˆ ˜xÁj 
tiqšsqw, ›wj ka gšnhtai  
tÕ œscaton œlasson t©j Øperoc©j, μ 
Øperšcei tÕ K  
cwr…on toà tm£matoj, kaˆ œstw 
œlasson tÕ I· 

Έστω λοιπόν ότι  έχουμε μια 
επιφάνεια Ζ ίση με το τρίγωνο ΑΒΓ 

(ΑΒΓ)=Ζ , μια επιφάνεια  Η,  Η=
4
1 Ζ, 

το δε Θ=
4
1 Η και ούτω καθεξής , μέχρι 

που η τελευταία επιφάνεια φτάνει να 
είναι μικρότερη από την διαφορά κατά 
την οποία υπερέχει  η    επιφάνεια Κ 
από το τμήμα .Έστω ότι η μικρότερη 
αυτή επιφάνεια είναι η Ι . 

œstin  
d¾ t¦ Z, H, Q, I cwr…a kaˆ tÕ tr…ton 
toà I ™p…trita toà Z.  
 

Αρα το Ζ+Η+Θ+Ι+
3
1 Ι=

3
4 Ζ. 

Estin d  kaˆ tÕ K toà Z ™p…triton· 
‡son ¥ra tÕ K to‹j  
Z, H, Q, I kaˆ tù tr…tJ mšrei toà I. 

Είναι δε και το Κ=
3
4 Ζ.Άρα  Κ= 

Ζ+Η+Θ+Ι+
3
1 Ι. 

'Epeˆ oân tÕ K cwr…on   
tîn m n Z, H, Q, I cwr…wn Øperšcei 
™l£ssoni toà I, toà  
d  tm£matoj me…zoni toà I, dÁlon æj 
me…zon£ ™nti t¦ Z, H,  
Q, I cwr…a toà tm£matoj· Óper 
¢dÚnaton· 

Επειδή λοιπόν η  επιφάνεια Κ 
υπερέχει από το άθροισμα   των  
επιφανειών  Ζ,Η ,Θ  και Ι  κατά  μια  
διαφορά   μικρότερη από το Ι και  από 
το τμήμα  κατά  μια διαφορά  
μεγαλύτερη  απο το Ι  είναι  προφανές  
ότι  το άθροισμα  των  επιφανειών  
Ζ,Η,Θ  και Ι   είναι  μεγαλύτερο  από  
το  τμήμα  πράγμα αδύνατον. 
 

· ™de…cqh g¦r  
Óti, ™¦n Ï Ðposaoàn cwr…a ˜xÁj 
ke…mena ™n tetraplas…oni  
lÒgJ, tÕ d  mšgiston ‡son Ï tù e„j tÕ 
tm©ma ™ggrafomšnJ  
trigènJ, t¦ sÚmpanta cwr…a 

∆ιότι  αποδείχθηκε  ότι  εάν  έχουμε  
μια  σειρά  οσωνδήποτε  τον  αριθμό  
επιφανειών  με  λόγο  τέσσερα  και  η  
μεγαλύτερη  από  αυτές  είναι ίση με 
το τρίγωνο το εγγεγραμμένο  στο   
τμήμα , το  άθροισμα  των επιφανειών  
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™l£ssona ™sse‹tai toà  
tm£matoj. 

θα είναι μικρότερο  από  την  
επιφάνεια  του τμήματος 

OÙk ¥ra tÕ ADBEG tm©ma œlassÒn 
™sti toà  
K cwr…ou. 

Άρα  το τμήμα Α∆ΒΕΓ  δεν είναι 
μικρότερο  απο  την επιφάνεια Κ 

'Ede…cqh d  Óti oÙd  me‹zon· ‡son ¥ra 
™stˆn  
tù K. 

Αποδείξαμε  όμως  ότι  ούτε    
μεγαλύτερο  είναι. 

TÕ d  K cwr…on ™p…tritÒn ™sti toà 
trigènou toà  
ABG· kaˆ tÕ ADBEG ¥ra tm©ma 
™p…tritÒn ™sti toà ABG  
trigènou.   
 

Άρα η  επιφάνεια  Κ ισούται  με  τα  
4/3  του  τριγώνου ΑΒΓ,                         
άρα  και  το τμήμα  Α∆ΒΕΓ   ισούται  
με  τα  4/3  του  τριγώνου ΑΒΓ. 
 
 

  
 

Μια  πιο γενική απόδειξη του ισχυρισμού του Αρχιμήδη  ότι S=
3
4 (ΑΒΓ), 

(S το εμβαδόν του παραβολικού τμήματος ΑΒΓ) που αποκόμισε  από την 
θεωρία  των μοχλών και απέδειξε με την απαγωγή σε άτοπο είναι η εξής׃     
 
 

Α)   Έστω   S>
3
4 (ΑΒΓ)                               

Θ

A Γ

B

HZ

E

M Λ

∆ K

 
 
Αν θεωρήσουμε την ακολουθία (α ) με α = S-ε      ν ν ν Ν∈∀ν                                    

(ΑΒΓ)( 
3
4 - ν4

1
3
1
⋅ ) =   νε                              

Ονομάσουμε δε Π 0  το εμβαδόν του παραλληλογράμμου  ΑΜΛΓ  που είναι 
περιγεγραμμένο στο παραβολικό χωρίο τότε θα έχουμε  
 

α = S-ε = S- (ΑΒΓ)< 0 0 2
1  S    αφού (ΑΒΓ)= 

2
1   Π > 0 2

1  S   

Ομοίως  αν καλέσουμε Π   Π’   τα  εμβαδά των αντιστοίχων 
παραλληλογράμμων των περιγεγραμμένων στα παραβολικά τμήματα με 

χορδές  ΑΒ, ΒΓ τότε α 1 = S-ε 1 =  S-ε -( ε 1 - ε 0 )<

1 1

0 2
1  α 0  
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Αφού ( ε 1 - ε )=2(ΖΑΒ)=(ΖΑΒ)+(ΒΗΓ)= 0 2
1   Π 1 +

2
1  Π’ >  1 2

)(ΑΒΓ−S =               

=
2
1 ( S-ε )=0 2

1  α  0

Επαγωγικά διαπιστώνουμε ότι α < 1+ν 2
1  α   ν Ν∈∀ν  

Άρα για ε= S-
3
4 (ΑΒΓ)>0 θα υπάρχει  Ν∈ν  ώστε α < ε ν

δηλαδή   S-ε < S- ν 3
4 (ΑΒΓ)  

 οπότε ε >ν 3
4 (ΑΒΓ) πράγμα άτοπο αφού  

 

 ε <ν 3
4 (ΑΒΓ) 

 

Β)Αν       S<
3
4 (ΑΒΓ) τότε από τη σχέση                                                                 

(ΑΒΓ)(1+ 
4
1 + 24

1
+⋅⋅⋅+ 14

1
−ν + ν4

1  +
3
1

ν4
1 )=   

3
4 (ΑΒΓ)  

προκύπτει 
                                                                  

3
4 (ΑΒΓ) - (ΑΒΓ)(1+ 

4
1 + 24

1
+⋅⋅⋅+ 14

1
−ν + ν4

1 )=   
3
1

ν4
1 (ΑΒΓ)< ν4

1 (ΑΒΓ) 

 

Άρα για ε=
3
4 (ΑΒΓ)- S>0, υπάρχει Ν∈ν  

 ώστε ν4
1 (ΑΒΓ)<ε 

Οπότε με βάση την προηγούμενη σχέση θα έχουμε  

3
4 (ΑΒΓ) - (ΑΒΓ)(1+ 

4
1 + 24

1
+⋅⋅⋅+ 14

1
−ν + ν4

1 )<
3
4 (ΑΒΓ) - S   

Άρα (ΑΒΓ)(1+ 
4
1 + 24

1
+⋅⋅⋅+ 14

1
−ν + ν4

1 )> S   

                                                           
  δηλαδή (ΑΒΓ) S >S   ή  ε >S   πράγμα άτοπο ν ν

 

Επομένως         S=
3
4 (ΑΒΓ) 
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 ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΕΙΣ 
 

M

y

y'

x' x

B A

O

B' A'

 
 
Αν  θεωρήσουμε  σ’  ένα  ορθοκανονικό  σύστημα  ΧΟΨ την παραβολή                             
ψ =χ  και  την  χορδή  της  ΑΒ//Χ’Χ  τότε  το  προηγούμενο  συμπέρασμα  
σημαίνει  ότι  το  εμβαδόν   Ε  του  παραβολικού  χωρίου μεταξύ  της χορδής 

ΑΒ και της παραβολής  είναι  ίσο  με  τα 

2

3
4 (ΑΟΒ). 

 
Αν  λοιπόν Α’, Β’ είναι οι  προβολές   των  Α,Β  στον   Χ’Χ      τότε   
   

 (ΑΑ’Β’Β)-Ε=(ΑΑ’ΒΒ’)- 
3
4 (ΑΟΒ)=2 (ΑΟΒ)- 

3
4 (ΑΟΒ)=

3
2  (ΑΟΒ)   

 
το εμβαδόν   επομένως  του  χωρίου  που  περικλείεται  μεταξύ  της 
παραβολής, του άξονα  Χ’Χ και των ευθειών  Ψ’Ψ  και  Α’Α ,δηλαδή  το 
σκιασμένο   εμβαδόν  του  σχήματος  θα  είναι  ίσο  με   
                                                                                

Ε=
2
1

3
2  (ΑΟΒ)=

3
1 (AOB)= ⋅

3
1 2(OAM)= 

3
1 (ΑΜΟΑ’),όπου 

 
Μ το μέσο του ΑΒ. 

 

∆ηλαδή  Ε= 
3
1 (ΑΜΟΑ’)= ⋅

3
1 λ.λ2 = ⋅

3
1 λ3  αν η  ΑΑ΄ είναι η ευθεία χ=λ. 
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                 ΚΕΦΑΛΑΙΟ ΙV 
 
ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑΤΑ ΤΗΣ ΜΕΘΟΔΟΥ ΤΗΣ ΕΞΑΝΤΛΗΣΗΣ 
ΜΕ ΣΥΓΧΡΟΝΗ ΟΡΟΛΟΓΙΑ  
 
Στο τέταρτο   κεφάλαιο, θα κάνουμε μία γενική περιγραφή της μεθόδου της 
εξάντλησης , θα αποδείξουμε τον τετραγωνισμό της παραβολής και τον όγκο 
παραβολοειδούς εκ περιστροφής με την μέθοδο της εξάντλησης, αλλά με 
σύγχρονη ορολογία και θα δούμε πώς ο Αρχιμήδης    παρουσιάζει στην 
πραγματεία του  « Περί  των μηχανικών  θεωρημάτων προς Ερατοσθένην  
έφοδος » την εύρεση του όγκου του παραβολοειδούς εκ περιστροφής . 
                                                                                                                                               
 
1.ΓΕΝΙΚΗ ΠΕΡΙΓΡΑΦΗ ΤΗΣ  ΜΕΘΟΔΟΥ ΤΗΣ ΕΞΑΝΤΛΗΣΗΣ   
 
     Το πρόβλημα  το οποίο επιλύεται με την μέθοδο της εξάντλησης είναι ο 
υπολογισμός  του εμβαδού  Ε  μιας επιφάνειας ή του όγκου V ενός στερεού.    
Η βασική ιδέα του Αρχιμήδη είναι να προσεγγίζει το εμβαδόν Ε  η τον όγκο V 

                                                
με εγγεγραμμένα και περιγεγραμμένα σχήματα-χωρία.                                                                 
Η διαδικασία υπολογισμού περιλαμβάνει τρία στάδια . 
 
1ο Στάδιο    
                                                                                                                                                       
Ορίζει εμβαδά ή όγκους Αn, n∈Ν* εγγεγραμμένων χωρίων και εμβαδά ή 
όγκους Βn , n∈N*  περιγεγραμμένων χωρίων της ζητούμενης επιφάνειας   ή  
όγκου .                                                                              
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 Τότε  θα ισχύει   Αn≤Ε(ηV)≤  Βn ,  n∈N*  
                                                                                          
2ο Στάδιο    
                                                                                                                        
«Μαντεύει»  έναν αριθμό c ,τέτοιον ώστε Αn≤ c≤Βn . 
 
  Το  «μάντεμα» αυτό  γίνεται με μηχανικό τρόπο, όπως ο ίδιος   δηλώνει στο 
«Περί μηχανικών θεωρημάτων προς Ερατοσθένη έφοδος». 
 « Kaˆ g£r tina tîn prÒterÒn moi fanšntwn mhcanikîj  
Ûsteron gewmetrikîj ¢pede…cqh di¦ tÕ cwrˆj ¢pode…xewj  
e nai t¾n di¦ toÚtou toà trÒpou qewr…an· ˜toimÒteron   
g£r ™sti prolabÒnta di¦ toà trÒpou gnîs…n tina tîn  
zhthm£twn por…sasqai t¾n ¢pÒdeixin m©llon À mhdenÕj  
™gnwsmšnou zhte‹n».   
                                         
3ο  Στάδιο   
                                                                                                                          
Αποδεικνύει ότι για κάθε  ε>0 υπάρχει nεΝ* τέτοιο ώστε      
                 Βn- Αn<ε                             
Μετά την ολοκλήρωση του τρίτου σταδίου συμπεραίνει ότι                                                            
Ε( ήV  )=c                                                                                                                            
Η απόδειξη του συμπεράσματος αυτού γίνεται με την « εις άτοπο απαγωγή  »  
                                                                             
 Αν c>Ε   
                                                                                          
Τότε  θεωρώντας  ως  ε= (c- Ε)/2  θα υπάρχει n∈N* τέτοιο ώστε                
Βn- An<(c-Ε)/2  Από  πρώτο ,  δεύτερο στάδιο θα είναι                 
                Αn  E<c≤  Bn   ≤
οπότε θα έχουμε                                                                                                                            
c≤Bn                                                                                                                                
E≥An -Ε -An              ⇒ ≤
τότε θα ισχύει    c- Ε  Βn- An< (c-Ε)/2  ≤
   
ΑΤΟΠΟ    
                                                                                                                                 
Αν c<Ε   
                                                                                                                                  
θεωρούμε ως ε= (c- Ε)/2  υπάρχει n ∈N* τέτοιο ώστε                       
              Βn- An<(Ε- c)/2   (1)                                                                                             
Από το πρώτο και δεύτερο στάδιο συμπεραίνουμε οτι                  
   Αn c<Ε ≤Βn   ∆ηλαδή                 Ε ≤ ≤Βn                                                                                    
c≥An  -c≤ -Αn        Τότε ισχύει Ε-c⇒ ≤  Βn- An  
λόγω της  (1) είναι Ε-c<(Ε- c)/2 
 ΑΤΟΠΟ                                                                                                              
Άρα απομένει η περίπτωση  c=Ε (ο.ε.δ)    
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2. ΑΠΟΔΕΙΞΗ ΤΟΥ  ΤΕΤΡΑΓΩΝΙΣΜΟΥ ΤΗΣ  ΠΑΡΑΒΟΛΗΣ ΜΕ 
ΣΥΓΧΡΟΝΗ ΟΡΟΛΟΓΙΑ 
 
Θα  δείξουμε  ότι το εμβαδόν Ε της  ψ=χ2 ,ψ=0 και των ευθειών χ=0 και χ=λ >0  

είναι ίσο με Ε=
3

3λ . 

Στο σημείο αυτό σωστό είναι να παρατηρήσουμε ότι το παραβολικό τμήμα  
στο παρακάτω σχήμα δεν είναι ακριβώς το ίδιο μ’ εκείνο που θεώρησε ο 
Αρχιμήδης ,καθώς και οι λεπτομέρειες στους συλλογισμούς που ακολουθούν 
δεν είναι ομοιότυπες μ’ εκείνες που χρησιμοποίησε αυτός .Οι  ιδέες όμως 
ουσιαστικά ανήκουν στον Αρχιμήδη και αυτό που παρουσιάζουμε εδώ μπορεί 
να θεωρηθεί ως η μέθοδος της εξάντλησης σε σύγχρονη 
διατύπωση(Apostol.T [1]). 
Η   βασική    ιδέα  είναι  η  εξής׃  
 
Κόβουμε  το  σχήμα  σ’  ένα  πλήθος  κατακόρυφες  ταινίες  με  το   ίδιο 
πλάτος  και  βρίσκουμε   έτσι   δύο  προσεγγίσεις    του  ζητούμενου εμβαδού.  
Μία  κατ’ έλλειψη   και   μία  καθ΄  υπεροχή.  
 
Σύμφωνα   λοιπόν  με  την  άποψη  του  Αρχιμήδη  το  ζητούμενο εμβαδόν   
δεν   είναι   δυνατόν   να  είναι   μικρότερο   από   το  άθροισμα  των  εμβαδών  
των  εσωτερικών   ορθογωνίων   ούτε   μεγαλύτερο    από   το  άθροισμα   των     
εμβαδών    των   εξωτερικών    ορθογωνίων.   

 
 
 
 
Αν  αυξήσουμε  το πλήθος  των  ταινιών   τότε  το  πρώτο  άθροισμα αυξάνει ,  
ενώ  το  δεύτερο ελαττώνεται . Όσο  μεγαλύτερο  είναι  το πλήθος   των   
ταινιών ,  τόσο   καλύτερη   προσέγγιση  του  ζητούμενου εμβαδού  θα 
έχουμε. Μπορούμε   δηλαδή   να   προσεγγίσουμε  το  ζητούμενο  εμβαδόν με 
οποιοδήποτε    βαθμό   ακριβείας   επιθυμούμε   αρκεί  να  θεωρήσουμε  ένα  
επαρκές  πλήθος  ταινιών. 
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Μια   αυστηρότερη    διατύπωση   των   παραπάνω    συλλογισμών    
είναι    η    εξής ׃ 
 
10   ΣΤΑ∆ΙΟ 
 

Χωρίζουμε    το    διάστημα    ΟΑ΄   σε   ν-ισα   τμήματα, τα  διαιρετικά σημεία  
θα έχουν  τότε   κατά  σειρά   τετμημένες  
 

χ =0,   χ 1 =0 ν
λ ,    χ 2 ν

λ2
= ,    ....    χ =1−ν ν

λν )1( −  ,χ =ν λ
ν
νλ

=  

ξεκινώντας από το Ο και καταλήγοντας στο Α΄. 
 

Τα εσωτερικά ορθογώνια   έχουν βάσεις ίσες  με    
ν
λ  και ύψη    

υ =0,   ,   υ1=(0 ν
λ )2,    υ =2

2)2(
ν
λ ,   …..   υ =(1−ν ν

λν )1( − )2 

ενώ τα εξωτερικά   ορθογώνια έχουν βάσεις  ίσες με    
ν
λ   και   ύψη    

   υ 1 =(
ν
λ )2,    υ =2

2)2(
ν
λ , …….    υ =ν )(

ν
νλ 2          

αντιστοίχως . 
 
Η   κατ’ έλλειψη προσέγγιση   λοιπόν   του  ζητούμενου  εμβαδού  δίνεται   
από   το    άθροισμα . 
 

Α = ν ν
λ ( υ + υ1+ υ  υ )  0 2 +⋅⋅⋅+ 1−ν

 

= 
ν
λ [02+ (

ν
λ )2 +  2)2(

ν
λ

⋅⋅⋅+  (
ν

λν )1( − )2] 

 

=( 
ν
λ )3  [12+22+32 +⋅⋅⋅+ (ν-1)2] 

 

Ενώ η καθ’ υπεροχή προσέγγιση αυτού από το άθροισμα  
 

Β =ν ν
λ (  υ1+ υ 2 +....             + υν ) =

ν
λ [ (

ν
λ )2 +  2)2(

ν
λ + .....    (

ν
νλ )2] 

=( 
ν
λ )3  [12+22+32+...     +ν2] 

Είναι Α <Ε< Β  ν ν

 
20   ΣΤΑ∆ΙΟ 

Μαντεύουμε τον c=
3

3λ  δηλαδή  Α <ν 3

3λ  < Β  ν
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Ο  Αρχιμήδης  είχε   υποψιαστεί   αυτόν   τον   αριθμό   με  την   ευρετική του   
μέθοδο   που  έχουμε   αναφέρει .  Ένας  άλλος   τρόπος    είναι     ο  εξής . 
 
Από την ταυτότητα  

12+22+32+...     +ν2 =
623

23 ννν
++           που   επαγωγικά    αποδεικνύεται και  

θα    μπορούσε    να    θεωρηθεί   γνωστή   την   εποχή   του Αρχιμήδη    
βρίσκουμε . 
 

12+22+32+...     +(ν-1)2 =
623

23 ννν
++  - ν2 =   

623

23 ννν
+−    

 

Προφανώς                    
623

23 ννν
++  >  

3

3ν                   

 

                                   
623

23 ννν
+−  =  

3

3ν -
6

)13( −νν   <   
3

3ν                 
*Ν∈∀ν  

 

Επομένως                         Α < (ν 3
)(

3
3 ν

ν
λ

⋅  < Β  ν

                                                  

δηλαδή                              Α < ν 3

3λ  < Β  ν
*Ν∈∀ν

Όπως  πλέον μπορεί να υποψιαστεί  κάποιος  το ζητούμενο εμβαδόν Ε θα 

είναι ίσο  με 
3

3λ  . 

 
30       ΣΤΑΔΙΟ 
 
Πρέπει       να     αποδείξουμε ότι    0>∀ε     :Ν∈∃ν     Β - Αν <ε ν

Πράγματι  

  Β - Α =( ν ν ν
λ )3  [12+22+32+...     +ν2]- ( 

ν
λ )3  [12+22+32+...     +(ν-1)2]=

ν
λ3

 

Από  θεώρημα   Αρχιμήδους- Ευδόξου    για   τους     λ3,  ε>0      :Ν∈∃ν      
 

ν.ε>λ3⇒
ν
λ3

<ε⇒    Β - Α <ε ν ν

 

Άρα για κάθε ε>0 υπάρχει ν=[
ε
λ3

]+1  τέτοιο ώστε   Β - Α <ε ν ν

 

∆ηλαδή    Ε=
3

3λ   
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3. ΥΠΟΛΟΓΙΣΜΟΣ ΟΓΚΟΥ  ΠΑΡΑΒΟΛΟΕΙΔΟΥΣ  ΕΚ 
ΠΕΡΙΣΤΡΟΦΗΣ                                                                                                          
 
 
Θα  περιγράψουμε τώρα πώς υπολογίζεται  ο όγκος  ενός στερεού 
εφαρμόζοντας  την περιγραφείσα μέθοδο της εξάντλησης.          Το πρόβλημα 
είναι ο υπολογισμός του όγκου παραβολοειδούς εκ περιστροφής ,και 
βρίσκεται στο έργο του «ΠΕΡΙ ΚΩΝΟΕΙ∆ΕΩΝ ΚΑΙ ΣΦΑΙΡΟΕΙ∆ΕΩΝ »                                         
 
Το πρόβλημα που θα μελετήσουμε  τίθεται στο θεώρημα 21 του έργου του 
Αρχιμήδη που προαναφέραμε και διατυπώνεται ως  εξής .   
                                                             
       P©n tm©ma 
       Ñrqogwn…ou kwnoeidšoj 
       ¢potetmamšnon ™pipšdJ  
       Ñrqù potˆ tÕn ¥xona 
       ¹miÒliÒn ™sti   toà kènou toà   
         b£sin œcontoj 
       t¦n aÙt¦n 
       tù tm£mati  kaˆ ¥xona 
        tÕn aÙtÒn    
                                                         

Κάθε τμήμα      παραβολοειδούς            
εκ περιστροφής το οποίο τέμνεται από  
επίπεδο κάθετο προς τον άξονα έχει,     
όγκο ίσο προς τα 3/2 του όγκου   του 
κώνου που έχει την ίδια                          
βάση με το (αποτετμηθέν) τμήμα και 
τον                                                          
ίδιο άξονα 

        

Π

Β

A

∆
Γ
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Τέμνοντας    λοιπόν  το  παραβολοειδές    με  επίπεδο   (Π)  κάθετο  στη  Β∆   
δημιουργείται  το    στερεό   του   οποίου θα  αποδείξουμε   ότι  ο  όγκος   
ισούται    με τα  3/2 του  κώνου   βάσης  και    ύψους   ίδιο  με   αυτά  του   
παραβολοειδούς   (βάση ,ο κυκλικός  δίσκος   διαμέτρου  ΑΓ  και  ύψος  ο 
άξονας  Β∆ ) ή  ισοδύναμα  το 1/2  του  κυλίνδρου  με  τα  ίδια  στοιχεία . 
Τα τρία στάδια της μεθόδου της εξάντλησης αναπτύσσονται στις  προτάσεις  
19 (το πρώτο  και τρίτο στάδιο)  και 21 (το δεύτερο στάδιο).   
 
 
ΠΡΟΤΑΣΗ 19. 
   
  Προσέγγιση  του όγκου  παραβολοειδούς  με  εγγεγραμμένους  και 
περιγεγραμμένους κυλίνδρους . 
 

Α Γ

B

∆

Ε

Π

Ξ

Ρ

Ο

 
 
 
Το ανωτέρω   σχήμα    προκύπτει  αν     τμήσουμε  το    παραβολοειδές    με    
επίπεδο   διερχόμενο   δια  του  άξονα   Β∆.   Το επίπεδο     αυτό  θα τμήσει  
το   παραβολοειδές    κατά   την   παραβολή   ΑΒΓ  και   το    επίπεδο  (Π)   
κατά   το   τμήμα  ΑΓ .    
                                                        
 Στη συνέχεια    σχηματίζουμε    τον   κύλινδρο   με    βάση   τον   κύκλο 
διαμέτρου   ΑΓ    και    άξονα   το   Β∆ .  
 Ο  κύλινδρος    αυτός   βρίσκεται  έξω   από  την   επιφάνεια   του   
παραβολοειδούς .   Θεωρούμε    ένα  (οσοδήποτε  μικρό)   δοθέν (προτεθέν)  
στερεό   μέγεθος (όγκο) ε,  και τέμνουμε   συνεχώς   τον κύλινδρο  δίχα ,  με  
ένα  επίπεδο   κάθετο  προς τον άξονα.   
                                                                                                                        
Με αυτόν  τον    τρόπο  θα   μείνει   κάποτε   υπόλοιπο    μικρότερο  του ε.     
Έστω  λοιπόν  ότι το   απομείναν   τμήμα  του    κυλίνδρου , είναι   κύλινδρος   
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με βάση    τον κύκλο   διαμέτρου   ΑΓ  και  ύψος τμήμα δ.  Τότε υπάρχει n∈Ν* 

τέτοιο ώστε׃ n.δ>Β∆   <δ .                                                                                                   
η
ΒΔ

⇒

 
 
Άρα μπορούμε   να διαιρέσουμε  τον  άξονα  Β∆ σε  n  ίσα  τμήματα  που  το  
καθένα  θα  έχει  μήκος  μικρότερο  του  δ (στην πρόταση ο Αρχιμήδης  έχει  
n=6  και  έχει  πάρει  ∆Ε=ΕΞ=ΞΠ =ΠΟ=ΟΡ=ΡΒ<δ )   
 
 
 
   

Α Γ

B

Τ1

T2

P0

P1

T3
P2

T4
P3

T5
P4

P5

∆

Ε

Π

Ξ

Ρ

Ο

 
 
 
Στα  σημεία   λοιπόν  Ε,Ξ,Π Ο,Ρ  φέρνουμε επίπεδα   κάθετα  προς   τον  
άξονα . Οι  τομές  των  επιπέδων  αυτών με το  παραβολοειδές   θα  είναι  
κύκλοι  με  τα  κέντρα   τους  πάνω στον άξονα  Β∆. Με   βάση    κάθε   έναν  
από   τους   κύκλους  αυτούς  και άξονα   ίσο  προς  το   Ε∆  κατασκευάζουμε   
δύο    κυλίνδρους,  ο   ένας προς το μέρος  που κείται   το ∆  και ο άλλος  
προς το μέρος που κείται το Β. 
 (∆ηλαδή      κατασκευάζουμε  τους   εγγεγραμμένους  και περιγεγραμμένους   
στο   παραβολοειδές   κυλίνδρους ). Έτσι  καταφέραμε  να κατασκευάσουμε                                
·   
scÁma stereÕn ™ggegrammšnon ™k tîn kul…ndrwn sugke…- 
menon tîn ™pˆ t¦ aÙt¦ ¢nagrafšntwn, ™f' ¤ ™sti tÕ D, kaˆ  
¥llo perigegrammšnon sugke…menon ™k tîn kul…ndrwn tîn  
™pˆ t¦ aÙt¦ ¢nagrafšntwn, ™f' § tÕ B ™st…n.    
                                      
Τοιουτοτρόπως  έχει   υλοποιηθεί   το  πρώτο  στάδιο   της  μεθόδου της 
εξάντλησης.  
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Πράγματι     αν    ονομάσουμε   V   τον   ζητούμενο   όγκο    τότε 
0+Τ 1 +Τ +Τ +Τ +Τ 5 <V<P +P +P +P +P +P                         2 3 4 1 2 3 4 5 0

Όπου    Τi    οι     εγγεγραμμένοι   και    Pi  οι περιγεγραμμένοι  κύλινδροι     
στο       παραβολοειδές .                                                        
∆ηλαδή  ισχύει  Αn  < V  < Βn     
                                                                    
όπου Αn = 0+Τ +Τ +Τ +Τ +Τ 5   και                                                                     
Βn=  P 1 +P +P +P +P +P                         

1

3

2

4

3

5

4

02

                                                                               
Θα     δείξουμε τώρα το τρίτο στάδιο κατά το οποίο   
de‹xai Óti tÕ perigegrammšnon scÁma toà ™ggegrammšnou  
™l£ssoni Øperšcei toà proteqšntoj stereoà megšqeoj.  
Δηλαδή    μένει  να   δείξουμε  ότι    ∀ ε>ο  υπάρχει   n∈N*  τέτοιο  ώστε        
Βn-An<ε.   Όμως ,  από   τον  τρόπο   κατασκευής   τους , οι   κύλινδροι 
είναι   ανά   δύο   ίσοι.  Συγκεκριμένα                                                                  
Τ 1 = P                                                                                                                             
Τ = P 2                      έχουν  ίδιες βάσεις  και ίδια ύψη                                                                   
Τ = P                                                                                                                
Τ = P 4                                                                                                        
Τ = P                                                                                                                        
Άρα                                                                                                                            
Βn-An= P 1 +P +P +P +P +P  - ( Τ +Τ +Τ +Τ +Τ   )= P 0    

1

3

5

2

3

4

5

2 3 4 5 0 1 2 3 4 5

 
Aλλά το P  <ε από την κατασκευή του 0  ׃
  
« DÁlon oân Óti tÕ perige- 
grammšnon scÁma toà ™ggegrammšnou Øperšcei tù kul…n- 
drJ tù b£sin œconti tÕn kÚklon tÕn perˆ di£metron t¦n  
AG, ¥xona d  t¦n ED· oátoj dš ™stin ™l£sswn toà prote- 
qšntoj stereoà megšqeoj.   
tù kul…ndrJ tù b£sin œconti tÕn kÚklon tÕn perˆ di£metron t¦n  AG,            
(δηλαδή τον κύλινδρο P  )  .   0

 toà proteqšntoj stereoà megšqeoj» 
(δηλαδή του ε).   
 
Έτσι  ολοκληρώθηκε   και  το  τρίτο βήμα                                                                            
Απομένει  το  δεύτερο στάδιο κατά  το οποίο  ο                                                    
Αρχιμήδης - μαντεύει –έναν  αριθμό   c  (δηλαδή την τιμή  του  όγκου V).  
 
Το  δεύτερο  στάδιο  αναπτύσσεται  στην πρόταση 21 της πραγματείας «περί 
κωνοειδέων και σφαιροειδέων ». 

Στην   πρόταση   αυτή  ο Αρχιμήδης   αποδεικνύει  ότι  ο  αριθμός  c=
2
3 Vu 

όπου Vu ο όγκος του κώνου με βάση και ύψος ίσα με αυτά του 
παραβολοειδούς . 
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∆ηλαδή  Αn ≤
2
3 Vu  Βn. ≤

Στην    πραγματεία   του  «Περί   των   μηχανικών   θεωρημάτων   προς 
Ερατοσθένην     έφοδος»   ο    Αρχιμήδης    εξηγεί   πώς    εφεύρε   οτι 

c=
2
3 Vu .                                  

 Συγκεκριμένα αναφέρει׃ 
                                                          
“Oti d  p©n tmÁma Ñrqogwn…ou 
kwnoeidoàj                                                  
™pipšdJ  
¢potemnÒmenon Ñrqù prÕj tÕn ¥xona     
¹miÒliÒn ™sti toà  
kènou toà b£sin œcontoj                         
t¾n aÙt¾n tù tm»mati                               
kaˆ tÕn  
¥xona tÕn aÙtÒn, ïde di¦ toà trÒpou     
toÚtou qewre‹tai..   

 
Το ότι   κάθε     τμήμα     
παραβολοειδούς   
 που αποτέμνεται 
από επίπεδο   κάθετο   προς τον 
άξονα    ισούται  με  τα  3/2 του 
κώνου που έχει βάση  την  ίδια  
με  το  τμήμα και   άξονα  επίσης 
τον   ίδιο εξετάζεται με  τον εξής  
τρόπο 
  

t etm»sqw ™pipšdJ  
di¦ toà ¥xonoj, kaˆ poie…tw tom¾n ™n 
tÍ   ™pifane…v Ñrqogwn…o 
”Estw g¦r Ñrqogènion kwnoeid j            
kaˆ tou kènou tom¾n t¾n ABG   

Έστω παραβολοειδές  και έστω  
ότι έχει  τμηθεί  από επίπεδο  
που διέρχεται από τον 
 άξονα του ,έστω ότι η τομή  του  
επιπέδου  με την επιφάνεια του  
παραβολοειδούς  είναι η   
παραβολή ΑΒΓ.

 
 
tetm»sqw d  kaˆ  
˜tšrJ ™pipšdJ Ñrqù prÕj tÕn ¥xona,     
kaˆ œstw aÙtîn  

Τέμνουμε   την  επιφάνεια  αυτή 
 και με άλλο επίπεδο κάθετο προς τον 
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koin¾ tom¾ ¹ BG, ¥xwn d  œstw toà        

tÕ Q, kaˆ 
            

j Ð DQ, mšson d          

tm»matoj ¹ DA, kaˆ  
™kbebl»sqw ¹ DA ™pˆ 
ke…sqw                                             
aÙtÍ ‡sh ¹ AQ,  
kaˆ noe…sqw zugÕ
aÙtoà tÕ A 

άξονα 
και έστω ΒΓ η τομή  
των δύο επιπέδων . 
 Έστω ∆Α ο άξονας του τμήματος   
Προεκτείνουμε τη ∆Α 
 μέχρι  το σημείο Θ και έστω  
 ότι η ΑΘ είναι  ίση  με την ∆Α . 
 Η ∆Θ θεωρείται 
 ζυγός με  μέσο το  Α 

¹ toà tm»matoj b£sij Ð perˆ 
di£metron   t¾n BG kÚkloj  
œstw d  ÑrqÕj ín prÕj <t¾n AD, 
noe…sqw d  kînoj                                       
b£sin> m n œcwn tÕn kÚklon, oá ™sti 
di£metroj ¹ BG,     koruf¾n d   
tÕ A shme‹on, œstw d  kaˆ kÚlindroj 
b£sin     m n œcwn tÕn kÚklon, oá 
di£metroj ¹ BG, ¥xona d                          
tÕn AD, kaˆ  
½cqw tij ™n tù parallhlogr£mmJ ¹ 
MN                                                                
par£llhloj  
oâsa tÍ BG, kaˆ ¢pÕ tÁj MN ™p…pedon  
¢nest£tw ÑrqÕn  
prÕj t¾n AD· poi»sei d¾ toàto ™n m n    
tù kul…ndrJ  
tom¾n kÚklon, oá di£metroj ¹ MN,       
™n d  tù tm»mati toà  
Ñrqogwn…ou kwnoeidoàj tom¾n kÚklon, 
oá di£metroj ¹ XO   

Έστω   επίσης                                      
ότι  η       βάση       του τμήματος    
είναι ο κύκλος   με διάμετρο  τη ΒΓ  
κάθετος   στην Α∆ .                       
Θεωρούμε  κώνο                               
με  βάση τον κύκλο που  έχει  
διάμετρο  τη  ΒΓ                               
και κορυφή  το  σημείο  Α  και               
έστω κύλινδρος  με  βάση  τον  κύκλο 
με διάμετρο τη  ΒΓ                                 
και   άξονα   την Α∆ .    Στο    
παραλληλόγραμμο (ΕΒΓΖ) φέρνουμε    
μία   παράλληλο  προς  την  ΒΓ,           
έστω την ΜΝ ,και   από την ΜΝ  
επίπεδο  κάθετο στην Α∆                       
Το επίπεδο αυτό  θα τμήσει τον 
κύλινδρο                                                
κατά κύκλο  με διάμετρο την ΜΝ           
και  το   τμήμα                                        
του παραβολοειδούς κατα κύκλο με 
διάμετρο την ΞΟ. 

Kaˆ ™peˆ Ñrqogwn…ou kènou tom» 
™stin       ¹ BAG, di£metroj d  aÙtÁj ¹ 
AD, kaˆ tetagmšnwj     kathgmšnai   
e„sˆn aƒ XS, BD, 
œstin æj ¹ DA prÕj AS,      oÛtwj tÕ 
¢pÕ BD prÕj tÕ ¢pÕ XS. ”Ish d  ¹ DA 
tÍ AQ·                                                    
æj ¥ra ¹ QA prÕj AS, 
 oÛtwj tÕ ¢pÕ MS prÕj tÕ ¢pÕ SX.        
`Wj d  tÕ  
¢pÕ MS prÕj tÕ ¢pÕ SX, oÛtwj Ð 
kÚkloj                                                         
Ð ™n tù kul…ndrJ,  
oá di£metroj ¹ MN, prÕj tÕn kÚklon 
tÕn                                                                
™n tù tm»mati  
toà Ñrqogwn…ou kwnoeidoàj, oá 
di£metroj   ¹ XO                                         

Επειδή η  ΒΑΓ είναι παραβολή με 
διάμετρο Α∆                                        
και επειδή οι ΞΣ και  Β∆ έχουν  αχθεί  
ως  τεταγμένες , το τετράγωνο  
πλευράς Β∆   προς το τετράγωνο  
πλευράς  ΞΣ  έχει όπως  η ∆Α προς 
την ΑΣ. Αλλά η ∆Α είναι ίση με την 
ΑΘ, 
Άρα  το  τετράγωνο   πλευράς ΜΣ  
προς  το τετράγωνο πλευράς  ΣΞ έχει 
όπως η ΘΑ προς την ΑΣ. 
Αλλά όπως έχει το τετράγωνο 
πλευράς ΜΣ προς το τετράγωνο 
πλευράς  ΣΞ     έχει   και ο εντός του 
κυλίνδρου κύκλος      διαμέτρου ΜΝ   
προς  τον  εντός  του  τμήματος  του 
παραβολοειδούς  κύκλο             
διαμέτρου ΞΟ, 
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· œstin  
¥ra æj ¹ QA prÕj AS, oÛtwj Ð 
kÚkloj,                                                  
oá di£metroj  
¹ MN, prÕj tÕn kÚklon, oá di£metroj 
¹ XO.  

 
Άρα όπως έχει η ΘΑ προς την ΑΣ 
έχει και ο κύκλος με διάμετρο                
τη ΜΝ προς τον κύκλο με διάμετρο 
την ΞΟ .   

'IsÒrropoj  
¥ra Ð kÚkloj, oá di£metroj ¹ MN,        
Ð ™n tù kul…ndrJ perˆ  
tÕ A shme‹on aÙtoà mšnwn tù kÚklJ,   
oá di£metroj ¹  
XO, metenecqšnti kaˆ teqšnti                   
™pˆ toà zugoà kat¦ tÕ Q,  
éste kšntron aÙtoà                                  
<e nai toà b£rouj tÕ> Q· <ka… ™sti  
toà> m n <kÚklou, oá di£metrÒj ™stin 
¹>                                                           
MN, kšntron  
toà b£rouj tÕ S, toà d  kÚklou,            
oá ™sti di£metroj ¹  
XO, metenhnegmšnou kšntron toà 
b£rouj                                                         
tÕ Q, kaˆ ¢ntipe- 
ponqÒtwj tÕn aÙtÕn œcei lÒgon              
¹ QA prÕj AS Ön Ð  
kÚkloj, oá di£metroj ¹ MN,                  
prÕj tÕn kÚklon, oá di£metroj  
ΞO. `  
 

Άρα ο εντός   του   κυλίνδρου κύκλος   
με διάμετρο την ΝΜ,                       
μένοντας  στη θέση του, 
 ισορροπεί ως  προς το σημείο Α, τον 
κύκλο με διάμετρο την ΞΟ ,                   
εφ΄ όσον αυτός  μεταφερθεί                   
και τεθεί επί του ζυγού 
 στο σημείο Θ,    
έτσι ώστε το σημείο Θ να είναι το 
κέντρο βάρους του . Το κέντρο 
βάρους του κύκλου με διάμετρο την  
ΜΝ  είναι το σημείο Σ ,  
ενώ του κύκλου  που  έχει  διάμετρο 
την  ΞΟ  και  έχει   μετατοπισθεί   το 
σημείο Θ,                              Συνεπώς 
ο  λόγος   της  ΘΑ  προς  την ΑΣ   
είναι  αντιστρόφως   ανάλογος του 
λόγου  που  έχει  ο κύκλος με  
διάμετρο  τη  ΜΝ   
 προς  τον  κύκλο  που  έχει διάμετρο 
την   ΞΟ .                              

Omo…wj d  deicq»setai, kaˆ ™¦n ¥llh    
tij ¢cqÍ ™n  
tù EG parallhlogr£mmJ                         
par¦ t¾n BG, kaˆ ¢pÕ tÁj  
¢cqe…shj ™p…pedon ¢nastaqÍ ÑrqÕn        
prÕj t¾n AQ, Óti  
„sorrop»sei prÕj tù A shme…J                
Ð genÒmenoj kÚkloj  
™n tù kul…ndrJ aÙtoà mšnwn                   
tù genomšnJ ™n tù tm»mati  
toà Ñrqogwn…ou kwnoeidšoj                     
metenecqšnti ™pˆ toà zugoà  
kat¦ tÕ Q oÛtwj, éste kšntron e nai   
aÙtoà toà b£rouj tÕ Q.  
Sumplhrwqšntoj oân toà kul…ndrou 
kaˆ toà tm»matoj  
toà Ñrqogwn…ou kwnoeidoàj 
„sorrop»sei perˆ tÕ A shme‹on  
Ð kÚlindroj aÙtoà mšnwn tù tm»mati 
toà Ñrqogwn…ou  
kwnoeidšoj metenecqšnti kaˆ teqšnti 

Με τον ίδιο τρόπο αποδεικνύεται ότι 
και εάν στο παραλληλόγραμμο  ΕΒΓΖ 
αχθεί άλλη παράλληλη προς τη  ΒΓ 
και από αυτή αχθεί επίπεδο κάθετο 
προς την  ΑΘ , 
ο κύκλος που θα δημιουργηθεί στον 
κύλινδρο , παραμένοντας στη θέση 
του,  
θα ισορροπεί ως προς το σημείο Α  
τον κύκλο που θα δημιουργηθεί στο 
τμήμα του παραβολοειδούς , εφόσον 
μεταφερθεί 
 επί του ζυγού στο Θ  
έτσι ώστε το σημείο Θ  
να είναι  
το κέντρο βάρους του. Εάν λοιπόν 
συμπληρωθεί ο κύλινδρος και το 
τμήμα του παραβολοειδούς από 
τέτοιους κύκλους ,ο κύλινδρος  στη 
θέση του θα ισορροπεί ως προς το 
σημείο Α το τμήμα του 
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toà zugoà kat¦ tÕ  
Q oÛtwj, éste tÕ kšntron e nai aÙtoà 
toà b£rouj tÕ Q.  

παραβολοειδούς που θα έχει 
μεταφερθεί και τεθεί επί του ζυγού 
στο Θ έτσι ώστε το σημείο Θ να είναι 
το κέντρο βάρους του. 

'Epeˆ d  „sorrope‹ perˆ tÕ A shme‹on    
t¦ e„rhmšna megšqh,  
ka… ™sti toà m n kul…ndrou                 
kšntron b£rouj tÕ K shme‹on   
d…ca temnomšnhj tÁj AD                    
kat¦ tÕ K shme‹on, toà d   
tm»matoj metenhnegmšnou                         
kšntron                                           
™stˆ toà b£reoj tÕ Q,  
¢ntipeponqÒtwj tÕn aÙtÕn                  
›xei lÒgon <¹ QA prÕj t¾n  
AK, Ön Ð> kÚlindroj prÕj tÕ tmÁma.  
 
                                                               

Επειδή όμως τα εν λόγω μεγέθη 
ισορροπούν  ως προς το σημείο Α και 
επειδή το κέντρο βάρους του 
κυλίνδρου είναι το σημείο  Κ,το οποίο 
τέμνει σε δυο ίσα μέρη την Α∆, ενώ  
του   τμήματος του παραβολοειδούς  
που έχει μεταφερθεί το κέντρο 
βάρους είναι το σημείο Θ ,  η  ΘΑ  
προς  την  ΑΚ  θα έχει λόγο 
αντιστρόφως ανάλογο προς το λόγο 
του  κυλίνδρου  προς το τμήμα .  

Diplas…a d  ¹ QA  
tÁj AK· dipl£sioj                             
¥ra kaˆ Ð kÚlindroj toà tm»matoj. 

Αλλά  η ΘΑ  είναι  διπλάσια από την 
ΑΚ ,άρα  και ο κύλινδρος είναι 
διπλάσιος   του  τμήματος.                  

`O d  aÙtÕj kÚlindroj                        
tripl£siÒj ™sti toà kènou toà  
b£sin œcontoj tÕn kÚklon,                     
oá di£metroj ¹ BG, koruf¾n  
d  tÕ A shme‹on·                                     
dÁlon oân Óti tÕ tmÁma                             
¹miÒliÒn ™stin  
toà aÙtoà kènou.  
 
 

Αλλά ο ίδιος κύλινδρος είναι 
τριπλάσιος  του κώνου που έχει  
βάση τον κύκλο με διάμετρο  τη ΓΒ  
και κορυφή  το σημείο Α. Είναι λοιπόν  
φανερό ότι το τμήμα ισούται   με  τα  
τρία  δεύτερα κώνου αυτού. 
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