Ewcaywy? otnv Tonoloyia
(17-1-2025)
Oépa lo (0,54+14+1+0,5=3 pov.)
Ocwpolue TNV *AJoT UTOGUVOAGY Tou R
T = {(a, +00) : a€ R} U {@,R}.
(o) Amodelgte 6t 1 J elvan tonohoyio oo R.
(ﬁ) Av A C R, npocdlopiote TNy xhetoth Orun A tou A wc Tpo¢ TNV Tonoloyla 7.
() E€etdote av o yodpoc (R, T) eivan (1) Hausdorff, (2) Swywelowog, (3) ouunayic,
(4) ouvextixoe.
(6) Anodel&te 6Tt oL pdvee ouveyeic cuvapthoelg and Tov (R, T) otov (R, |-|) eivor ot otardepéc.
Ofpa 20 (1+0,5+1,5=3 pov.)
(o) Amodet&te ThApmc 6TL 0 YMPOS TwY Ty paTXY oxolouthoy RY ue tny tortohoyio yvépevo
ebvon 20¢ apriproog.

(B) Eotw X tonohoyixds yweog xat, yio xdlde z € X, B, pa don tepoymy tou . Anodellte
6Tt 0 yopog X etvon Ty ov xaw uévo av, yw xdde z € X, wybel ({U : U € B,} = {z}.

(v) Eotww I vrepapriuriowo obvoro xau X;, i € I, oOYEVEWL TOTOAOYIXWY YWEWY PE TNV
wotnta, v xdde ¢ € I, o X; ebvan T ydpog pe touldyiotov dVo ctolyelo. Amodeilte 6Tl 0
YWEOC YVOUEVO X = Hiel X; dev elvon log apriurotoc.

Ocua 30 (1+1,5=2,5pov.)
‘Eotw X tonohoywoe ywpeoc. Treviuuiloupe 6tL éva onuelo 9 € X Aéyeton oploxd onueto
wog oxorovdiog (x,) tou X, av, v xdde neploy U tou zg xou yioo xéde m € N, undpyet
n > m pe x, € U. Anodel&te tar axdhovdo

(o) 'Eotw 61 o tonohoyixde yweos X eivon log aprduiowoc. Av 1 (x,,) eivar pror axohouvdio
otov X xou 10 2 € X ebvon éva oplaxd onpeio tne, tote undpyet utoxolovdia (xk, ) e (Tn)
TOU GUYXALVEL GTO 2.

(ﬁ) Av o tomohoywog ywpoc X etvan log apriuriowog xou cuunayrc, TOTE elvor oaxohoutioxd
ouumoyig, Onhadt xde axoroudia otov X €yel ouyxhivouoa utaxohoudio.

Oéua 40 (1+1+41,5=3,5 pov.)
(o) AmodelZte 6t dev undpyer 1 — 1 xou ouveyfic ouvdptnon f: ST — R.

(B) 'Eotw {A; 1 i € I} owoyévelo ouvexTixdv LTOoUVOA®Y Tou X e Ty Wdtnta: yior xdde
i # jwoyler A;NA; # 0. AnodelZte o1 n évoon |J;e; Ai ebvon ouvextixé unoctvoro tou X.

(v) Eow (X,.7) évac Tomohoyixoc yweog Ue Touhdytotov 800 ototyeio. Amodellte ot av o
(X, T) etvar uatohoyixde (T xou Ty) xon ouvextinde, 161e 10 oUvolo X elvon unepapriunotuo.

KaAr) Emruyia!



