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ΚΕΦΑΛΑΙO 1

Μάϑηµα 1

Πϱιν ξεκινήσουµε την πεϱιγϱαϕή των τοπολογικών χώϱων, είναι ϐοηϑητικό διαισϑητικά να δούµε ένα
γνωστό παϱάδειγµα τοπολογικών χώϱων, τους µετϱικούς και ψευδοµετϱικούς χώϱους.

Οϱισµός 1.1: (Μετϱικές και µετϱικοί χώϱοι).
Ι. ΄Εστω M ̸= ∅ ένα σύνολο και ϱ : M ×M → R µια συνάϱτηση µε τις ιδιότητες:

i. ∀x, y ∈ M, ϱ(x, y) ⩾ 0

ii. ∀x, y ∈ M, [ϱ(x, y) = 0 ⇔ x = y]

iii. ∀x, y ∈ M, ϱ(x, y) = ϱ(y, x)

iv. ∀x, y, z ∈ M, ϱ(x, z) ⩽ ϱ(x, y) + ϱ(y, z)

Η συνάϱτηση ϱ ϑα καλείται µετϱική στο M .
II. ΄Εστω M ̸= ∅ ένα σύνολο και ϱ µια µετϱική στο M . Το διατεταγµένο Ϲεύγος (M,ϱ) ϑα καλείται
µετϱικός χώϱος.

Εκτός από µετϱική, κανείς µποϱεί να οϱίσει κάτι παϱεµϕεϱές της, στα µη κενά σύνολα: τις λεγόµενες
ψευδοµετϱικές.

Οϱισµός 1.2: (Ψευδοµετϱικές). ΄Εστω M ̸= ∅ ένα σύνολο και ϱ : M ×M → R µια συνάϱτηση που
έχει τις ιδιότητες i, iii, iv της µετϱικής, και έχει στην ϑέση της ii την:

ii∗. ∀x, y ∈ M, [x = y ⇒ ϱ(x, y) = 0]

H ϱ καλείται ψευδοµετϱική στον M .

■ Παϱάδειγµα 1.1:

• Θεωϱούµε M ̸= ∅ τυχαίο σύνολο και τη συνάϱτηση ϱ : M ×M → R:

ϱ(x, y) =

®
1 αν x ̸= y

0 αν x = y

H ϱ είναι µετϱική και µάλιστα ονοµάϹεται ≪διακϱιτή µετϱική≫.

• Εάν πάλι M ̸= ∅ είναι τυχαίο σύνολο, η συνάϱτηση d : M ×M → R:

∀x, y ∈ M, d(x, y) = 0

είναι ψευδοµετϱική στο M και ονοµάϹεται ≪τετϱιµµένη ψευδοµετϱική≫.

• Ιδιαίτεϱο ενδιαϕέϱον έχουν οι ευκλείδειοι χώϱοι (Rn, για τα διάϕοϱα n ∈ N), µε τις λεγόµενες
k−µετϱικές. Στον Rn οι συναϱτήσεις dk : Rn × Rn → R:

dk
(
(x1, · · · , xn), (y1, · · · , yn)

)
:= k

Ã
n∑
i=1

|xi − yi|k
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για τα διάϕοϱα k ∈ N είναι µετϱικές (αυτό το αποτέλεσµα αποδεικνύεται σε µαϑήµατα πϱαγµατικής
ανάλυσης). Ειδικές πεϱιπτώσεις k−µετϱικών είναι η µετϱική του ταχυδϱόµου (k = 1):

d1
(
(x1, · · · , xn), (y1, · · · , yn)

)
=

n∑
i=1

|xi − yi|

(x1, x2)

(y1, y2)

και η συνήϑης απόσταση στον Rn ή αλλιώς ευκλείδεια µετϱική (k = 2).

d2
(
(x1, · · · , xn), (y1, · · · , yn)

)
=

Ã
n∑
i=1

|xi − yi|2

(x1, x2)

(y1, y2)

• ΣυνεχίϹοντας στο πϱοηγούµενο παϱάδειγµα, για κάϑε δύο x, y ∈ Rn, η ακολουϑία
(
dk(x, y)

)
k∈N

έχει όϱιο, το οποίο ϕυσικά εξαϱτάται από τα x, y. Το συµϐολίϹουµε α(x, y). Η συνάϱτηση τώϱα
d∞ : Rn × Rn → R:

d∞(x, y) = α(x, y)

αποδεικνύεται ότι είναι µετϱική, και την ονοµάϹουµε ≪µετϱική supremum≫. Μάλιστα αληϑεύει ότι:

d∞(x, y) = max{|xi − yi|}ni=1

όπου xi, yi είναι οι συντεταγµένες των x και y αντίστοιχα.

■

Οϱισµός 1.3: (Ανοικτές και κλειστές µπάλες). ΄Εστω (M,ϱ) ένας µετϱικός χώϱος, x ∈ M και
r > 0.
I. ΟϱίϹουµε ως ανοικτή µπάλα µε κέντϱο x και ακτίνα r το σύνολο:

B(x, r) := {y ∈ M | ϱ(x, y) < r}
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II. ΟϱίϹουµε ως κλειστή µπάλα µε κέντϱο x και ακτίνα r το σύνολο:“B(x, r) := {y ∈ M | ϱ(x, y) ⩽ r}

Φυσικά (γενικά) αληϑεύει ότι x ∈ B(x, r) ⊆ “B(x, r). Ειδικά στο επίπεδο, µετϱώντας µε τη συνήϑη µετϱική
έχουµε εικόνες της µοϱϕής:

B(x, r) “B(x, r)

ενώ µετϱώντας µε τη µετϱική του ταχυδϱόµου:

B(x, r) “B(x, r)

Οϱισµός 1.4: (Ανοικτά σύνολα). ΄Εστω (M,ϱ) µετϱικός χώϱος. ΄Ενα σύνολο A ⊆ M ϑα λέγεται
ανοικτό στον µετϱικό χώϱο αν και µόνο αν:

∀x ∈ A, ∃εx > 0 : B(x, εx) ⊆ A

Αυτοµάτως ο οϱισµός των ανοικτών συνόλων δίνει ότι κάϑε ανοικτό σύνολο είναι ένωση ανοικτών µπαλών
(και ισχύει και το αντίστϱοϕο).

A ανοικτό ⇔ ∃
(
B(x, εx)

)
x

µε A =
⋃
x

B(x, εx)

Οϱισµός 1.5: (Κλειστά σύνολα). ΄Εστω (M,ϱ) µετϱικός χώϱος. ΄Ενα σύνολο A ⊆ M ϑα λέγεται
κλειστό στον µετϱικό χώϱο αν και µόνο αν το συµπλήϱωµά του Ac = M\A είναι ανοικτό στον µετϱικό
χώϱο.

Παϱατήϱηση 1.1: ΄Εστω ένας µετϱικός χώϱος (M,ϱ). Υπάϱχουν σύνολα που είναι και κλειστά και
ανοικτά (για παϱάδειγµα το ∅). Επιπλέον, εν γένει ένα σύνολο δεν είναι υποχϱεωτικό να είναι ανοικτό ή
κλειστό - για παϱάδειγµα στο επίπεδο, η ένωση µισής κλειστής µπάλας (δίσκου) µε µισή ανοικτή µπάλα
(η δεύτεϱη να µην είναι όλη εντός της πϱώτης) είναι σύνολο ούτε ανοικτό ούτε κλειστό.

Στη συνέχεια παραθέτουµε ένα γνωστό ϑεώϱηµα πραγµατικής ανάλυσης, στο οποίο περιγράφονται χαρακ-
τηριστικές ιδιότητες των ανοικτών συνόλων. Οι ιδιότητες αυτές ϑα ϐοηθήσουν σε µία ≪γενίκευση≫ του
ορισµού των ανοικτών συνόλων και κατ΄επέκταση στον οϱισµό της τοπολογίας.
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Θεώϱηµα 1.1: ΄Εστω (M,ϱ) µετϱικός χώϱος. ΟϱίϹουµε το σύνολο των ανοικτών συνόλων του µετϱικού
χώϱου:

Tϱ = {A ⊆ X | A ανοικτό}

Τα ακόλουϑα αληϑεύουν:

i. ∅,M ∈ Tϱ

ii. Εάν n ∈ N και {Ai}ni=1 ⊆ Tϱ, τότε
⋂n
i=1 Ai ∈ Tϱ

iii. Εάν I είναι ένα αυϑαίϱετο σύνολο δεικτών και {Ai}i∈I ⊆ Tϱ, τότε
⋃
i∈I Ai ∈ Tϱ

Απόδειξη: Για το i., παϱατηϱούµε ότι το να µην ήταν ανοικτό το ∅ παϱαϐιάϹει τον οϱισµό του κενού
συνόλου. Εάν το M δεν ήταν ανοικτό σύνολο, για τυχόν x ∈ M και για κάϑε r > 0 ϑα ίσχυε ότι:

B(x, r) ̸⊆ M

το οποίο είναι άτοπο από τον οϱισµό της µπάλας.

Για το ii., εφόσον η οικογένεια {Ai}ni=1 είναι οικογένεια ανοικτών συνόλων, για κάϑε x ∈
⋂n
i=1 Ai

υπάρχουν ακτίνες ri τέτοιες ώστε B(x, ri) ⊆ Ai (για τα διάφορα i). Θεωρώντας r = min{ri}ni=1, έχουµε
ότι B(x, r) ⊆

⋂n
i=1 Ai.

Για τo iii., εάν x ∈
⋃
i∈I Ai, τότε x ∈ Aj για κατάλληλο δείκτη j. Οπότε, υπάρχει rj τέτοιο ώστε

B(x, rj) ⊆ Aj και κατ’ επέκταση B(x, rj) ⊆
⋃
i∈I Ai.

Κανείς ανατρέχοντας σε διάφορες αποδείξεις της πραγµατικής ανάλυσης µποϱεί να δει ότι οι τϱεις
ιδιότητες του παραπάνω ϑεωρήµατος αϱκούν για την απόδειξη πολλών ϑεωρηµάτων. ∆ηλαδή η έννοια
της απόστασης δεν είναι πάντοτε αναγκαία για να εξάγουµε συµπεράσµατα για τον χώϱο στον οποίο
ϐρισκόµαστε. Ο ορισµός της τοπολογίας ϐασίζεται σε αυτήν την παϱατήϱηση: δεδοµένου του ορισµού
της, µποϱούν να αποδειχϑούν διάφορα αποτελέσµατα της πραγµατικής ανάλυσης χωϱίς να χρειάζεται να
εισαχθεί κάποια έννοια απόστασης.

Οϱισµός 1.6: (Τοπολογίες και τοπολογικοί χώϱοι). ΄Εστω X ̸= ∅ ένα σύνολο.
I. Μια τοπολογία στον X είναι µια οικογένεια T ⊆ P(X) µε τις εξής ιδιότητες:

i. ∅, X ∈ T

ii. Εάν n ∈ N και {Ai}ni=1 ⊆ T, τότε
⋂n
i=1 Ai ∈ T

iii. Εάν I είναι ένα αυϑαίϱετο σύνολο δεικτών και {Ai}i∈I ⊆ T, τότε
⋃
i∈I Ai ∈ T

ΙΙ. Το διατεταγµένο Ϲεύγος (X,T) ϑα καλείται τοπολογικός χώϱος.

Οϱισµός 1.7: (Ανοικτά και κλειστά σύνολα σε τοπολογίες). ΄Εστω (X,T) ένας τοπολογικός χώϱος.
Ι. Τα στοιχεία µιας τοπολογίας T ϑα τα ονοµάϹουµε ανοικτά σύνολα στον X.
ΙΙ. Τα κλειστά σύνολα F στον X είναι ακϱιϐώς αυτά για τα οποία F c = X\F ∈ T.

Παϱατήϱηση 1.2: Παϱατηϱήστε ότι {∅, X} ⊆ T ⊆ P(X).

Μέχϱι τώϱα έχουµε δει την τοπολογία µε τον οϱισµό της. Μεϱικά συγκεκϱιµένα παϱαδείγµατα τοπολογιών
είναι τα ακόλουϑα:

■ Παϱάδειγµα 1.2:

• Η {∅, X} είναι µια τοπολογία στον X, που ονοµάϹεται ≪τετϱιµµένη τοπολογία≫.

• To P(X) είναι µια τοπολογία στον X, που ονοµάϹεται ≪διακϱιτή τοπολογία≫.

• ΄Εστω (M,ϱ) ένας µετϱικός χώϱος. Βάσει του Θεωϱήµατος 1.1, το σύνολο Tϱ (όπως αυτό οϱίϹεται
στην διατύπωση του ϑεωϱήµατος) είναι τοπολογία στο M .

• ΄Εστω X ̸= ∅ ένα σύνολο και x0 ∈ X. Το σύνολο:

T = {A ⊆ X | x0 ∈ A} ∪ {∅}

είναι τοπολογία στον X, που ονοµάϹεται ≪τοπολογία του ιδιαιτέϱου σηµείου≫.
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• Αντίστοιχα, το σύνολο:
T = {A ⊆ X | x0 ̸∈ A} ∪ {X}

είναι τοπολογία στον X, που ονοµάϹεται ≪τοπολογία του εξαιϱουµένου σηµείου≫.

• ΄Εστω X ̸= ∅ ένα σύνολο. Το σύνολο:

T = {A ⊆ X | Ac πεπεϱασµένο} ∪ {∅}

είναι τοπολογία στον X, που ονοµάϹεται ≪συµπεπεϱασµένη τοπολογία≫.

• Αντίστοιχα, το σύνολο:
T = {A ⊆ X | Ac αϱιϑµήσιµο} ∪ {∅}

είναι τοπολογία στον X, που ονοµάϹεται ≪συναϱιϑµήσιµη τοπολογία≫.

■

Ο οϱισµός µιας τοπολογίας έχει πϱοϋποϑέσεις που έχουν πϱοκύψει από µια λογική µελέτη των µετϱικών
χώϱων. ∆εν εξασϕαλίϹεται λοιπόν ότι µε τις τοπολογίες έχουµε γενικεύσει, κατά κάποιον τϱόπο, τους
µετϱικούς χώϱους. Είναι πιϑανόν αυτές οι πϱοϋποϑέσεις να εξαναγκάϹουν τον χώϱο να έχει κάποια
µετϱική.

Οϱισµός 1.8: (Μετϱικοποιήσιµες τοπολογίες). ΄Εστω X ̸= ∅. Μια τοπολογία T στο X λέγεται
µετϱικοποιήσιµη εάν υπάϱχει µετϱική ϱ τέτοια ώστε T = Tϱ.

Παϱατήϱηση 1.3: Υπάϱχουν µη µετϱικοποιήσιµες τοπολογίες.

Απόδειξη: Ας υποθέσουµε ότι |X| ⩾ 2 κι ας πάϱουµε την τετριµµένη τοπολογία του X, δηλαδή την
{∅, X}. Aς υποθέσουµε ότι είναι µετϱικοποιήσιµη. Για τυχόν x ∈ X και για κάϑε r > 0, η µπάλα
B(x, r) είναι ένα από τα σύνολα ∅, X (αϕού αυτά είναι τα µόνα ανοικτά σύνολα). Επειδή δεν είναι
κενή, αναγκαστικά είναι ολόκληϱος ο χώϱος X. Εάν τώϱα ο X δεν είναι µονοσύνολο, ένα οποιοδήποτε
x ̸= y ∈ X ϐρίσκεται σε κάϑε µπάλα B(x, r) για οσοδήποτε µικϱή απόσταση r > 0 - οπότε η απόσταση
των x, y ϑα έπϱεπε να είναι µηδενική χωϱίς τα ίδια να ταυτίζονται. Αυτό παραβιάζει την ιδιότητα ii. της
µετϱικής και µας δίνει άτοπο.

Εδώ µάλιστα η εν λόγω τοπολογία είναι ≪επαγόµενη≫ µιας ψευδοµετρικής (της d ≡ 0) και όχι
µετϱικής.

Επιστϱέϕοντας στο Παϱάδειγµα 1.2, η διακριτή τοπολογία του X είναι µετϱικοποιήσιµη τοπολογία, µε
τη διακριτή µετϱική. Είναι επίσης σαϕές ότι κάϑε µετϱική τοπολογία είναι µετϱικοποιήσιµη.

Για τις υπόλοιπες τοπολογίες του παραδείγµατος, χρειάζεται να κάνουµε µεγαλύτεϱη ανάλυση για
να εξάγουµε συµπεράσµατα.

Πϱόταση 1.1: ΄Εστω (X, ϱ) ένας µετϱικός χώϱος. Τα µονοσύνολα είναι κλειστά.

Απόδειξη: Θα δείξουµε για κάϑε µονοσύνολο {x}, το {x}c = X\{x} είναι ανοικτό. Η πεϱίπτωση |X| = 1
είναι προφανής.

Εάν |X| ⩾ 2, τότε για οποιοδήποτε y ∈ {x}c η απόσταση ρ = ϱ(x, y) δεν είναι µηδέν. Οπότε η
µπάλα B(y, ρ/2) δεν τέµνει το {x} και συνεπώς B(y, ρ/2) ⊆ {x}c.

Πϱόταση 1.2: ΄Εστω (X, ϱ) ένας µετϱικός χώϱος µε |X| ⩾ 2. Υπάϱχουν δύο ανοικτά, µη κενά, ξένα
σύνολα.

Απόδειξη: Εφόσον υπάρχουν τουλάχιστον δύο στοιχεία στον χώϱο, µποϱούµε να επιλέξουµε δύο, τα x, y.
Εάν ρ = ϱ(x, y), τα σύνολα B(x, ρ/3), B(y, ρ/3) είναι ανοικτά, µη κενά και ξένα.
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Πϱόταση 1.3: ΄Εστω X = {x}. Κάϑε τοπολογία στον X είναι η διακϱιτή τοπολογία, οπότε είναι
µετϱικοποιήσιµη.

Απόδειξη: Για κάϑε τοπολογία T αληϑεύουν οι εγκλεισµοί {∅, X} ⊆ T ⊆ P(X). Επειδή όµως το X είνα
µονοσύνολο:

P(X) =
{
∅, {x}

}
= {∅, X}

κι εποµένως T = P(X).

Παϱατήϱηση 1.4: ΄Εστω X ένα σύνολο και x ̸= x0 δύο στοιχεία του.

i. ΕϕοδιάϹοντας τον χώϱο µε την τοπολογία T+ του ιδιαιτέϱου σηµείου x0, το σύνολο {x0} δεν είναι
κλειστό. Εποµένως, ϐάσει της Πϱότασης 1.1, αυτή η τοπολογία δεν είναι µετϱικοποιήσιµη.

ii. ΕϕοδιάϹοντας τον χώϱο µε την τοπολογία T− του εξαιϱουµένου σηµείου x0, το σύνολο {x} δεν είναι
κλειστό. Εποµένως, ϐάσει της Πϱότασης 1.1, αυτή η τοπολογία δεν είναι µετϱικοποιήσιµη.

Απόδειξη: Θα δούµε το i., και το ii. µποϱεί να γίνει αναλόγως. Εάν το {x0} ήταν κλειστό, τότε το
{x0}c = X\{x0} ϑα ήταν ανοικτό. ∆ηλαδή {x0}c ∈ T+, το οποίο είναι άτοπο από τον οϱισµό της εν λόγω
τοπολογίας.

Χϱησιµοποιώντας την πϱοηγούµενη παϱατήϱηση, ένα παϱάδειγµα µη µετϱικοποιήσιµης τοπολογίας είναι
αυτή του Sierpiński: ΄Εστω X = {a, b}, T+ η τοπολογία του ιδιαιτέϱου σηµείου a και T− η τοπολογία του
εξαιϱουµένου σηµείου b. Παϱατηϱούµε ότι T+ = T− και επίσης (από την πϱοηγούµενη παϱατήϱηση) ότι
οι δύο (ίσες) τοπολογίες δεν είναι µετϱικοποιήσιµες.

Παϱατήϱηση 1.5: ΄Εστω X ̸= ∅ ένα σύνολο.

i. Εάν T είναι η συµπεπεϱασµένη τοπολογία του X:

(X,T) µετϱικοποιήσιµος ⇔ X πεπεϱασµένο

ii. Ανάλογο συµπέϱασµα ισχύει και για τις συναϱιϑµήσιµες τοπολογίες. Εάν T είναι η συναϱιϑµήσιµη
τοπολογία του X:

(X,T) µετϱικοποιήσιµος ⇔ X αϱιϑµήσιµο

Απόδειξη: Και πάλι ϑα ασχοληθούµε µε το i.. Το ii. µποϱεί να γίνει αναλόγως. Εάν το X είναι
πεπερασµένο, ϑα αληθεύει αναγκαστικά ότι T = P(X). Οπότε η τοπολογία είναι µετϱικοποιήσιµη (µε τη
διακριτή µετϱική).

Εάν το X είναι άπειϱο, υποθέτουµε πϱος άτοπο ότι είναι µετϱικοποιήσιµο. Από την Πρόταση
1.2, υπάρχουν ανοικτά σύνολα A,B µε κενή τοµή, δηλαδή:

A ∩B = ∅ ⇒ A ⊆ Bc

Επειδή το B είναι ανοικτό, το Bc είναι πεπερασµένο κι εποµένως και το A. Το Ac είναι κι αυτό πεπερασ-
µένο ως συµπλήρωµα ανοικτού, οπότε το X = A ∪Ac είναι πεπερασµένο. Αυτό είναι άτοπο.
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ΥπενϑυµίϹουµε ότι, γνωρίζοντας κατά κάποιον τϱόπο ≪αξιωµατικά≫ τα ανοικτά σύνολα, κανείς µποϱεί
να ορίσει ϕυσιολογικά τα κλειστά. ΄Ενα σύνολο F λέγεται κλειστό εάν το F c = X\F είναι ανοικτό.
Γι’ αυτά τα κλειστά σύνολα ισχύουν ιδιότητες αντίστοιχες (και όχι ίδιες) µε τα ανοικτά σύνολα. Για
παϱάδειγµα:

Πϱόταση 2.1: Σε έναν τοπολογικό χώϱο (X,T) συµϐολίϹουµε:

F = {F ⊆ X | F κλειστό}

Τότε:

i. ∅, X ∈ F

ii. Εάν n ∈ N και {Fi}ni=1 ⊆ F, τότε
⋃n
i=1 Fi ∈ F

iii. Εάν I είναι ένα αυϑαίϱετο σύνολο δεικτών και {Fi}i∈I ⊆ F, τότε
⋂
i∈I Fi ∈ F

Απόδειξη: Για το i.: ΄Εχουµε:

∅ ∈ T ⇒ ∅c = X ∈ F

X ∈ T ⇒ Xc = ∅ ∈ F

Για τα ii. και iii.: Εφαρµόζουµε τον κανόνα de Morgan για τις ενώσεις και τις τοµές αντίστοιχα.

Στους διάφορους µετϱικούς χώϱους (X, ϱ) υπάρχει µια οικογένεια συνόλων B ⊆ Tϱ από
≪εύχϱηστα≫ ανοικτά σύνολα για την περιγραφή της τοπολογίας. Για παϱάδειγµα, η οικογένεια
των ανοικτών µπαλών του (X, ϱ) είναι τέτοιου είδους σύνολο.

Για να γίνει περισσότερο κατανοητή αυτή η έννοια ≪χρησιµότητας≫, υπενθυµίζουµε την παϱακάτω
συνεπαγωγή (σε µετϱικούς χώϱους):

A ανοικτό ⇔ ∃
(
B(x, εx)

)
x

µε A =
⋃
x

B(x, εx)

∆ιατυπώνοντας το ίδιο αλλά µε κάπως διαϕοϱετικό τϱόπο, έχουµε την ακόλουϑη πϱόταση:
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Πϱόταση 2.2: ΄Εστω (X, ϱ) ένας µετϱικός χώϱος. Οι ακόλουϑες πϱοτάσεις είναι ισοδύναµες:

i. ∀A ∈ T, ∀x ∈ A, ∃B(x, εx) τέτοιo ώστε x ∈ B(x, εx) και B(x, εx) ⊆ A

ii. Κάϑε ανοικτό σύνολο γϱάϕεται ως ένωση ανοικτών µπαλών.

Γενικά λοιπόν, στους µετϱικούς χώϱους υπάρχουν σύνολα (οι ανοικτές µπάλες) που κατασκευάζουν
όλα τα ανοικτά σύνολα. Την ίδια κατάσταση ϑα ϑέλαµε να ≪µεταϕέϱουµε≫ κατά κάποιον τϱόπο στα
ανοικτά σύνολα µιας τυχαίας (εν γένει µη µετϱικοποιήσιµης) τοπολογίας. ∆ίνουµε λοιπόν τον ακόλουϑο
οϱισµό:

Οϱισµός 2.1: (Βάση µιας τοπολογίας). ΄Εστω (X,T) ένας τοπολογικός χώϱος. ΄Ενα σύνολο B ⊆ T
λέγεται ϐάση της τοπολογίας T εάν και µόνο αν ισχύει η ακόλουϑη συνϑήκη:

≪Κάϑε A ∈ T γϱάϕεται ως ένωση συνόλων της οικογένειας B≫

Ο οϱισµός είναι σαϕώς επηϱεασµένος από τους µετϱικούς χώϱους. Λαµϐάνοντας την Πϱόταση 2.2
υπόψη, έχουµε την παϱακάτω παϱατήϱηση:

Παϱατήϱηση 2.1: ΄Εστω (X,T) ένας τοπολογικός χώϱος και B ⊆ T. Η οικογένεια B είναι ϐάση της
τοπολογίας εάν και µόνο αν:

∀A ∈ T, ∀x ∈ A, ∃Bx ∈ B τέτοιο ώστε x ∈ Bx και Bx ⊆ A

Απόδειξη: (⇒) Υποϑέτουµε ότι η B είναι ϐάση για την τοπολογία T. ΄Εστω A ∈ T τυχόν ανοικτό σύνολο
και x ∈ A. Επειδή η B είναι ϐάση για την τοπολογία, υπάϱχει αυϑαίϱετα µεγάλο πλήϑος συνόλων
B ∋ Bi, i ∈ I για τα οποία αληϑεύει:

A =
⋃
i∈I

Bi

Εξ οϱισµού τώϱα της ένωσης, υπάϱχει δείκτης jx ∈ I για τον οποίον x ∈ Bjx , δηλαδή:

x ∈ Bjx ⊆
⋃
i∈I

Bi = A, {Bi}i∈I ⊆ B

(⇐) Υποϑέτουµε ότι:

∀A ∈ T, ∀x ∈ A, ∃Bx ∈ B τέτοιο ώστε x ∈ Bx και Bx ⊆ A

Η ιδιότητα αυτή άµεσα δίνει ότι
⋃
x∈ABx ⊇ A (διότι η ένωση γίνεται για κάϑε x ∈ A, και x ∈ Bx).

Επιπλέον
⋃
x∈ABx ⊆ A (διότι Bx ⊆ A για κάϑε x). Ισχύει λοιπόν η ισότητα:⋃

x∈A
Bx = A

■ Παϱάδειγµα 2.1:

• ΄Εστω (X, ϱ) ένας µετϱικός χώϱος. Το σύνολο:

B = {B(x, r) | x ∈ X, r > 0}

είναι ϐάση της τοπολογίας Tϱ.

• ΄Εστω (X,T) ένας τοπολογικός χώϱος και B µια ϐάση της τοπολογίας. Κάϑε σύνολο B ⊆ B′ ⊆ T
είναι ϐάση της τοπολογίας, και ειδικότεϱα η T είναι ϐάση του εαυτού της. Γενικά λοιπόν η ύπαϱξη
≪µεγάλων≫ ϐάσεων δεν έχει ιδιαίτεϱο ενδιαϕέϱον και γι’ αυτό ϑα επικεντϱωνόµαστε στην εύϱεση της
≪µικϱότεϱης≫ ϐάσης (ως πϱος τη σχέση του υποσυνόλου).

• ΄Εστω (X,Tδ) µε Tδ = P(X) να είναι η διακϱιτή τοπολογία. Σε αυτήν την τοπολογία κάϑε υποσύνολο
του X είναι ανοικτό, οπότε η οικογένεια:

B =
{
{x} | x ∈ X

}
αποτελεί ϐάση της Tδ. Μάλιστα αυτή είναι η µικϱότεϱη δυνατή ϐάση ως πϱος τη σχέση του υπ-
οσυνόλου - κάϑε {x} είναι ανοικτό και ο µόνος τϱόπος να ≪παραχθεί≫ από µια ϐάση είναι να
ϐρίσκεται ήδη στη ϐάση.
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■

Στους µετϱικούς χώϱους µποϱούµε να δουλέψουµε και κάπως αντίστϱοϕα. ∆οϑείσης της οικογένειας
ανοικτών µπαλών, κανείς µποϱεί να κατασκευάσει τη (µοναδική) τοπολογία της οποίας είναι ϐάση. Αυτό
γίνεται µε τον εξής τϱόπο, οϱίϹοντας:

T =

{⋃
x∈X

⋃
ε∈E

B(x, ε)
∣∣∣ X ⊆ X, E ⊆ (0,∞)

}

Γενικά όµως, εάν µας δοθεί ένα σύνολο B ⊆ P(X), µποϱεί να κατασκευαστεί ≪κατάλληλη≫ τοπολογία
της οποίας να είναι ϐάση; Η απάντηση είναι αρνητική.

Για παϱάδειγµα, σε κάϑε τοπολογία T το X είναι ανοικτό σύνολο, οπότε ϑα πϱέπει να καλύπτεται
από στοιχεία µιας ϐάσης B. Εποµένως η B δεν είναι τυχαία οικογένεια, αλλά κάλυψη του X:

X =
⋃

B =
⋃
B∈B

B

Κάϑε ≪υποψήφιο≫ σύνολο στο να αποτελέσει ϐάση µιας τοπολογίας πϱέπει να είναι κάλυψη του X.

Ας δούµε και µια άλλη απαίτηση για µια ϐάση. ∆οθέντων δύο συνόλων A,C ∈ B σε µια ϐάση
µιας τοπολογίας T, η τοµή A ∩ C είναι ανοικτό σύνολο. Οπότε, για κάϑε x ∈ A ∩ C υπάρχει Bx ∈ B
τέτοιο ώστε x ∈ Bx και Bx ⊆ A ∩ C (σύµφωνα ϕυσικά µε την Παϱατήϱηση 2.1).

Κανείς µποϱεί να συνεχίσει να ϐϱίσκει διάφορες ιδιότητες που πϱέπει να ικανοποιούνται από ένα
σύνολο B, εάν ευελπιστούµε ότι µποϱεί να αποτελέσει ϐάση µιας τοπολογίας. Το παϱακάτω ϑεώϱηµα µας
δείχνει ότι οι δύο προηγούµενες είναι αρκετές.

Θεώϱηµα 2.1: ΄Εστω X ̸= ∅ και B ⊆ P(X). Η B είναι ϐάση µιας (µοναδικής) τοπολογίας T εάν και
µόνο αν:

i. To B είναι κάλυψη του X, δηλαδή X =
⋃
B (αϕού B ⊆ P(X)).

ii. ∀A,C ∈ B, ∀x ∈ A ∩ C, ∃Bx ∈ B τέτοιο ώστε x ∈ Bx και Bx ⊆ A ∩ C.

Απόδειξη: (⇒) Για το i.: ΄Εστω B ϐάση µιας τοπολογίας T. Τότε X ∈ T κι εποµένως υπάρχει κάποιο
πλήϑος από σύνολα της B που κατασκευάζουν (µέσω ενώσεων) το X. Ειδικότερα,

⋃
B ⊇ X κι επειδή

B ⊆ P(X) έπεται τελικά ότι
⋃
B = X.

Για το ii.: Εφαρµόζουµε την Παϱατήϱηση 2.1 για το ανοικτό σύνολο A ∩ C.

(⇐) Ορίζουµε το σύνολο:
T =

{⋃
C | C ⊆ B

}
και ϑα δείξουµε ότι αυτό είναι τοπολογία στον X.

Για την πϱώτη ιδιότητα της τοπολογίας, ∅ =
⋃

∅ ∈ T κι επιπλέον (από την ιδιότητα i. του ϑεωρή-
µατος) X =

⋃
B ∈ T.

Για τη δεύτεϱη ιδιότητα της τοπολογίας, εάν A,G ∈ T, τότε:

A =
⋃

C και G =
⋃

D

για κάποια υποσύνολα C,D του B. Παϱατηϱούµε ότι:

A ∩G =
Ä⋃

C
ä
∩
Ä⋃

D
ä

=

(⋃
C∈C

C

)
∩

( ⋃
D∈D

D

)
=
⋃
C∈C

⋃
D∈D

C ∩D
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Λόγω της ιδιότητας ii. του ϑεωϱήµατος, υπάϱχει V(C ∩D) ⊆ B τέτοιο ώστε:

C ∩D =
⋃

V(C ∩D)

Οπότε µέχϱι τώϱα:

A ∩G =
⋃
C∈C

⋃
D∈D

⋃
V(C ∩D)

=
⋃(⋃

C∈C

⋃
D∈D

V(C ∩D)

)
︸ ︷︷ ︸

⊆B

Αυτά δείχνουν ότι η τοµή A ∩G γϱάϕεται ως ένωση στοιχείων της B και συνεπώς ότι A ∩G ∈ T.

T Κανονικά ο έλεγχος της δεύτεϱης ιδιότητας της τοπολογίας ϑα έπϱεπε να γίνει για τυχόν πεπεϱασµένο
πλήϑος συνόλων. Είναι ισοδύναµο κανείς να ελέγξει µόνο την τοµή δύο συνόλων, αϕού επαγωγικά το
αποτέλεσµα µεταϕέϱεται στην ϕαινοµενικά πιο ≪γενική≫ πεϱίπτωση. Από εδώ και στο εξής, πολλές
ϕοϱές ϑα ελέγχουµε τη δεύτεϱη ιδιότητα µόνο σε δύο σύνολα.

Για την τϱίτη ιδιότητα της τοπολογίας, ϑεωϱούµε G ⊆ T και ϑα εξετάσουµε αν η ένωση
⋃
G ανήκει στο

T. Κατ’ αϱχάς, επειδή G ⊆ T, κάϑε G ∈ G γϱάϕεται ως ένωση στοιχείων της B. ∆ηλαδή G =
⋃

V(G) µε
V(G) ⊆ B. Εποµένως: ⋃

G =
⋃
G∈G

⋃
V(G)

=
⋃(⋃

G∈G
V(G)

)
︸ ︷︷ ︸

⊆B

το οποίο δείχνει ότι κάϑε ένωση στοιχείων της T ανήκει στην T.

Τελικά αποδεικνύεται και το αντίστροφο. Παϱατηϱήστε ότι δεν έχουµε κάνει αναϕοϱά στη
µοναδικότητα της τοπολογίας. Αυτό δεν πϱοκύπτει από το ϑεώϱηµα και ουσιαστικά χρειάζεται
αυτόνοµη απόδειξη.

Λήµµα 2.1: Εάν B είναι ϐάση µιας τοπολογίας T του X, τότε δεν είναι ϐάση καµµίας άλλης
τοπολογίας. ■

Απόδειξη του λήµµατος: Κατ’ αϱχάς είδαµε ότι η B είναι ϐάση της τοπολογίας:

T =
{⋃

C | C ⊆ B
}

Ας υποϑέσουµε ότι T′ είναι µια άλλη τοπολογία της οποίας η B είναι επίσης ϐάση. Από τον οϱισµό της
τοπολογίας, παϱατηϱούµε ότι ϑα πϱέπει να αληϑεύει ο εγκλεισµός T ⊆ T′ (αϕού οι αυϑαίϱετα µεγάλες
ενώσεις στoιχείων της B ανήκουν στην τοπολογία T′ και το σύνολο αυτών των ενώσεων είναι η T). Εάν ο
εγκλεισµός είναι γνήσιος, ϑα µποϱεί να ϐϱεϑεί A ∈ T′\T, κι επειδή η B είναι ϐάση της T′:

A =
⋃

C για κάποιο C ⊆ B

Από τον οϱισµό της T έπεται ότι A ∈ T, το οποίο είναι άτοπο.
△

Τώϱα πλέον έχουµε ολοκληϱώσει την απόδειξη.

2.1 Ασκήσεις

΄Ασκηση 2.1: ΄Εστω X = R. Είναι τοπολογίες τα παϱακάτω υποσύνολα του P(R);

i. T1 = {∅,R} ∪ {(−n, n) | n ∈ N}
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ii. T2 = {∅,R} ∪ {[−n, n] | n ∈ N}

iii. T3 = {∅,R} ∪ {[n,∞) | n ∈ N}

Απάντηση: ΄Ολα αυτά τα σύνολα είναι τοπολογίες του R. Ας δούµε ενδεικτικά το i..

Η πϱώτη ιδιότητα της τοπολογίας ισχύει εξ ορισµού του T1.

Για τη δεύτεϱη ιδιότητα της τοπολογίας, παϱατηϱούµε ότι:

(−n, n) ∩ (−m,m) =
(
−min{n,m},min{n,m}

)
∈ T1

Αντίστοιχα, για την τϱίτη ιδιότητα:⋃
i∈I

(−ni, ni) =
(
− sup{ni}i∈I , sup{ni}i∈I

)
∈ T1

Ενδέχεται sup{ni}i∈I = ∞, αλλά αυτό δεν µας πειϱάϹει διότι συµβατικά έχουµε ορίσει (−∞,∞) := R.
△

Σε παρόµοια πλαίσια κυµαίνεται και η επόµενη άσκηση.

΄Ασκηση 2.2: ΄Εστω X = N. Είναι τοπολογίες τα παϱακάτω υποσύνολα του P(N);

i. T1 = {∅,N} ∪ {Tn | n ∈ N}

ii. T2 = {∅,N} ∪ {T cn | n ∈ N}

όπου Tn = {1, 2, · · · , n} και (κατ’ επέκταση) T cn = {n+ 1, n+ 2, · · · }.

△
Οι T1,T2 είναι τοπολογίες. Μάλιστα η πϱώτη λέγεται ≪τοπολογία του αρχικού τµήµατος≫ και η δεύτεϱη
≪τοπολογία του τελικού τµήµατος≫.

΄Ασκηση 2.3: ΄Εστω X ̸= ∅ σύνολο και {An}n∈N ⊆ P(X). Εάν (An)n∈N είναι ϕϑίνουσα (ως πϱος τη
σχέση ⊆) µε A1 = X, να δείξετε ότι το σύνολο:

T = {∅} ∪ {An}n∈N

είναι τοπολογία.

Απάντηση: Η πϱώτη ιδιότητα του ορισµού της τοπολογίας ισχύει εξ ορισµού (αϕού A1 = X).

Για τη δεύτεϱη ιδιότητα, παϱατηϱούµε ότι:

∅ ∩Ai = ∅ ∈ T

Ai ∩Aj = Amax{i,j} ∈ T

Για την τϱίτη ιδιότητα: Θεωϱούµε A ⊆ T. Επειδή ϑα ασχοληϑούµε µε ενώσεις, µποϱούµε να υποϑέσουµε
(χωϱίς πεϱιοϱισµό της γενικότητας) ότι το A δεν πεϱιέχει κενά σύνολα, οπότε A = {Ak1 , Ak2 , · · · } για
κάποια ακολουϑία {ki}i∈N. Tο σύνολο K = {ki}i∈N ⊆ N έχει ελάχιστο (ως υποσύνολο των ϕυσικών),
εποµένως: ⋃

A =
⋃
i∈N

Aki = AminK ∈ T

△

΄Ασκηση 2.4: Είναι το σύνολο:

T = {G ⊆ N : εάν a ∈ G, τότε για κάϑε p|a, p ∈ G}

τοπολογία του N; Είναι η διακϱιτή τοπολογία Tδ; Είναι µετϱικοποιήσιµη;

Απάντηση: Κατ’ αϱχάς το εν λόγω σύνολο είναι τοπολογία, και για να το δείξουµε αυτό ελέγχουµε διαδοχικά
τις απαιτήσεις του οϱισµού της τοπολογίας.
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• ∅,N ∈ T εξ οϱισµού.

• Εάν G1, G2 ∈ T, τότε για κάϑε a ∈ G1 ∩G2 έχουµε:

{p ∈ N : p|a} ⊆ G1 και {p ∈ N : p|a} ⊆ G2

εποµένως {p ∈ N : p|a} ⊆ G1∩G2 (η πεϱίπτωση του ∅ πεϱιλαµϐάνεται µε τετϱιµµένο τϱόπο). Αυτό
µας δείχνει ότι G1 ∩G2 ∈ T.

• Εάν {Gi}i∈I ⊆ T και a ∈
⋃
i∈I Gi, τότε υπάϱχει κάποιος j ∈ I τέτοιος ώστε a ∈ Gj . ∆ηλαδή:

{p ∈ N : p|a} ⊆ Gj ⊆
⋃
i∈I

Gi

Αυτό δείχνει ότι
⋃
i∈I Gi ∈ T.

Η T δεν είναι η διακριτή τοπολογία Tδ, κι αυτό ϑα το δείξουµε µε τον εξής τϱόπο: Κάϑε µονοσύνολο {x}
της διακριτής τοπολογίας είναι ανοικτό, ενώ εν πϱοκειµένω ένα οποιοδήποτε µονοσύνολο {x} ⊆ N µε
x ̸= 1 δεν ανήκει στo T (σε αυτήν την τοπολογία το ≪πλησιέστερο≫ σύνολο σε µονοσύνολο που µποϱούµε
να ϐϱούµε ϑα έχει τη µοϱϕή {1} ή {1, x}, όπου το x είναι πρώτος).

Η T δεν είναι µετϱικοποιήσιµη τοπολογία. Εάν ήταν, σύµφωνα µε την Πρόταση 1.1 κάϑε µονοσύνολο
{x} ϑα ήταν κλειστό, δηλαδή το συµπλήρωµα {x}c = N\{x} ϑα ήταν ανοικτό. Αυτό είναι αδύνατον, αϕού
2x ∈ {x}c και x ̸∈ {x}c.

△

΄Ασκηση 2.5: ΄Εστω X ̸= ∅ και µη κενά A,B ⊆ X, A ̸= B. Εάν γνωϱίϹουµε ότι το:

T = {∅, A,B,X}

είναι τοπολογία, δείξτε ότι ικανοποιείται ακϱιϐώς ένα από τα παϱακάτω:

i. B = Ac

ii. A ⊂ B

iii. B ⊂ A

Απάντηση: ΄Ενας τϱόπος να αποδειχθεί αυτό είναι να µελετηϑούν τα σύνολα A ∩ B και A ∪ B. Το πϱώτο
µποϱεί να είναι ∅, A ή B, ενώ το δεύτεϱο A,B ή X.

΄Ενας άλλος τϱόπος είναι να δείξουµε ότι αν οι συµµετρικές σχέσεις ii., iii. δεν ισχύουν, τότε
ισχύει η i. (και πάλι ϑα χρησιµοποιήσουµε τα A ∩ B, A ∪ B - ϑα πϱέπει να δείξουµε ότι A ∩ B = ∅ και
A ∪B = X).

△
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Μάϑηµα 3

■ Παϱάδειγµα 3.1: Θεωϱούµε τον χώϱο X = R και το σύνολο:

BS =
{
(a, b] | a, b ∈ R, a < b

}
Η BS είναι ϐάση µιας µοναδικής τοπολογίας, σύµϕωνα µε το Θεώϱηµα 2.1, αϕού:

• Η BS είναι κάλυψη του R (αϕού R =
⋃
n∈N(−n, n] ⊆

⋃
BS ).

• Ας ϑεωρήσουµε δύο σύνολα A,C ∈ BS . Αντί να δείξουµε τη δεύτεϱη συνθήκη του Θεωρήµατος
2.1, ϑα δείξουµε κάτι αρκετά ισχυϱότεϱο, που ισχύει στην πεϱίπτωσή µας: το ίδιο το σύνολο A ∩ C
ανήκει στην οικογένεια BS ή είναι το κενό σύνολο.

Πϱάγµατι, εάν A = (a1, b1] και C = (a2, b2], υπάρχουν οι εξής περιπτώσεις: εάν ai < bi ⩽ aj < bj ,
τότε (a1, b1] ∩ (a2, b2] = ∅. Εάν ai ⩽ aj ⩽ bi ⩽ bj ή ai ⩽ aj < bj ⩽ bi, τότε αντίστοιχα:

(ai, bi] ∩ (aj , bj ] = (aj , bi] ∈ BS ή (ai, bi] ∩ (aj , bj ] = (aj , bj ] ∈ BS

Τους δείκτες i ̸= j τους χρησιµοποιούµε για να αποφύγουµε την ανάλυση συµµετρικών περιπ-
τώσεων. Επίσης, οι διακεκριµένες περιπτώσεις για το πώς µποϱούν να τέµνονται τα δύο σύνολα
(a1, b1], (a2, b2] προκύπτουν διατάσσοντας µε τους διάφορους τϱόπους τα a1, a2, b1, b2 στην πραγ-
µατική ευθεία (η διάταξη του R είναι ολική).

( ] ( ]

( ]( ]

( ]( ]

Θεωϱούµε TS την µοναδική τoπολογία της οποίας η BS είναι ϐάση. Παϱατηϱήστε ότι η TS έχει τη µοϱϕή:

TS =
¶⋃

C | C ⊆ BS
©

H TS ονοµάϹεται ≪τοπολογία των αϱιστεϱά ηµιάνοικτων διαστηµάτων≫. ■

Η τοπολογία TS είναι µια ενδιαφέρουσα τοπολογία µε την οποία ϑα ασχοληθούµε και αϱγότεϱα. Κατ’
αρχάς δεν ταυτίζεται µε τη συνήϑη τοπολογία του R, όταν αυτόν τον ϐλέπουµε σαν µετϱικό χώϱο µε τη
µετϱική ϱ(x, y) = |x− y|. Πράγµατι, (0, 1] ∈ TS\Tϱ, οπότε TS ̸⊆ Tϱ.

΄Ενα από τα πράγµατα που µποϱεί κανείς να πει για αυτήν την νέα τοπολογία είναι ο αντίστροφος
εγκλεισµός TS ⊇ Tϱ. Ας επιλέξουµε τυχόν A ∈ Tϱ κι ας το γράψουµε στη µοϱϕή:

A =
⋃
i∈I

(ai, bi), για αυϑαίϱετο σύνολο δεικτών I

Η µοϱϕή αυτή είναι δυνατόν να διατυπωϑεί διότι η οικογένεια:

B = {B(x, ε) | x ∈ R, ε > 0} =

ß
B

Å
a+ b

2
,
|a− b|

2

ã ∣∣∣ a, b ∈ R, a < b

™
=
{
(a, b) | a, b ∈ R, a < b

}
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είναι ϐάση της τοπολογίας Tϱ. Κανείς µποϱεί να δείξει ότι κάϑε ανοικτό σύνολο (a, b) µποϱεί να γϱαϕεί
ως ένωση αϱιστεϱά ηµιάνοικτων διαστηµάτων, και µάλιστα:

(a, b) =
⋃
n∈N

Å
a, b− 1

n

ò
Εποµένως το ανοικτό σύνολο A ∈ Tϱ µποϱεί να γϱαϕεί ως εξής:

A =
⋃
i∈I

⋃
n∈N

Å
ai, bi −

1

n

ò
︸ ︷︷ ︸

∈BS

και κατ’ επέκταση είναι ένωση στοιχείων της BS . Αυτό δείχνει ότι A ∈ TS και ότι Tϱ ⊆ TS .

΄Εχουµε αναϕέϱει ξανά ότι, δοθείσης µίας τοπολογίας T, υπάρχει µια µεγαλύτεϱη τοπολογία (ως
πϱος τη σχέση του υποσυνόλου), και µάλιστα µια απ’ αυτές είναι η διακριτή τοπολογία Tδ = P(X). ΄Ενα
εϱώτηµα που είχαµε πει ότι ϑα µας απασχολήσει είναι η εύϱεση της µικϱότεϱης δυνατής τοπολογίας (ως
πϱος τη σχέση του υποσυνόλου). Βέϐαια ψάχνοντας γενικά και αόϱιστα την ≪µικϱότεϱη≫ τοπολογία δεν
έχει ιδιαίτερο νόηµα - η τετριµµένη τοπολογία {∅, X} είναι τοπολογία. Αυτό που ϑα αναζητήσουµε είναι
η µικϱότεϱη τοπολογία που περιέχει τα στοιχεία ενός C ⊆ P(X).

Πϱόταση 3.1: ΄Εστω X ένα µη κενό σύνολο και C ⊆ P(X). Υπάϱχει τοπολογία t του X που πεϱιέχεται
(ως υποσύνολο) σε όλες τις άλλες τοπολογίες του X που πεϱιέχουν (ως υποσύνολο) την οικογένεια C.

Απόδειξη: Θεωϱούµε το σύνολο:

S = {T ⊆ P(X) | T είναι τοπολογία του X και C ⊆ T} ≠ ∅ (αϕού P(X) ∈ S)

καϑώς επίσης και την τοµή:

t =
⋂

S

Είναι στοιχειώδες κανείς να ελέγξει ότι η t είναι πϱάγµατι τοπολογία - η τοµή οσοδήποτε µεγάλου πλήϑους
τοπολογίών είναι τοπολογία. Οπότε, εξ οϱισµού της t, για οποιαδήποτε άλλη τοπολογία T ⊇ C του X,
t ⊆ T.

ΣυνεχίϹουµε διατυπώνοντας τον οϱισµό των υποϐάσεων.

Οϱισµός 3.1: (Υποϐάσεις). ΄Εστω (X,T) ένας τοπολογικός χώϱος. Το σύνολο C ⊆ T ϑα καλείται
υποϐάση της τοπολογίας T εάν και µόνο αν το σύνολο:

B =

{
n⋂
i=1

Ci

∣∣∣ n ∈ N, {Ci}ni=1 ⊆ C

}
∪ {X}

είναι ϐάση της T.

∆οϑέντος ενός υποσυνόλου C ⊆ P(X), υπάϱχει τοπολογία της οποίας η C είναι υποϐάση; Η απάντηση
είναι καταϕατική, κι αυτό ϑα το δείξουµε µε το ακόλουϑο ϑεώϱηµα:

Θεώϱηµα 3.1: ΄Εστω X ̸= ∅ ένα σύνολο και C ⊆ P(X). Το σύνολο:

B =

{
n⋂
i=1

Ci

∣∣∣ n ∈ N, {Ci}ni=1 ⊆ C

}
∪ {X}

είναι πάντοτε ϐάση µοναδικής τοπολογίας.

Απόδειξη: Εδώ ϑα γίνει ϕυσικά χϱήση του Θεωϱήµατος 2.1. Η B είναι µε τετϱιµµένο τϱόπο κάλυψη του
X, αϕού X ∈ B. Η δεύτεϱη ιδιότητα είναι κι αυτή κάπως άµεση, αϕού για κάϑε δύο σύνολα C,G ∈ B
µποϱούµε να γϱάψουµε:

C =

n⋂
i=1

Ci και G =

m⋂
j=1

Gj
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οπότε:

C ∩G =

(
n⋂
i=1

Ci

)
∩

Ñ
m⋂
j=1

Gj

é
κι αν οϱίσουµε την πεπεϱασµένη οικογένεια D = {Ci}ni=1 ∪ {Gj}mj=1, έχουµε:

C ∩G =
⋂

D ∈ B

T Αναδιατυπώνοντας το παραπάνω ϑεώϱηµα, έχουµε ότι κάϑε C ⊆ P(X) είναι υποβάση κάποιας
τοπολογίας.

Παϱατήϱηση 3.1: ΄Εστω (X,T) τοπολογικός χώϱος και B µια ϐάση της τοπολογίας. Η B είναι υποϐάση
της T.

Απόδειξη: Tο σύνολο:

B′ =

{
n⋂
i=1

Bi

∣∣∣ n ∈ N, {Bi}ni=1 ⊆ B

}
∪ {X} ⊇ B

είναι ϐάση της τοπολογίας T, από το Παϱάδειγµα 2.1 (δεύτεϱο •).

■ Παϱάδειγµα 3.2: Για X = R, ϑεωϱούµε το σύνολο:

C =
{
(−∞, b) | b ∈ R} ∪ {(a,∞) | a ∈ R

}
Το C είναι υποβάση της τοπολογίας Tϱ, όπου ϱ είναι η συνήϑης µετϱική.

Πϱάγµατι, παϱατηϱούµε ότι οι ≪πεπερασµένες τοµές≫ της C, δηλαδή το σύνολο:{
n⋂
i=1

Ci

∣∣∣ n ∈ N, {Ci}ni=1 ⊆ C

}

πεϱιέχει µόνο στοιχεία της τοπολογίας Tϱ (δηλαδή είναι υποσύνολο της Tϱ). Επειδή επιπλέον:

B′ =

{
n⋂
i=1

Ci

∣∣∣ n ∈ N, {Ci}ni=1 ⊆ C

}
∪ {R} = C ∪ B ∪ {R} ⊇ B

(όπου B είναι η οικογένεια των ανοικτών µπαλών του (R, ϱ)), ξανά από το Παϱάδειγµα 2.1 (δεύτεϱο •)
έπεται ότι η B′ είναι ϐάση της Tϱ. ■

Στη συνέχεια ϑα ορίσουµε τις έννοιες των εσωτεϱικών των συνόλων, των κλειστών ϑηκών και διάφορες
άλλες συναϕείς έννοιες, συνεχίζοντας κατά κάποιον τϱόπο αυτήν την ≪γενίκευση≫ της πραγµατικής
ανάλυσης.

Οϱισµός 3.2: (Εσωτεϱικό συνόλου και κλειστή ϑήκη) ΄Εστω (X,T) ένας τοπολογικός χώϱος. Για
κάϑε A ⊆ X οϱίϹουµε τα εξής ϐοηϑητικά σύνολα:

EA = {G ∈ T | G ⊆ A} και FA = {F ⊆ X | F κλειστό και A ⊆ F}

I. ΟϱίϹουµε ως εσωτεϱικό του A το σύνολο:

A◦ :=
⋃

EA

II. ΟϱίϹουµε ως κλειστή ϑήκη του A το σύνολο:

A :=
⋂

FA

Κανείς µποϱεί να ελέγξει ότι σε έναν τοπολογικό µετϱικό χώϱο οι γνωστοί οϱισµοί από την πϱαγµατική
ανάλυση για τα εσωτεϱικά και τις ϑήκες είναι ισοδύναµοι µε αυτούς που µόλις αναϕέϱαµε.
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Πϱοσέγγιση του εσωτεϱικού µε ανοικτά σύνολα, ≪από µέσα≫. Επίσης, πϱοσέγγιση της ϑήκης µε κλειστά
σύνολα, ≪από έξω≫.

Εκτός από το ότι οι οϱισµοί ≪µοιάϹουν≫ µε τους αντίστοιχους της πϱαγµατικής, διάϕοϱες σχέσεις από τους
µετϱικούς χώϱους µεταϕέϱονται αυτούσια και στους τοπολογικούς, όσον αϕοϱά τα εσωτεϱικά συνόλων και
τις ϑήκες τους.

Πϱόταση 3.2: ΄Εστω (X,T) τοπολογικός χώϱος και A,B ⊆ X. Τότε:

i. A◦ ⊆ A

ii. A◦ = A ⇔ A ∈ T (΄Ενας ακόµη χαϱακτηϱισµός των ανοικτών συνόλων)

iii. (A◦)◦ = A◦ (∆εν έχουν νόηµα ≪πολλαπλά≫ εσωτεϱικά)

iv. A ⊆ B ⇒ A◦ ⊆ B◦ (Το εσωτεϱικό διατηϱεί την µονοτονία)

v. (A ∩B)◦ = A◦ ∩B◦ (Το εσωτεϱικό συµπεϱιϕέϱεται καλά στις τοµές)

vi. (A ∪B)◦ ⊇ A◦ ∪B◦ (Το εσωτεϱικό συµπεϱιϕέϱεται σχετικά καλά στις ενώσεις)

Απόδειξη: Για το i., για κάϑε G ∈ EA αληθεύει G ⊆ A. Εποµένως,
⋃
EA ⊆ A.

Για το ii.: (⇒) Το A◦ είναι ανοικτό ως ένωση ανοικτών. Εποµένως, επειδή A◦ = A έχουµε ότι
και το A είναι ανοικτό.

(⇐) Εάν το ίδιο το A είναι ανοικτό, τότε A ∈ EA. Οπότε
⋃

EA ⊇ A και σε συνδυασµό µε το i.,
A◦ = A.

Για το iii.: To A◦ είναι ανοικτό σύνολο, εποµένως το ii. δίνει (A◦)◦ = A◦.

Για το iv., εάν G είναι ένα ανοικτό σύνολο µε G ⊆ A, τότε G ⊆ B. Οπότε EA ⊆ EB και συνεπώς:

A ⊆ B ⇒
⋃

EA ⊆
⋃

EB ⇒ A◦ ⊆ B◦

Για το v.: Επειδή A◦ ⊆ A, B◦ ⊆ B, το σύνολο A◦∩B◦ πεϱιέχεται στην τοµή A∩B (ως υποσύνολο). Είναι
επίσης ανοικτό, οπότε:

A◦ ∩B◦ ∈ EA∩B ⇒ A◦ ∩B◦ ⊆
⋃

EA∩B = (A ∩B)◦

Για τον αντίστροφο εγκλεισµό, παϱατηϱούµε ότι το (A ∩ B)◦ είναι υποσύνολο των A◦, B◦ (αϕού το
εσωτεϱικό διατηϱεί την µονοτονία), και συνεπώς (A ∩B)◦ ⊆ A◦ ∩B◦.
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Για το vi.: Επειδή A◦ ⊆ A, B◦ ⊆ B, το σύνολο A◦ ∪ B◦ περιέχεται στην ένωση A ∪ B (ως υπ-
οσύνολο). Είναι επίσης ανοικτό, οπότε A◦ ∪ B◦ ∈ EA∪B ⇒ A◦ ∪ B◦ ⊆ (A ∪ B)◦. Η ισότητα εδώ δεν
ισχύει πάντα, όπως ϑα δούµε µε το επόµενο παϱάδειγµα.

■ Παϱάδειγµα 3.3: Στο R (όταν αυτό το ϐλέπουµε ως τον συνήϑη τοπολογικό µετϱικό χώϱο) υπάϱχουν
σύνολα A,B ⊆ R για τα οποία:

(A ∪B)◦ ⊃ A◦ ∪B◦

Πϱάγµατι, εάν A = Q και B = Qc, τότε:

(A ∪B)◦ = R ⊃ ∅ = A◦ ∪B◦

■

Αντίστοιχη πϱόταση της Πϱότασης 3.2 έχουµε και για τις κλειστές ϑήκες.

Πϱόταση 3.3: ΄Εστω (X,T) τοπολογικός χώϱος και A,B ⊆ X. Τότε:

i. A ⊆ A

ii. A = A ⇔ A κλειστό (΄Ενας χαϱακτηϱισµός των κλειστών συνόλων)

iii. (A) = A (∆εν έχουν νόηµα ≪πολλαπλές≫ ϑήκες)

iv. A ⊆ B ⇒ A ⊆ B (Η ϑήκη διατηϱεί την µονοτονία)

v. A ∪B = A ∪B (Η ϑήκη συµπεϱιϕέϱεται καλά στις ενώσεις)

vi. A ∩B ⊆ A ∩B (Η ϑήκη συµπεϱιϕέϱεται σχετικά καλά στις τοµές)

Απόδειξη: Οι συλλογισµοί στην απόδειξη είναι ανάλογοι αυτών στην προηγούµενη πρόταση. Ας τους
ξαναγράψουµε όπως και να ‘χει, για χάϱη πληρότητας.

Για το i., επειδή A ⊆ F για κάϑε F ∈ FA, έχουµε A ⊆
⋂

FA.

Για το ii.: (⇒) To A είναι κλειστό σύνολο ως τοµή κλειστών, εποµένως το A = A ϑα είναι κι αυτό
κλειστό.

(⇐) Εάν το A είναι κλειστό, ϑα ανήκει στην οικογένεια των FA. Οπότε A ⊇
⋂
FA και σε συνδυ-

ασµό µε το i. έχουµε την ισότητα.

Για το iii., επειδή το A είναι κλειστό σύνολο, από το ii. έχουµε τη σχέση (A) = A.

Για το iv., χρησιµοποιώντας το i. έχουµε A ⊆ B ⊆ B, οπότε B ∈ FA. Κατ’ επέκταση:⋂
FA ⊆ B ⇒ A ⊆ B

Για το v., και πάλι ϑα δείξουµε τους δύο εγκλεισµούς. Κατ’ αϱχάς, A ⊆ A, B ⊆ B, οπότε A∪B ⊆ A∪B.
Μάλιστα το σύνολο A ∪B είναι κλειστό ως ένωση τέτοιων,, κι άϱα A ∪B ∈ FA∪B. Αυτά δείχνουν ότι:

A ∪B =
⋂

FA∪B ⊆ A ∪B

Για τον αντίστροφο εγκλεισµό, καθένα από τα A,B είναι υποσύνολα του A ∪B (λόγω του ότι η ϑήκη
διατηϱεί τη µονοτονία). Εποµένως A ∪B ⊆ A ∪B.

Για το vi., και πάλι λόγο µονοτονίας τo A ∩B είναι υποσύνολο των A,B. Οπότε A ∩B ⊆ A ∩ B.
Η ισότητα εδώ δεν ισχύει πάντα, όπως ϑα δούµε µε το επόµενο παϱάδειγµα.

■ Παϱάδειγµα 3.4: Στο R (όταν αυτό το ϐλέπουµε ως τον συνήϑη τοπολογικό µετϱικό χώϱο) υπάϱχουν
σύνολα A,B ⊆ R για τα οποία:

A ∩B ⊂ A ∩B

Πϱάγµατι, εάν A = Q και B = Qc, τότε:

A ∩B = ∅ ⊂ R = A ∩B

■
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Φαίνεται (κατά κάποιον τϱόπο) η ϑήκη να είναι ≪δυϊκή≫ έννοια του εσωτεϱικού του συνόλου. Η παϱακάτω
παϱατήϱηση δείχνει κάπως καλύτεϱα αυτήν την σχέση.

Παϱατήϱηση 3.2: ΄Εστω (X,T) ένας τοπολογικός χώϱος και A ⊆ X. Ισχύουν οι ισοδυναµίες:

G ∈ EA ⇔ G ∈ T και G ⊆ A

⇔ Gc κλειστό και Gc ⊇ Ac

⇔ Gc ∈ FAc

Πϱόταση 3.4: ΄Εστω (X,T) ένας τοπολογικός χώϱος και A ⊆ X. Ισχύουν τα ακόλουϑα:

i. X\A = X\A◦

ii. (X\A)◦ = X\A

Απόδειξη: Για το i., γϱάϕουµε:

X\A◦ = (A◦)c =
Ä⋃

EA
äc

=
( ⋃
G∈EA

G
)c

=
⋂
G∈EA

Gc ⋆
=

⋂
Gc∈FAc

Gc = X\A

Στην ισότητα άστϱο (⋆) γίνεται χϱήση της Παϱατήϱησης 3.2.

Για το ii., γράφουµε:

X\A = (A)c =
Ä⋂

FA
äc

=
( ⋂
F∈FA

F
)c

=
⋃

F∈FA

F c
⋆⋆
=

⋃
F c∈EAc

F c = (X\A)◦

Στην ισότητα διπλό άστϱο (⋆⋆) γίνεται ξανά χϱήση της Παϱατήϱησης 3.2.



ΚΕΦΑΛΑΙO 4

Μάϑηµα 4

ΣυνεχιϹουµε µε τον οϱισµό του συνόϱου, που γενικεύει τον αντίστοιχο οϱισµό της πραγµατικής
ανάλυσης.

Οϱισµός 4.1: (Σύνοϱο συνόλου) ΄Εστω (X,T) ένας τοπολογικός χώϱος και A ⊆ X. ΟϱίϹουµε ως
σύνοϱο του A το σύνολο:

∂A = A ∩X\A

∂(·)

Ενδεχοµένως κανείς ϑα ήϑελε να οϱίσει το σύνοϱο του συνόλου µε κάποιον άλλον τϱόπο, για παϱάδειγµα
∂A = A\A◦. Οι οϱισµοί ϑα δείξουµε ότι εν τέλει είναι ισοδύναµοι, κι ο λόγος που χϱησιµοποιούµε τον
Οϱισµό 4.1 είναι καϑαϱά για διευκόλυνσή µας όσον αϕοϱά τα εξής δύο πϱάγµατα: Κατ’ αϱχάς µ’ αυτόν
τον οϱισµό ϕαίνεται ότι δύο συµπληϱωµατικά σύνολα έχουν το ίδιο σύνοϱο, κι επιπλέον ϕαίνεται ότι το
σύνοϱο είναι κλειστό, ως τοµή κλειστών.

Παϱατήϱηση 4.1: ΄Εστω (X,T) ένας τοπολογικός χώϱος και A ⊆ X. Αληϑεύουν:

• ∂A = ∂(X\A)

• Το ∂A είναι κλειστό σύνολο.

Πϱόταση 4.1: ΄Εστω (X,T) ένας τοπολογικός χώϱος και A ⊆ X. Αληϑεύουν:

i. ∂A = A\A◦ (΄Ενας εναλλακτικός οϱισµός)

ii. A◦∪∂A = A και A◦∩∂A = ∅ (∆ηλαδή το εσωτεϱικό ενός συνόλου και το σύνοϱό του διαµεϱίϹουν
τη ϑήκη του)

iii. Τα σύνολα A◦, ∂A, (X\A)◦ διαµεϱίϹουν τον χώϱο X.

Απόδειξη: Για το i., γϱάϕουµε:

∂A = A ∩X\A = A ∩ (X\A◦) = A ∩ (A◦)c = A\A◦

Για το ii., οι Πϱοτάσεις 3.2, i. και 3.3, i. µας δίνουν ότι A◦ ⊆ A. Εποµένως έχουµε:

A = A ∪A◦ = A◦ ∪ (A\A◦) = A◦ ∪ ∂A
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(Θυµηϑείτε τη σχέση A ∪B = B ∪ (A\B)).

Επιπλέον, η τοµή A◦ ∩ ∂A είναι κενή, από το i..

Για το iii., γράφουµε:
X = A ∪ (X\A) = A◦ ∪ ∂A ∪ (X\A)◦

Τα A◦, ∂A είναι ξένα από το ii.. Επίσης, το (X\A)◦ είναι ξένο µε τα άλλα δύο, αϕού το ίδιο είναι ίσο µε
το X\A και η ένωση των άλλων δύο είναι το A.

Πϱόταση 4.2: ΄Εστω (X,T) ένας τοπολογικός χώϱος και A,B ⊆ X. Αληϑεύουν:

i. ∂∅ = ∂X = ∅

ii. A κλειστό ⇔ ∂A ⊆ A.

iii. A ανοικτό ⇔ ∂A ⊆ Ac.

iv. ∂∂A ⊆ ∂A

v. A ∩B ∩ ∂(A ∩B) = A ∩B ∩ (∂A ∪ ∂B) (Αυτή η ιδιότητα είναι αξιοσηµείωτη: Γενικά το σύνοϱο
της τοµής δύο συνόλων δεν συµπεϱιϕέϱεται καλά, αλλά τουλάχιστον στην τοµή των συνόλων
εµϕανίϹει µια καλή διάσπαση)

Απόδειξη: Για το i. έχουµε ∂∅ = ∅\∅◦ = ∅\∅ = ∅ (γιατί το ∅ είναι ανοικτό και κλειστό). Επιπλέον,
∂∅ = ∂∅c = ∂X.

Για το ii.: (⇒) ΄Εχουµε A = A = A◦ ∪ ∂A ⊇ ∂A.

(⇐) Αντιστρόφως, εάν ∂A ⊆ A, τότε A = A◦ ∪ ∂A ⊆ A◦ ∪ A = A. Λόγω του εγκλεισµού A ⊆ A
έπεται τελικά η ισότητα. ΄Αϱα το A είναι κλειστό.

Για το iii.: Εφαρµόζοντας το ii. για το συµπλήρωµα Ac:

A ανοικτό ⇔ Ac κλειστό ⇔ ∂Ac ⊆ Ac ⇔ ∂A ⊆ Ac

Για το iv., επειδή το ∂A είναι κλειστό σύνολο, ∂∂A ⊆ ∂A (λόγω του ii.). Η ισότητα εν γένει δεν αληθεύει,
όπως ϑα δείξουµε µε το παϱάδειγµα που ϑα ακολουθήσει µετά την απόδειξη.

Για το v.: Κάνοντας ≪πράξεις≫ στα δύο µέλη της ισότητας ϑα καταλήξουµε σε δύο ίσες µορφές.
Για το σύνολο αριστερά:

A ∩B ∩ ∂(A ∩B) = A ∩B ∩A ∩B ∩X\(A ∩B)

= A ∩B ∩ (A ∩B)c

= A ∩B ∩Ac ∪Bc

= A ∩B ∩ (Ac ∪Bc)

= (A ∩B ∩Ac) ∪ (A ∩B ∩Bc) ⋆

Για το σύνολο δεξιά:

A ∩B ∩ (∂A ∪ ∂B) = (A ∩B ∩ ∂A) ∪ (A ∩B ∩ ∂B)

= (A ∩B ∩A ∩X\A) ∪ (A ∩B ∩B ∩X\B)

= (A ∩B ∩Ac) ∪ (A ∩B ∩Bc) ⋆

Εποµένως, για τα δύο σύνολα ισχύει τελικά η ισότητα.

■ Παϱάδειγµα 4.1: Η ισότητα ∂∂A = ∂A δεν ισχύει πάντοτε. Εν γένει ισχύει ο εγκλεισµός ∂∂A ⊆ ∂A,
και µάλιστα στον συνήϑη τοπολογικό µετϱικό χώϱο του R, για A = Q, έχουµε:

∂∂Q = ∂R = ∅ ⊂ R = ∂Q

■
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Παϱατήϱηση 4.2: Οι σχέσεις A ∪B = A∪B και (A∩B)◦ = A◦∩B◦ ισχύουν για πεπεϱασµένο πλήϑος
συνόλων (επαγωγικά κανείς µποϱεί από δύο σύνολα να ≪πεϱάσει≫ την ιδιότητα σε οσοδήποτε µεγάλο
ϕυσικό πλήϑος). ΄Οµως για άπειϱο πλήϑος συνόλων, γενικά δεν ισχύουν.

Απόδειξη: Και πάλι στον συνήϑη τοπολογικό µετϱικό χώϱο του R, ϑεωϱούµε την οικογένεια {An}n∈N µε
An = (−1/n, 1/n). Τότε: ( ⋂

n∈N
An

)◦
= {0}◦ = ∅ ≠ {0} =

⋂
n∈N

A◦
n

Επίσης ϑεωϱούµε την οικογένεια {Bn}n∈N µε Bn = [1/n, 1]. Τότε:⋃
n∈N

Bn = (0, 1] = [0, 1] ̸= (0, 1] =
⋃
n∈N

Bn

Για να γίνουν πεϱισσότεϱο αντιληπτές οι έννοιες του εσωτεϱικού, της κλειστής ϑήκης και του συνόϱου
γενικά στις τοπολογίες, ας δούµε ποιά µοϱϕή έχουν σε γνωστές τοπολογίες αυτά τα σύνολα.

■ Παϱάδειγµα 4.2: ΄Εστω (X,T) ένας τοπολογικός χώϱος µε την τετϱιµµένη τοπολογία T = {∅, X}. Για
τα διάϕοϱα A ⊆ X έχουµε:

A◦ =

®
A, A ∈ T

∅, A ̸∈ T
A =

®
A, A ∈ T

X, A ̸∈ T
∂A =

®
∅, A ∈ T

X,A ̸∈ T

Για το εσωτεϱικό: Επειδή τα ανοικτά σύνολα ταυτίζονται µε το εσωτεϱικό τους, A◦ = A στην πεϱίπτωση
όπου A ∈ T.

Εάν A είναι ένα τυχαίο σύνολο που δεν είναι ανοικτό, τότε το εσωτεϱικό του είναι ένα ανοικτό υπ-
οσύνολό του. Επειδή το A δεν είναι ανοικτό, δεν ταυτίζεται µε το X και συνεπώς το µόνο ανοικτό
υποσύνολο είναι το ∅. Αυτά δείχνουν ότι A◦ = ∅.

Για τη ϑήκη: Εφόσον η τοπολογία είναι τετριµµένη, τα κλειστά σύνολα είναι ακϱιϐώς τα ανοικτά
σύνολα. Εποµένως, A = A.

Εάν το A είναι ένα τυχαίο σύνολο που δεν είναι ανοικτό, τότε η ϑήκη του ϑα είναι ένα κλειστό
υπερσύνολό του. Επειδή το µόνο κλειστό υπερσύνολό του είναι το X, έχουµε A = X.

Το σύνοϱο είναι τετριµµένο να ϐρεθεί µέσω της σχέσης ∂A = A\A◦. ■

■ Παϱάδειγµα 4.3: ΄Εστω (X,Tδ) ένας τοπολογικός χώϱος µε τη διακϱιτή τοπολογία Tδ = P(X). Για
τα διάϕοϱα σύνολα A ⊆ X έχουµε:

A◦ = A, A ⊆ X A = A, A ⊆ X ∂A = ∅, A ⊆ X

Αυτό διότι όλα τα υποσύνολα του X είναι ανοικτά, άϱα και κλειστά. ■

■ Παϱάδειγµα 4.4: ΄Εστω (X,T) ένας τοπολογικός χώϱος µε X άπειϱο και T την συµπεπεϱασµένη
τοπολογία. (Εδώ δεν παίϱνουµε το παϱάδειγµα όπου το X είναι πεπεϱασµένο, γιατί τότε η τοπολογία
γίνεται διακϱιτή). Για τα διάϕοϱα σύνολα A ⊆ X έχουµε:

A◦ =

®
A, A ∈ T

∅, A ̸∈ T
A =

®
A, Ac ∈ T

X, Ac ̸∈ T
∂A =


X\A, A ∈ T, Ac ̸∈ T

A,A ̸∈ T, Ac ∈ T

X, A ̸∈ T, Ac ̸∈ T

Για το εσωτεϱικό: Εάν A ∈ T, τότε A◦ = A.

∆ιαϕοϱετικά, εάν το A δεν είναι ανοικτό, το Ac είναι άπειϱο. Εποµένως, εάν ψάξουµε ανοικτό
υποσύνολο του A, αυτό σίγουρα ϑα έχει µεγαλύτεϱο συµπλήρωµα από το Ac - οπότε δεν υπάρχει
≪µικϱότεϱο≫ ανοικτό, πέϱαν του ∅.

Για τη ϑήκη: Εάν το A είναι κλειστό (δηλαδή το συµπλήρωµά του είναι ανοικτό) τότε A = A.

∆ιαϕοϱετικά, εάν το A δεν είναι κλειστό, το συµπλήρωµά του δεν είναι ανοικτό. Εποµένως το A
είναι άπειϱο. Τώϱα κάϑε κλειστό υπερσύνολο του A ϑα πϱέπει να έχει ανοικτό συµπλήρωµα, δηλαδή
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το ίδιο να είναι πεπερασµένο. Αυτό δεν µποϱεί να συµβαίνει (αϕού το κλειστό υπερσύνολο είναι
≪µεγαλύτεϱο≫ του A), εκτός κι αν αυτό το υπερσύνολο ταυτίζεται µε το X.

Για το σύνοϱο: Παϱατηϱούµε ότι δεν είναι δυνατόν A ∈ T και Ac ∈ T, διότι τότε τα Ac, A ϑα
ήταν πεπερασµένα (άϱα και όλος ο χώϱος X). Για όλους τους υπόλοιπους συνδυασµούς (ανήκει, δεν
ανήκει), µποϱούµε να χρησιµοποιήσουµε τη σχέση ∂A = A\A◦ για να προσδιορίσουµε το σύνοϱο. ■

Για τη συναϱιϑµίσιµη τοπολογία µποϱεί να ακoλουϑηϑεί παϱόµοια διαδικασία.

■ Παϱάδειγµα 4.5: ΄Εστω (X,T) ένας τοπολογικός χώϱος µε T την τοπολογία του ιδιαιτέϱου σηµείου
x0. Για τα διάϕοϱα A ⊆ X έχουµε:

A◦ =

®
A, A ∈ T

∅, A ̸∈ T
A =

®
A, A ̸∈ T

X, A ∈ T
∂A =

®
A, A ̸∈ T

X\A, A ∈ T

Για το εσωτεϱικό: Εάν A ∈ T, τότε A◦ = A.

∆ιαϕοϱετικά, το x0 δεν ανήκει στο A και κατ’ επέκταση, οποιοδήποτε υποσύνολό του δεν περιέχει
το x0. Το µόνο λοιπόν ≪µικϱότεϱο≫ ανοικτό είναι το ∅.

Για τη ϑήκη: Εάν το A είναι κλειστό (δηλαδή x0 ∈ Ac ⇒ A ̸∈ T) τότε A = A.

∆ιαϕοϱετικά, το x0 ϑα ανήκει στο A και κατ’ επέκταση οποιοδήποτε άλλο ≪µεγαλύτεϱο≫ σύνολο
ϑα είναι ανοικτό και όχι κλειστό, πέϱαν του X.

Το σύνοϱο µποϱεί να ϐρεθεί από τη σχέση ∂A = A\A◦. ■

Για την τοπολογία του εξαιϱουµένου σηµείου x0 µποϱεί να ακoλουϑηϑεί παϱόµοια διαδικασία.

■ Παϱάδειγµα 4.6: ΄Εστω (R,TS) ο τοπολογικός χώϱος του Παραδείγµατος 3.1. Εδώ τα σύνολα έχουν
µια σαϕώς πεϱιπλοκότεϱη µοϱϕή, οπότε ϑα µας ήταν πολύ δυσκολότεϱο να προσδιορίσουµε επακϱιϐώς
τα εσωτεϱικά, τις ϑήκες και τα σύνοϱά τους. Γι’ αυτό ϑα περιοριστούµε στη ϐάση BS .

Παϱατηϱούµε ότι (a, b]c = (−∞, a] ∪ (b,∞) είναι κι αυτό ανοικτό σύνολο. Αυτό διότι το (b,∞)
είναι ούτως ή άλλως ανοικτό στον συνήϑη τοπολογικό µετϱικό χώϱο (Tϱ ⊆ TS ) κι επιπλέον:

(−∞, a] =
⋃
n∈N

(a− n, a], µε (a− n, a] ∈ BS

Οπότε κάϑε στοιχείο της ϐάσης είναι ανοικτό και κλειστό. ΄Αϱα, για κάϑε B ∈ BS :

B◦ = B B = B ∂B = ∅

■

΄Εχοντας οϱίσει τις κλειστές ϑήκες, µποϱούµε πλέον να µελετήσουµε πυκνά σύνολα.

Οϱισµός 4.2: ΄Εστω (X,T) ένας τοπολογικός χώϱος και D ⊆ X. Το D λέγεται πυκνό εάν και µόνο
αν D = X.

■ Παϱάδειγµα 4.7:

• ΄Εστω (X,T) ένας τοπολογικός χώϱος µε την τετϱιµµένη τοπολογία. Κάϑε A ̸= ∅ είναι πυκνό.

• ΄Εστω (X,Tδ) ένας τοπολογικός χώϱος µε τη διακϱιτή τοπολογία. Το µοναδικό πυκνό σύνολο είναι
το X.

• ΄Εστω (X,T) ένας τοπολογικός χώϱος µε τη συµπεπεϱασµένη τοπολογία. Τα άπειϱα σύνολα είναι
πυκνά.

• ΄Εστω (X,T) ένας τοπολογικός χώϱος µε την τοπολογία του ιδιαιτέϱου σηµείου x0. Κάϑε ανοικτό µη
κενό σύνολο είναι πυκνό, και ιδιαιτέϱως το {x0} είναι πυκνό.

■
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■ Παϱάδειγµα 4.8: ΄Εστω (R,TS) ο τοπολογικός χώϱος του Παραδείγµατος 3.1. Το σύνολο Q είναι
πυκνό.

Πϱάγµατι, εάν Q ̸= R, τότε εξ ορισµού της ϑήκης:⋂
FQ ̸= R ⇒ ∃x ∈ R\

⋂
FQ

∆ηλαδή µποϱεί να ϐϱεϑεί Fx ∈ FQ (που να µην είναι όλος ο χώϱος) τέτοιο ώστε x ̸∈ Fx ⇒ x ∈ F cx . To F cx
είναι όµως ανοικτό σύνολο, οπότε υπάϱχει κάποιο στοιχείο Bx της ϐάσης BS τέτοιο ώστε x ∈ Bx ⊆ F cx ⇒
Bx ∩ Fx = ∅. Επειδή το Fx πεϱιέχει ολόκληϱο το Q, ϑα έχουµε Bx ∩Q = ∅, το οποίο είναι άτοπο (το Bx
είναι αϱιστεϱά ηµιάνοικτο, µη κενό διάστηµα). ■





ΚΕΦΑΛΑΙO 5

Μάϑηµα 5

Πϱόταση 5.1: (Χαϱακτηϱισµοί για τα πυκνά σύνολα). ΄Εστω (X,T) ένας τοπολογικός χώϱος.
ΥπενϑυµίϹουµε ότι ένα σύνολο D ⊆ X λέγεται πυκνό όταν D = X. Πέϱα από τον οϱισµό, υπάϱχουν
κι άλλοι χαϱακτηϱισµοί για τα πυκνά σύνολα.

i. ΄Ενα σύνολο D ⊆ X είναι πυκνό ⇔ ∀∅ ≠ G ∈ T, D ∩G ̸= ∅.

ii. ΄Ενα σύνολο D ⊆ X είναι πυκνό ⇔ ∀∅ ̸= B ∈ B, D ∩ B ̸= ∅, όπου B είναι µια ϐάση της
τοπολογίας.

Απόδειξη: Για το i., αποδεικνύουµε πϱώτα την κατεύϑυνση (⇒). Εάν πϱος άτοπο υπήϱχε ∅ ≠ G ∈ T τέτοιο
ώστε D ∩G ̸= ∅, ϑα είχαµε G ⊆ Dc. Εποµένως:

G = G◦ ⊆ (Dc)◦ = (X\D)◦ = X\D ⋆
= X\X = ∅

Στην ισότητα άστϱο (⋆) χρησιµοποιείται το ότι το D είναι πυκνό σύνολο. Η σχέση G ⊆ ∅ δίνει το άτοπο,
αϕού το G υποτέϑηκε µη κενό.

Για την αντίστροφη κατεύϑυνση (⇐), ϑεωρούµε A το σύνολο X\D. Το A είναι ανοικτό σύνολο
(για παϱάδειγµα επειδή X\D = (X\D)◦), οπότε είτε είναι το κενό σύνολο είτε δεν είναι (και στην
τελευταία πεϱίπτωση D ∩ A ̸= ∅, από την υπόθεση). Η δεύτεϱη συνθήκη δεν µποϱεί να αληθεύει εξ
ορισµού του A, οπότε αναγκαστικά:

A = ∅ ⇒ X\D = ∅ ⇒ X = D

Η απόδειξη του ii. ουσιαστικά πϱοκύπτει από το i., αϕού κάϑε ανοικτό σύνολο γϱάϕεται ως ένωση στοιχείων
της ϐάσης B.

Παϱατήϱηση 5.1: ΄Εστω (X,T) ένας τοπολογικός χώϱος και B = {Bi}i∈I µια ϐάση της τοπολογίας T.
Για κάϑε µη κενό Bi ∈ B επιλέγουµε ένα xi ∈ Bi και κατασκευάϹουµε σύνολο:

D = {xi}i∈J (όπου Bi = ∅ ακϱιϐώς όταν i ∈ I\J )

Το D είναι πυκνό σύνολο.

Απόδειξη: Είναι άµεσο από το ii. της προηγούµενης πρότασης. Εν τω µεταξύ, σε πολλά τέτοια επιχειρή-
µατα είναι εµφανής η χϱήση του αξιώµατος της επιλογής - δεν ϑα το αναϕέϱουµε κάϑε ϕοϱά.

T Παϱατηϱήστε ότι αυτή η επιλογή των xi είναι εν γένει άπειϱη. Εποµένως η κατασκευή του D (αξιω-
µατικά µιλώντας) δεν είναι τόσο τετριµµένη και χρειάζεται το αξίωµα της επιλογής.

Οϱισµός 5.1: (Εσωτεϱικά σηµεία και σηµεία επαϕής). ΄Εστω (X,T) ένας τοπολογικός χώϱος και
A ⊆ X, x ∈ X.
Ι. Το σηµείο x ∈ X ϑα καλείται εσωτεϱικό σηµείο του A εάν και µόνο αν x ∈ A◦.
II. Το σηµείο x ∈ X ϑα καλείται σηµείο επαϕής του A εάν και µόνο αν x ∈ A.
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Σηµεία επαϕής

Εσωτεϱικά σηµεία

x ∈ A

Μεϱικά σηµεία επαϕής και µεϱικά εσωτεϱικά σηµεία σε ένα σύνολο του επιπέδου.

Εάν ϕανταστούµε τα ανοικτά σύνολα στους µετϱικούς χώϱους, ϑα ϑέλαµε (διαισθητικά) ένα σηµείο x
να ϐρίσκεται στο εσωτεϱικό ενός συνόλου A εάν περιέχεται σε ένα ανοικτό υποσύνολο του A. Αντίσ-
τοιχα, ένα σηµείο x να ϐρισκεται στη ϑήκη του A αν το A τέµνει κάϑε ανοικτό σύνολο που περιέχει
το x. Με την παϱακάτω πρόταση ϕαίνεται ότι στους τοπολογικούς χώϱους αυτές οι ιδιότητες έχουν
µεταϐιϐαστεί.

Πϱόταση 5.2: ΄Εστω (X,T) ένας τοπολογικός χώϱος και A ⊆ X, x ∈ X. Τα ακόλουϑα αληϑεύουν:

i. x ∈ A◦ ⇔ Υπάϱχει G ∈ T τέτοιο ώστε x ∈ G ⊆ A.

ii. x ∈ A ⇔ Για κάϑε G ∈ T µε x ∈ G, η τοµή G ∩A δεν είναι κενή.

Απόδειξη: Για το i.: (⇒) Εξ οϱισµού του εσωτεϱικού A◦, µποϱούµε να γϱάψουµε:

x ∈ A◦ ⇒ x ∈
⋃

EA

Εξ ορισµού της ένωσης, υπάρχει κάποιο ανοικτό G ∈ EA (δηλαδή ανοικτό τέτοιο ώστε G ⊆ A) µε x ∈ G.

(⇐) Για το αντίστροφο, παϱατηϱήστε ότι η προηγούµενη διαδικασία λειτουργεί και αντίστροφα.

Για το ii., ένα σηµείο x της ϑήκης A δεν ανήκει στο σύνολο X\A, οπότε δεν ανήκει στο (X\A)◦.
Τώϱα το τελευταίο είναι εσωτεϱικό συνόλου, οπότε µε άϱνηση του i., ∀G ∈ T, x ∈ G ̸⊆ X\A. ∆ηλαδή:

∀G ∈ T, G ∩A ̸= ∅

Και πάλι παϱατηϱήστε ότι µποϱούµε να εργαστούµε και αντίστροφα.

Αποµένει να ορίσουµε σηµεία συσσώϱευσης και µεµονωµένα σηµεία σε τοπολογικούς χώϱους.

Οϱισµός 5.2: (Σηµεία συσσώϱευσης και µεµονωµένα σηµεία). ΄Εστω (X,T) ένας τοπολογικός
χώϱος και A ⊆ X, x ∈ X.
I. Το σηµείο x λέγεται σηµείο συσσώϱευσης του A εάν και µόνο αν για κάϑε G ∈ T µε x ∈ G, η
τοµή G ∩ (A\{x}) δεν είναι κενή. ΄Εχοντας την Πϱόταση 5.2, ii. υπόψη, το σηµείο x είναι σηµείο
συσσώϱευσης του A εάν και µόνο αν ανήκει στη ϑήκη A\{x}.
II. Το σηµείο x λέγεται µεµονωµένο σηµείο του A εάν ανήκει στο A και δεν είναι σηµείο συσσώϱευσης
του A. ∆ηλαδή εάν υπάϱχει G ∈ T τέτοιο ώστε G ∩A = {x}.

Οϱισµός 5.3: (Παϱάγωγο σύνολο). ΄Εστω (X,T) ένας τοπολογικός χώϱος και A ⊆ X. Το παϱάγωγο
σύνολο του A είναι το σύνολο των σηµείων συσσώϱευσης του A. ΣυµϐολίϹουµε:

A′ = {x ∈ X | το x είναι σηµείο συσσώϱευσης του A}
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Σηµεία επαϕής

Εσωτεϱικά σηµεία

x ∈ A

Σηµεία συσσώϱευσης

Μεµονωµένα σηµεία

Μεϱικά σηµεία επαϕής, εσωτεϱικά, συσσώϱευσης και µεµωνοµένα, σε ένα σύνολο του επιπέδου.

■ Παϱάδειγµα 5.1:

• ΄Εστω (X,Tδ) ένας τοπολογικός χώϱος µε τη διακριτή τοπολογία. Για κάϑε A ⊆ X έχουµε A′ = ∅.

Πϱάγµατι, εάν ένα x ∈ X ήταν σηµείο συσσώϱευσης του A, τότε κάϑε ανοικτό σύνολο που
το περιέχει, αναγκαστικά ϑα περιέχει κι άλλα σηµεία του A (πέϱα από το x, αν αυτό ανήκει στο A)
- όµως το {x} είναι ανοικτό σύνολο που δεν περιέχει άλλα σηµεία του A. Aυτό µας δίνει άτοπο.

• ΄Εστω (X,T) ένας τοπολογικός χώϱος µε την τοπολογία του ιδιαιτέρου σηµείου x0 και µε |X| ⩾ 2.
Το σύνολο A = {x0} είναι ανοικτό. Ισχυριζόµαστε ότι A′ = X\{x0}.

Πϱάγµατι, ένα x0 ̸= x ∈ X ανήκει στο A′ εάν και µόνο αν x ∈ A\{x} = {x0}\{x}, δηλαδή εάν
και µόνο αν x ∈ {x0} = X (το οποίο ισχύει προφανώς - επίσης, ϑυµηθείτε το Παϱάδειγµα 4.5).
Αντίστοιχα το x0 δεν είναι σηµείο συσσώϱευσης, αϕού x0 ̸∈ {x0}\{x0} = ∅.

■

Πϱόταση 5.3: ΄Εστω (X,T) ένας τοπολογικός χώϱος και A ⊆ X. Αληϑεύουν τα ακόλουϑα:

i. A = A ∪A′

ii. A κλειστό ⇔ A′ ⊆ A.

Απόδειξη: Για το i., ϑα αποδείξουµε τους δύο εγκλεισµούς. Κάϑε σηµείο συσσώϱευσης είναι σηµείο
επαϕής, οπότε A′ ⊆ A (από την Πρόταση 5.2, ii. και τον Οϱισµό 5.2, Ι.). Επειδή επιπλέον A ⊆ A
έχουµε τον εγκλεισµό A ∪A′ ⊆ A.

Για τον άλλο εγκλεισµό, ένα x ∈ A ανήκει στο A ή δεν ανήκει στο A. Αν δεν ανήκει στο A, τότε
x ∈ A = A\{x}. Αυτό δείχνει ότι x ∈ A′. Κατ’ επέκταση το x ανήκει στο A ή στο A′, κι εποµένως
A ⊆ A ∪A′.

To ii. αποδεικνύεται από το i. σε συνδυασµό µε την Πρόταση 3.3, ii..

Είδαµε ότι σε µια τοπολογία είναι δυνατόν κανείς να ορίσει σηµεία επαϕής, εσωτεϱικά και συσσώϱευσης,
που (κυϱίως στην πραγµατική ανάλυση) είχαν µια ισχυϱή γεωµετϱική εικόνα. Χωϱίς την χϱήση
αποστάσεων, µποϱούµε να µελετήσουµε ≪τοπικά≫ τον χώϱο, χρησιµοποιώντας τα ανοικτά σύνολα.

Οϱισµός 5.4: (Πεϱιοχές). ΄Εστω (X,T) ένας τοπολογικός χώϱος και x ∈ X, A ⊆ X, B µία ϐάση της
T. Το σύνολο A λέγεται πεϱιοχή του x εάν x ∈ A◦. ∆ύο άλλοι ισοδύναµοι οϱισµοί είναι οι:

∃G ∈ T µε x ∈ G ⊆ A

και:
∃B ∈ B µε x ∈ B ⊆ A

ΣυµϐολίϹουµε µε Nx το σύνολο όλων των πεϱιοχών του x. Εάν ο τοπολογικός χώϱος δεν υπονοείται,
ϑα συµϐολίϹουµε µε NT

x το εν λόγω σύνολο.
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Πϱόταση 5.4: ΄Εστω (X,T) ένας τοπολογικός χώϱος και x ∈ X. To Nx έχει τις εξής ιδιότητες:

i. Κάϑε πεϱιοχή U ∈ Nx πεϱιέχει το x (οπότε δεν είναι κενή).

ii. Εάν U, V ∈ Nx, τότε και η τοµή U ∩ V ∈ Nx.

iii. Αν U ∈ Nx, κάϑε υπεϱσύνολο V ⊇ U ανήκει στο Nx.

iv. Αληϑεύει η ισοδυναµία G ∈ T ⇔ ∀x ∈ G, G ∈ Nx (δηλαδή τα ανοικτά σύνολα είναι πεϱιοχές
όλων των σηµείων τους).

v. Αληϑεύει η ισοδυναµία: U ∈ Nx ⇔ ∃G ∈ Nx τέτοιο ώστε G ⊆ U και (∀y ∈ G, G ∈ Ny)
(εδώ ουσιαστικά µποϱούσαµε στην παϱένϑεση να γϱάψουµε ότι το G είναι ανοικτό, λόγω του iv..
΄Οµως για λόγους που ϑα γίνουν σαϕείς αϱγότεϱα, πϱοτιµούµε αυτήν την διατύπωση).

Απόδειξη: Το i. είναι άµεσο. Για το ii., από τον οϱισµό των περιοχών, υπάρχουν ανοικτά σύνολα GU , GV

τέτοια ώστε x ∈ GU ⊆ U και x ∈ GV ⊆ V . Επειδή η τοµή GU ∩ GV είναι ανοικτή και περιέχει το x,
έχουµε το Ϲητούµενο.

Για το iii. εργαζόµαστε όπως στο ii., ϐρίσκοντας δηλαδή ανοικτό GU ⊆ U µε x ∈ GU .

Το iv. είναι ένας ακόµη χαρακτηρισµός για τα ανοικτά σύνολα. (⇒) Εάν το G είναι ανοικτό, τότε
x ∈ G◦ για κάϑε x ∈ G (αϕού G◦ = G). ∆ηλαδή το G είναι περιοχή για κάϑε σηµείο του.

(⇐) Εάν αληθεύει το δεξί µέλος της ισοδυναµίας, τότε το G είναι ένα από τα σύνολα της οικογένειας EG.
Οπότε G ⊆ G◦ ⇒ G = G◦ (αϕού επιπλέον G◦ ⊆ G).

To v. πϱοκύπτει από το iv. και την πϱώτη ισοδύναµη µοϱϕή του Ορισµού 5.4.

Οι παραπάνω ιδιότητες (i., ii., iii., v.) είναι χαρακτηριστικές για τις περιοχές, όπως ϑα δείξουµε στο
ϑεώϱηµα που ϑα ακολουθήσει. Εάν µια οικογένεια συνόλων τις ικανοποιεί, τότε µποϱεί να οριστεί µια
τοπολογία της οποίας οι περιοχές είναι ακϱιϐώς τα σύνολα της εν λόγω οικογένειας. Χονδρικά µιλώντας,
κανείς µποϱεί να κατασκευάσει την τοπολογία γνωρίζοντας τις περιοχές.

Θεώϱηµα 5.1: ΄Εστω X ̸= ∅ ένα σύνολο και για κάϑε x ∈ X υπάϱχει µη κενή οικογένεια Nx ⊆ P(X)
µε τις ιδιότητες:

α. Εάν U ∈ Nx, τότε x ∈ U (αντίστοιχη της πϱοηγούµενης i.).

ϐ. Εάν U1, U2 ∈ Nx, τότε U1 ∩ U2 ∈ Nx (αντίστοιχη της πϱοηγούµενης ii.).

γ. Εάν U ∈ Nx και V ⊇ U , τότε V ∈ Nx (αντίστοιχη της πϱοηγούµενης iii.).

δ. U ∈ Nx ⇒ ∃G ∈ Nx τέτοιο ώστε G ⊆ U και (∀y ∈ G, G ∈ Ny) (αντίστοιχη της πϱοηγούµενης
v.).

Η οικογένεια:
T = {G ⊆ X | ∀y ∈ G, G ∈ Ny}

είναι τοπολογία, και µάλιστα για κάϑε x ∈ X, Nx = NT
x .

Απόδειξη: Αϱχικά ϑα δείξουµε ότι η T ικανοποιεί τις συνϑήκες του οϱισµού της τοπολογίας.

• Το ∅ και το X ανήκουν τετριµµένα στο T (το πϱώτο λόγω του ≪για κάϑε≫ στη συνθήκη της συγ-
κεκριµένης τοπολογίας T, και το δεύτεϱο γιατί το X είναι υπερσύνολο καθενός G ∈ Nx και ισχύει
η ιδιότητα γ.).

• ΄Εστω ένα τυχόν x ∈ U1 ∩ U2 µε U1, U2 ∈ T. Τότε U1, U2 ∈ Nx και από το ϐ., U1 ∩ U2 ∈ Nx για το
τυχόν αυτό x (άϱα και για κάϑε τέτοιο).

• Η ένωση αντιµετωπίϹεται αναλόγως. ΄Εστω ένα τυχόν x ∈
⋃
i∈I Ui για αυϑαίϱετα µεγάλη οικογένεια

{Ui}i∈I ⊆ T. Το x ανήκει σε κάποιο Uj και Uj ⊆
⋃
i∈I Ui, οπότε από το γ.,

⋃
i∈I Ui ∈ Nx. Αυτό

ισχύει για τυχόν x ∈
⋃
i∈I Ui, οπότε έχουµε το Ϲητούµενο.

Αυτά δείχνουν ότι η T είναι τοπολογία.
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ΙσχυϱιϹόµαστε ότι για κάϑε x ∈ X, Nx = NT
x . Για τυχόν x ∈ X, έχουµε:

U ∈ NT
x ⇒ ∃G ∈ T, x ∈ G ⊆ U

(από τον οϱισµό της τοπολογίας T). Αν αντικαταστήσουµε το δεξί µέλος µε το ισοδύναµό του, έχουµε:

U ∈ NT
x ⇒ ∃G ⊆ U τέτοιο ώστε x ∈ G και ∀y ∈ G, G ∈ Ny

και ιδίως για x = y:

U ∈ NT
x ⇒ ∃G ∈ Nx και G ⊆ U

γ.⇒ U ∈ Nx

∆ηλαδή NT
x ⊆ Nx. Για τον αντίστϱοϕο εγκλεισµό, γϱάϕουµε:

U ∈ Nx ⇒ ∃G ∈ Nx τέτοιο ώστε G ⊆ U και (∀y ∈ G, G ∈ Ny)

(από το δ.). Ισοδύναµα, από τον οϱισµό της T:

U ∈ Nx ⇒ ∃G ∈ T µε x ∈ G ⊆ U

∆ηλαδή U ∈ NT
x , το οποίο αποδεικνύει τον αντίστροφο εγκλεισµό Nx ⊆ NT

x .





ΚΕΦΑΛΑΙO 6

Μάϑηµα 6

Οϱισµός 6.1: (Βάσεις πεϱιοχών). ΄Εστω (X,T) ένας τοπολογικός χώϱος και x ∈ X. ΄Ενα σύνολο
Bx ⊆ Nx ϑα καλείται ϐάση πεϱιοχών του x αν:

∀U ∈ Nx, ∃B ∈ Bx τέτοιο ώστε B ⊆ U

Εάν ο τοπολογικός χώϱος δεν υπονοείται, ϑα συµϐολίϹουµε µε BT
x το εν λόγω σύνολο. Επίσης, κάϑε

B ∈ Bx καλείται ϐασική πεϱιοχή του x.

■ Παϱάδειγµα 6.1:

• ΄Εστω (X,T) τοπολογικός χώϱος. Το σύνολο Nx είναι ϐάση πεϱιοχών του x.

• ΄Εστω (X,T) τοπολογικός χώϱος. Το σύνολο Bx = Nx ∩ T είναι ϐάση πεϱιοχών του x.

• Σε µετϱικό χώϱο (X, ϱ), το σύνολο Bx =
{
B(x, ε) | ε > 0

}
είναι ϐάση πεϱιοχών του x. To Bx

εξακολουϑεί να είναι ϐάση πεϱιοχών του x, αν η συνϑήκη ≪ε > 0≫ αντικατασταϑεί από την ≪ε ∈
Q ∩ (0,∞)≫ ή την ≪ε ∈ {1/n}n∈N≫.

• Σε µετϱικό χώϱο (X, ϱ), το σύνολο B̂x =
{“B(x, ε) | ε > 0

}
είναι ϐάση πεϱιοχών του x. To B̂x

εξακολουϑεί να είναι ϐάση πεϱιοχών του x, αν η συνϑήκη ≪ε > 0≫ αντικατασταϑεί από την ≪ε ∈
Q ∩ (0,∞)≫ ή την ≪ε ∈ {1/n}n∈N≫.

• ΄Εστω (X,Tδ) ένας τοπολογικός χώϱος µε τη διακϱιτή τοπολογία Tδ. Το {x} είναι ένα σύνολο του
συνόλου πεϱιοχών Nx, αϕού x ∈ {x} = {x}◦. Μάλιστα, το {x} πϱέπει να πεϱιέχεται σε κάϑε
ϐάση πεϱιοχών του x, και το {x} αϱκεί για για να κατασκευαστεί µια ϐάση πεϱιοχών. ∆ηλαδή η
Bx =

{
{x}
}

είναι ϐάση πεϱιοχών του x.

■

΄Οπως από περιοχές καταϕέϱαµε να κατασκευάσουµε τις ≪αντίστοιχες≫ τοπολογίες, έτσι κι εδώ ϑα
κατασκευάσουµε από ϐάσεις περιοχών τις ≪αντίστοιχες≫ τοπολογίες. Ο τϱόπος µε τον οποίον ϑα ερ-
γαστούµε ϑα ϑυµίσει πολύ την κατασκευή τοπολογιών από περιοχές.

Πϱόταση 6.1: ΄Εστω (X,T) ένας τοπολογικός χώϱος και x ∈ X. Μια ϐάση πεϱιοχών Bx έχει τις εξής
ιδιότητες:

i. Κάϑε ϐασική πεϱιοχή B ∈ Bx πεϱιέχει το x (οπότε δεν είναι κενή).

ii. Εάν B1, B2 ∈ Bx, τότε ∃B3 ∈ Bx τέτοιο ώστε B3 ⊆ B1 ∩B2.

iii. Αληϑεύει η ισοδυναµία G ∈ T ⇔ ∀x ∈ G, ∃Bx ∈ Bx τέτοιο ώστε Bx ⊆ G.

iv. Για κάϑε B ∈ Bx υπάϱχει x ∈ G ⊆ B τέτοιο ώστε (∀y ∈ G, ∃By ∈ By τέτοιο ώστε By ⊆ G) (η
συνϑήκη εντός της παϱένϑεσης είναι χαϱακτηϱισµός ανοικτού συνόλου. Και πάλι η διατύπωση
είναι συγκεκϱιµένη λόγω του ϑεωϱήµατος που ϑα ακολουϑήσει).

Απόδειξη: Το i. ισχύει. Για το ii., παϱατηϱούµε ότι B1, B2 ∈ Nx (αϕού Bx ⊆ Nx) οπότε B1 ∩ B2 ∈ Nx.
Από τον οϱισµό των ϐάσεων πεϱιοχών, υπάϱχει B3 ∈ Bx τέτοιο ώστε B3 ⊆ B1 ∩B2.
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Για το iii., ϑα αναχϑούµε στην Πϱόταση 5.4, iv.. Αϱκεί λοιπόν να δείξουµε την ισοδυναµία:

∀x ∈ G, G ∈ Nx ⇔ ∀x ∈ G, ∃Bx ∈ Bx τέτοιο ώστε Bx ⊆ G

Η κατεύϑυνση (⇒) είναι άµεση από τον οϱισµό των ϐάσεων περιοχών. Η άλλη κατεύϑυνση (⇐) πϱοκύπτει
από την Πρόταση 5.4, iii., σε συνδυασµό µε το Bx ⊆ Nx.

To iv., εάν λάϐουµε υπόψη το iii., είναι µετάϕϱαση της Πρότασης 5.4, v..

Με τις ιδιότητες i., ii., iv. κανείς µποϱεί να κατασκευάσει τοπολογία.

Θεώϱηµα 6.1: ΄Εστω X ̸= ∅ ένα σύνολο. Για κάϑε x ∈ X υποϑέτουµε ότι υπάϱχει µη κενό σύνολο
Bx ⊆ P(X) µε τις ιδιότητες:

α. Εάν B ∈ Bx, τότε x ∈ B (αντίστοιχη της πϱοηγούµενης i.).

ϐ. Εάν B,C ∈ Bx, τότε ∃E ∈ Bx τέτοιο ώστε E ⊆ B ∩ C (αντίστοιχη της πϱοηγούµενης ii.).

γ. B ∈ Bx ⇒ ∃G ⊆ X µε x ∈ G ⊆ B και (∀y ∈ G, ∃Cy ∈ By µε Cy ⊆ G) (αντίστοιχη της
πϱοηγούµενης iv.).

Τότε το σύνολο:
T = {G ⊆ X | ∀x ∈ G, ∃Cx ∈ Bx τέτοιο ώστε Cx ⊆ G}

είναι τοπολογία, και µάλιστα για τα διάϕοϱα x ∈ X, Bx = BT
x ⊆ NT

x .

Απόδειξη: Παϱόµοια µε την απόδειξη του Θεωϱήµατος 5.1.

Παϱατήϱηση 6.1: ΄Εστω (X,T) ένας τοπολογικός χώϱος και B ⊆ T. H B είναι ϐάση της T εάν και µόνο
αν ∀x ∈ X, Bx = {B ∈ B | x ∈ B} είναι ϐάση πεϱιοχών του x.

Πϱοσοχή: Κάϑε ϐάση B δίνει ϐάσεις περιοχών Bx (για τα διάφορα x). Αντίστροφα, δεν πϱοκύπτει
από πουθενά ότι - δεδοµένης µιας οικογένειας ϐάσεων περιοχών B = {Bx}x∈X - το

⋃
B είναι ϐάση

της T. Μάλιστα εν γένει δεν είναι, γιατί στις ϐάσεις περιοχών ενδέχεται να υπάρχουν και µη ανοικτά
σύνολα.

Οϱισµός 6.2: (Μεγαλύτεϱες και µικϱότεϱες τοπολογίες). ΄Εστω X ̸= ∅ ένα σύνολο και T1,T2

δύο τοπολογίες του X. Η T2 ϑα λέγεται µεγαλύτεϱη (ή λεπτότερη ή ισχυϱότεϱη) από την T1 εάν
T1 ⊆ T2. Αντίστοιχα, η T1 ϑα λέγεται µικϱότεϱη (ή χονδροειδέστερη ή ασθενέσθερη) από την T2 εάν
T1 ⊆ T2.

Πϱοσέξτε ότι η διάταξη στις τοπολογίες δεν είναι ολική, όπως δεν είναι ολική η σχέση του υποσυνόλου. Το
παϱακάτω ϑεώϱηµα δίνει µια συνϑήκη συγκϱισιµότητας για τις τοπολογίες.

Θεώϱηµα 6.2: (Κϱιτήϱιο Hausdorff). ΄Εστω (X,T1), (X,T2) δύο τοπολογικοί χώϱοι και για κάϑε
x ∈ X ϐάσεις πεϱιοχών BT1

x , BT2
x , ως πϱος τις τοπολογίες T1 και T2 αντίστοιχα. Αληϑεύει η ισοδυναµία:

T1 ⊆ T2 ⇔ ∀x ∈ X, ∀B1 ∈ BT1
x , ∃B2 ∈ BT2

x τέτοιο ώστε B2 ⊆ B1

Για την απόδειξη αυτή ϑα χϱειαστεί να εισάγουµε έναν συµβολισµό. Σε τοπολογικό χώϱο (X,T) ϑα
συµβολίζουµε µε intTA το εσωτεϱικό του A (για να γίνεται εµφανής η τοπολογία).

Απόδειξη: (⇒) Για τυχόν x ∈ X, και για κάϑε σύνολο B1 τέτοιο ώστε x ∈ B1 ∈ BT1
x ⊆ NT1

x ,
έχουµε:

x ∈ intT1B1, αϕού B1 ∈ NT1
x

Επειδή intT1
B1 ∈ T1 ⊆ T2, έπεται ότι intT1

B1 ∈ T2 - ειδικότεϱα:

intT1B1 ⊆ intT2B1 και συνεπώς x ∈ intT2B1

΄Αϱα B1 ∈ NT2
x κι εξ ορισµού των ϐάσεων περιοχών, υπάρχει B2 ∈ BT2

x τέτοιο ώστε B2 ⊆ B1. Φυσικά
αυτά ισχύουν για τυχόν x, οπότε και για κάϑε x.
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(⇐) Ας ϑεωρήσουµε τυχόν A ∈ T1. Από την Πρόταση 5.4, iv. έχουµε ότι ∀x ∈ A, A ∈ NT1
x ,

οπότε:
∃B1 ∈ BT1

x , B1 ⊆ A και από την υπόϑεση ∃B2 ∈ BT2
x , B2 ⊆ B1 ⊆ A

ΣυµµαϹεύοντας:
∀x ∈ A, ∃B2 ∈ BT2

x τέτοιο ώστε B2 ⊆ A

κι από την Πϱόταση 6.1, iii. έπεται A ∈ T2. Επειδή το A ήταν τυχόν, αποδεικνύεται ο εγκλεισµός
T1 ⊆ T2.

6.1 Ασκήσεις

΄Ασκηση 6.1: ΄Εστω (X,⩽) ένα µεϱικά διατεταγµένο σύνολο. ΟϱίϹουµε:

U ανοικτό ⇔ [x ∈ U και y ⩾ x ⇒ y ∈ U ]

∆είξτε ότι το σύνολο T = {U ⊆ X | U ανοικτό} είναι τοπολογία (η εν λόγω τοπολογία ονοµάζεται
≪τοπολογία της διάταξης≫).

Απάντηση: Ουσιαστικά είναι Ϲήτηµα να ελεγϑεί ο οϱισµός της τοπολογίας.

• Το ότι ∅, X ∈ T είναι πϱοϕανές.

• Εάν U1, U2 ∈ T και x ∈ U1 ∩ U2, τότε όλα τα y ⩾ x ανήκουν στο U1 και στο U2 αντίστοιχα, οπότε
και στην τοµή U1 ∩ U2. Αυτό δείχνει ότι U1 ∩ U2 ∈ T.

• Η ένωση αντιµετωπίϹεται ανάλογα.

△
΄Ασκηση 6.2: ΄Εστω (X,TX), (Y,TY ) δύο τοπολογικοί χώϱοι. Θεωϱούµε το σύνολο:

T = {U × V | U ∈ TX , V ∈ TY }

Είναι το T πάντοτε τοπολογία; Είναι ϐάση κάποιας τοπολογίας;

Απάντηση: Η T δεν είναι εν γένει τοπολογία, κι αυτό διότι δεν διατηρείται η τϱίτη ιδιότητα της τοπολογίας
στο γινόµενο.

Εάν U1 × V1, U2 × V2 είναι δύο στοιχεία του T, τότε το σύνολο (U1 × V1) ∪ (U2 × V2) δεν είναι
γενικά ≪ορθογώνιο≫, οπότε δεν ανήκει στην T. Παϱόλα αυτά, το Θεώϱηµα 2.1 µας δίνει ότι η T είναι
ϐάση µιας τοπολογίας.

΄Ενα παϱάδειγµα στο οποίο η T γίνεται τοπολογία είναι στην πεϱίπτωση όπου τα TX ,TY είναι οι
τετριµµένες τοπολογίες.

△
΄Ασκηση 6.3: ΄Εστω (X,T) ένας τοπολογικός χώϱος και G ⊆ X. Τα ακόλουϑα είναι ισοδύναµα:

i. G ∈ T

ii. Για κάϑε A ⊆ X ισχύει G ∩A ⊆ G ∩A.

iii. Για κάϑε A ⊆ X ισχύει G ∩A = G ∩A.

Απάντηση: (i.⇒ii.) Εάν x ∈ G ∩ A, ϑα δείξουµε ότι x ∈ G ∩A. Ισοδύναµα, από την Πρόταση 5.2, ii.,
αϱκεί να δείξουµε ότι για κάϑε ανοικτό V µε x ∈ V έχουµε V ∩ (G ∩A) ̸= ∅.

Πϱάγµατι, V ∩ (G ∩ A) = (V ∩ G) ∩ A ̸= ∅ για τον εξής λόγο: Το V ∩ G είναι ανοικτό σύνολο
που περιέχει το x και x ∈ A, οπότε η µη κενή τοµή είναι αποτέλεσµα της Πρότασης 5.2, ii..

(ii.⇒iii.) Από το ii. σε συνδυασµό µε το ότι οι ϑήκες διατηϱούν την µονοτονία, έχουµε ότι G ∩A ⊆ G ∩A.
Για τον αντίστροφο εγκλεισµό, G ∩A ⊆ G ∩A ⇒ G ∩A ⊆ G ∩A.
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(iii.⇒i.) Για να δείξουµε ότι το G είναι ανοικτό, εφαρµόζουµε το iii. για κατάλληλο A, και µάλιστα για
A = X\G. Πράγµατι:

∅ = G ∩ (X\G) = G ∩X\G = G ∩ (G◦)c = G\G◦

εποµένως G\G◦ = ∅ ⇒ G = G◦.
△
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΄Εστω (X, ϱ), (Y, d) µετϱικοί χώϱοι. ΥπενϑυµίϹουµε ότι µια συνάϱτηση f : (X, ϱ) → (Y, d) είναι συνεχής
στο x ∈ X όταν για κάϑε ε > 0 υπάϱχει δ > 0 τέτοιο ώστε:

f
(
Bϱ(x, δ)

)
⊆ Bd

(
f(x), ε

)
Στην πϱαγµατικότητα τα ≪ε≫ και ≪δ≫ ως αποστάσεις δεν χϱειάϹονται για την διατύπωση του οϱισµού,
ακόµη και στους µετϱικούς χώϱους.

f συνεχής :⇔ ∀Bd
(
f(x), ε

)
, ∃Bϱ(x, δ) ώστε f

(
Bϱ(x, δ)

)
⊆ Bd

(
f(x), ε

)
Το κύϱιο χαϱακτηϱιστικό του οϱισµού είναι η χϱήση πεϱιοχών του x. ∆ιατυπώνουµε τον παϱακάτω γενικό
οϱισµό:

Οϱισµός 7.1: (Συνέχεια). ΄Εστω (X,TX), (Y,TY ) δύο τοπολογικοί χώϱοι και f : (X,TX) → (Y,TY ).
H f ϑα λέγεται συνεχής συνάϱτηση στο x ∈ X εάν:

∀V ∈ NTY

f(x), ∃U ∈ NTX
x ώστε f(U) ⊆ V

Ο ίδιος οϱισµός µποϱεί να διατυπωϑεί µε ϐασικές πεϱιοχές. Επιπλέον, η f ϑα καλείται συνεχής αν
είναι συνεχής σε κάϑε x ∈ X.

Πϱόταση 7.1: ΄Εστω (X,TX), (Y,TY ) δύο τοπολογικοί χώϱοι και f : (X,TX) → (Y,TY ). Αληϑεύει
η ισοδυναµία:

f συνεχής στο x ⇔ ∀V ∈ Nf(x) ισχύει f−1(V ) ∈ Nx

∆ηλαδή, κατά κάποιον τϱόπο, η f αντιστϱέϕει πεϱιοχές σε πεϱιοχές.

Απόδειξη: Κατ’ αϱχάς ας ϑυµηϑούµε µεϱικές χϱήσιµες συνολοϑεωϱητικές σχέσεις, που δεν εξαϱτώνται
από τις τοπολογίες. Εάν f : X → Y είναι µια συνάϱτηση και A ⊆ X,B ⊆ Y , τότε:

• A ⊆ f−1
(
f(A)

)
, αϕού εν γένει υπάϱχουν πεϱισότεϱα στοιχεία απ’ ότι αυτά του A των οποίων η

εικόνα ανήκει στο f(A).

• f
(
f−1(B)

)
⊆ B, αϕού εν γένει υπάϱχουν στοιχεία στο B που δεν είναι εικόνα µέσω της f .

(⇒) ΄Εστω ότι η f είναι συνεχής στο x. Τότε (από τον οϱισµό της συνέχειας) για V ∈ Nf(x) υπάϱχει U ∈ Nx

µε f(U) ⊆ V , δηλαδή f−1
(
f(U)

)
⊆ f−1(V ). Από τις χϱήσιµες συνολοϑεωϱητικές παϱατηϱήσεις:

U ⊆ f−1
(
f(U)

)
= f−1(V )

οπότε το σύνολο f−1(V ) είναι περιοχή του x, ως υπερσύνολο περιοχής του x.

(⇐) Αντίστροφα, υποθέτουµε ότι για κάϑε V ∈ Nf(x) έχουµε f−1(V ) ∈ Nx. Σταθεροποιώντας ένα
τέτoιο V , ϑέτουµε U = f−1(V ) και ϑα δείξουµε ότι U ∈ Nx, f(U) ⊆ V . Πράγµατι, από την υπόθεση
U = f−1(V ) ∈ Nx και από τις χϱήσιµες συνολοθεωρητικές παρατηρήσεις f(U) ⊆ f

(
f−1(V )

)
⊆ V .
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■ Παϱάδειγµα 7.1:

• ΄Εστω (X,TX), (Y,TY ) δύο τοπολογικοί χώϱοι και f : (X,TX) → (Y,TY ). Εάν f ≡ c ∈ X (είναι
δηλαδή σταθερή συνάϱτηση), τότε είναι και συνεχής.

Πϱάγµατι, ∀V ∈ Nc, f−1(V ) = X ∈ Nx (για οποιοδήποτε x).

• ΄Εστω (X,Tδ), (Y,TY ) δύο τοπολογικοί χώϱοι µε τον πϱώτο να έχει τη διακριτή τοπολογία, και
f : (X,TX) → (Y,TY ). Η f είναι συνεχής (δηλαδή κάϑε f είναι συνεχής).

Πϱάγµατι, οποιαδήποτε αντίστροφη εικόνα είναι υποσύνολο του X, οπότε είναι ανοικτό σύνολο.

• ΄Εστω (X,TX), (Y,TY ) δύο τοπολογικοί χώϱοι µε τον τελευταίο να έχει την τετριµµένη τοπολογία,
και f : (X,TX) → (Y,TY ). Η f είναι συνεχής (δηλαδή κάϑε f είναι συνεχής).

Πϱάγµατι, αν x ∈ X είναι τυχόν και V ∈ Nf(x), τότε αναγκαστικά V = Y . Εποµένως,
f−1(Y ) = X ∈ Nx.

■

Πϱόταση 7.2: ΄Εστω (X,TX), (Y,TY ), (Z,TZ) τοπολογικοί χώϱοι και δύο συνεχείς συναϱτήσεις
f : (X,TX) → (Y,TY ) και g : (Y,TY ) → (Z,TZ), στα σηµεία x0 ∈ X και f(x0) ∈ Y αντίστοιχα. Η
σύνϑεση g ◦ f : (X,TX) → (Z,TZ) είναι συνεχής στο x0 ∈ X.

Απόδειξη: ΄Εστω W ∈ Ng◦f(x0). Επειδή η g είναι συνεχής στο f(x0), υπάϱχει V ∈ Nf(x0) ώστε g(V ) ⊆ W .
Επιπλέον, η f είναι συνεχής στο x0, οπότε υπάϱχει U ∈ Nx0

ώστε f(U) ⊆ V . Τελικά:

U ∈ Nx0 και g ◦ f(U) ⊆ g(V ) ⊆ W

Θεώϱηµα 7.1: ΄Εστω (X,TX), (Y,TY ) δύο τοπολογικοί χώϱοι και µια συνάϱτηση f : X → Y . Τα
ακόλουϑα είναι ισοδύναµα:

i. Η f είναι συνεχής.

ii. Για κάϑε G ∈ TY έχουµε f−1(G) ∈ TX (οι συνεχείς συναϱτήσεις αντιστϱέϕουν ανοικτά σε
ανοικτά).

iii. Για κάϑε F ⊆ Y κλειστό, το σύνολο f−1(F ) ⊆ X είναι κλειστό (οι συνεχείς συναρτήσεις αντι-
στρέφουν κλειστά σε κλειστά).

iv. Για κάϑε A ⊆ X, f(A) ⊆ f(A).

v. Για κάϑε B ⊆ Y , f−1(B) ⊆ f−1(B).

vi. Για κάϑε B ⊆ Y , f−1(B◦) ⊆
(
f−1(B)

)◦
Απόδειξη: (i. ⇒ ii.) ΄Εστω ότι η f είναι συνεχής και G ∈ TY . Εάν x ∈ f−1(G) είναι τυχόν σηµείο,
τότε f(x) ∈ G. Επειδή το G είναι ανοικτό, είναι και περιοχή του f(x), οπότε από την συνέχεια της f
εξασφαλίζεται η ύπαϱξη µιας περιοχής U του x για την οποία f(U) ⊆ G ⇒ U ⊆ f−1(G). Τώϱα η f−1(G)
είναι περιοχή του x ως υπερσύνολο περιοχής του x, κι αυτό µάλιστα συµβαίνει για κάϑε x ∈ f−1(G).
∆ηλαδή το f−1(G) είναι περιοχή κάϑε σηµείου του, άϱα είναι ανοικτό.

(ii. ⇒ iii.) Εάν F ⊆ Y είναι ένα κλειστό σύνολο, το Y \F ϑα είναι ανοικτό σύνολο. Εποµένως
από το ii., το f−1(Y \F ) είναι ανοικτό κι αυτό. Επειδή f−1(Y \F ) = X\f−1(F ), το f−1(F ) είναι κλειστό
σύνολο.

(iii. ⇒ iv.) ΄Εστω A ⊆ X. To σύνολο f(A) είναι κλειστό σύνολο στον Y , οπότε από το ii. το
f−1

(
f(A)

)
είναι κλειστό στο X. ΄Οπως και στην Πρόταση 7.1, κανείς µποϱεί - συνολοθεωρητικά µόνο -

να αποδείξει ότι A ⊆ f−1
(
f(A)

)
οπότε:

f−1
(
f(A)

) ⋆
⊇ f−1

(
f(A)

) ⋆⋆
⊇ A
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(Στον εγκλεισµό (⋆) χρησιµοποιείται ότι f(A) ⊇ f(A), και στον εγκλεισµό (⋆⋆) η συνολοθεωρητική
παϱατήϱηση).

Τελικά:
f−1

(
f(A)

)
= f−1

(
f(A)

)
⊇ A ⇒ f(A) ⊆ f(A)

(iv. ⇒ v.) ΄Εστω B ⊆ Y . Εάν οϱίσουµε A = f−1(B), από το iv. ϑα έχουµε:

f(A) ⊆ f(A) ⇒ f
(
f−1(B)

)
⊆ f

(
f−1(B)

) ⋆
⊆ B

(όπου στον εγκλεισµό (⋆) χρησιµοποιείται άλλη µια συνολοθεωρητική παϱατήϱηση).

Τελικά, f−1(B) ⊆ f−1(B).

(v. ⇒ vi.) ΄Εστω B ⊆ Y . Εφαρµόζουµε το v. για το σύνολο Y \B και έχουµε:

f−1(Y \B) ⊆ f−1(Y \B) ⇒ X\f−1(B) ⊆ f−1(Y \B)

Από τον ≪δυϊσµό≫ των ϑηκών και των εσωτεϱικών έπεται το Ϲητούµενο.

X\
(
f−1(B)

)◦ ⊆ f−1(Y \B◦) = X\f−1(B◦) ⇒
(
f−1(B)

)◦ ⊇ f−1(B◦)

(vi. ⇒ i.) ΄Εστω x ∈ X και V ∈ Nf(x) ⇒ f(x) ∈ V ◦ ⇒ x ∈ f−1(V ◦). Χϱησιµοποιώντας το vi. έχουµε:

f−1(V ◦) ⊆
(
f−1(V )

)◦ ⇒ x ∈
(
f−1(V )

)◦
∆ηλαδή U = f−1(V ) ∈ Nx. Επειδή το V ήταν τυχόν, για κάϑε V ∈ Nf(x) έχουµε δείξει ότι υπάϱχει
U ∈ Nx για το οποίο:

f(U) = f
(
f−1(V )

)
⊆ V

κι εποµένως η f είναι συνεχής στο x. ΄Οµως και το x ήταν τυχόν, οπότε η συνέχεια αποδεικνύεται παντού.

΄Εχοντας δείξει τις διάϕοϱες ισοδυναµίες, µποϱούµε να αποδείξουµε κάτι που µοιάϹει κάπως ≪παϱάδοξο≫.

■ Παϱάδειγµα 7.2: ΄Εστω (X,T1), (X,T2) δύο τοπολογικοί χώϱοι και η συνάϱτηση id : X → X. H id
δεν είναι κατ’ ανάγκη συνεχής.

Πϱάγµατι, η id ϑα είναι συνεχής εάν και µόνο αν ∀G ∈ T2, id−1(G) = G ∈ T1, δηλαδή εάν και
µόνο αν T2 ⊆ T1. ■

Παϱατηϱώντας τα v. και vii. του Θεωϱήµατος 7.1 ϐλέπουµε κάποιου είδους ≪δυϊσµό≫ όσον αϕοϱά
τα εσωτεϱικά και τις ϑήκες στις αντίστϱοϕες εικόνες της f . Το iv. που αναϕέϱεται στην ίδια την f δεν
έχει αντίστοιχη ιδιότητα για εσωτεϱικά - µάλιστα ϑα δείξουµε ότι η πϱοϕανής αντίστοιχη ιδιότητα δεν
χαϱακτηϱίϹει συνέχεια.

Οϱισµός 7.2: (Ανοικτές και κλειστές απεικονίσεις). ΄Εστω (X,TX), (Y,TY ) δύο τοπολογικοί
χώϱοι και f : X → Y .
I. H f ϑα ονοµάϹεται ανοικτή αν για κάϑε A ∈ TX , f(A) ∈ TY .
II. Αντίστοιχα, η f ϑα ονοµάϹεται κλειστή αν για κάϑε A ⊆ X κλειστό, το σύνολο f(A) ⊆ Y είναι
κλειστό.

Πϱόταση 7.3: ΄Εστω (X,TX), (Y,TY ) δύο τοπολογικοί χώϱοι και f : X → Y .

i. Η f είναι ανοικτή εάν και µόνο αν για κάϑε A ⊆ X, f(A◦) ⊆
(
f(A)

)◦.

ii. Η f είναι κλειστή εάν και µόνο αν για κάϑε A ⊆ X, f(A) ⊆ f(A).

Απόδειξη: Για το i.: (⇒) Επειδή η f είναι ανοικτή και το A◦ είναι ανοικτό, το f(A◦) είναι ανοικτό.
Εποµένως το εσωτεϱικό

(
f(A)

)◦ είναι υπερσύνολο του άλλου ανοικτού f(A◦), γιατί f(A◦) ⊆ f(A) και το(
f(A)

)◦ είναι το µεγαλύτεϱο ανοικτό υποσύνολο του f(A).

(⇐) ΄Εστω A ∈ TX . Τότε:
A = A◦ ⇒ f(A) = f(A◦) ⊆

(
f(A)

)◦
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κι επειδή εν γένει ισχύει ο εγκλεισµός f(A) ⊇
(
f(A)

)◦, το f(A) ισούται µε το εσωτεϱικό του (άϱα είναι
ανοικτό).

Το ii. αντιµετωπίζεται ανάλογα.

Η ιδιότητα i. της Πρότασης 7.3 είναι η αντίστοιχη ιδιότητα για τα εσωτεϱικά που ϑα ϑέλαµε στο
Θεώϱηµα 7.1. Μέσω της i. εκφράζονται όµως οι ανοικτές απεικονίσεις και όχι οι συνεχείς. Επίσης
ξέϱουµε ότι οι συνεχείς δεν ταυτίζονται µε τις ανοικτές, αϕού υπάρχουν παραδείγµατα συνεχών που δεν
είναι ανοικτές, καθώς επίσης και ανοικτών που δεν είναι συνεχείς. Για την ακϱίϐεια:

f συνεχής ̸⇒ f ανοικτή, f ανοικτή ̸⇒ f συνεχής,
f συνεχής ̸⇒ f κλειστή, f κλειστή ̸⇒ f συνεχής,
f ανοικτή ̸⇒ f κλειστή, f κλειστή ̸⇒ f ανοικτή.

Στη συνέχεια ϑα αναϕεϱϑούµε σε απεικονίσεις που διατηϱούν την τοπολογική δοµή.

Οϱισµός 7.3: (Οµοιοµορφισµοί). ΄Εστω (X,TX), (Y,TY ) δύο τοπολογικοί χώϱοι και f : X → Y . Η
f ϑα λέγεται οµοιοµορφισµός εάν είναι αµφιµονοσήµαντη και συνεχής ως πϱος τις δύο κατευθύνσεις
(δηλαδή η ίδια να είναι συνεχής και η αντίστροφή της να είναι συνεχής).

Η ύπαϱξη µιας τέτοιας f : (X,TX) → (Y,TY ) ϑα λέµε ότι καθιστά τους δύο τοπολογικούς
χώϱους οµοιοµορφικούς, και ϑα συµβολίζουµε (X,TX) ∼ (Y,TY ).

Ο συµϐολισµός (X,T) ∼ (Y,TY ) είναι εύλογος, αϕού η ≪∼≫ είναι σχέση ισοδυναµίας.

Παϱατήϱηση 7.1: Οι οµοιοµοϱϕισµοί απεικονίϹουν ανοικτά σύνολα σε ανοικτά σύνολα, και ως πϱος τις
δύο κατευϑύνσεις.

Απόδειξη: Πϱάγµατι, ας ϑεωϱήσουµε A ένα τυχόν υποσύνολο του X. Από το Θεώϱηµα 7.1, επειδή η f−1

είναι συνεχής, ϑα έχουµε:
f(A) ⊆

(
f(A)

)◦
οπότε από την Πρόταση 7.3 η f είναι ανοικτή.

Αντίστοιχα, εάν B είναι τυχόν υποσύνολο του Y , επειδή η f είναι συνεχής:

f−1(B) ⊆
(
f−1(B)

)◦
οπότε η f−1 είναι ανοικτή.

■ Παϱάδειγµα 7.3:

• Θεωϱούµε τους τοπολογικούς µετϱικούς χώϱους (R,Tϱ),
(
(−1, 1),Tϱ|(−1,1)

)
µε τη συνήϑη µετϱική,

και τη συνάϱτηση:
f : R → (−1, 1) µε x 7→ x

1 + |x|

H f είναι 1− 1, επί, συνεχής και έχει συνεχή αντίστϱοϕο. Οπότε (R,Tϱ) ∼
(
(−1, 1),Tϱ|(−1,1)

)
.

• ΄Εστω X ένα σύνολο και x1, x2 ∈ X, x1 ̸= x2. Θεωρούµε τους δύο τοπολογικούς χώϱους
(X,T1), (X,T2), όπου Ti είναι η τοπολογία του ιδιαιτέρου σηµείου xi, και τη συνάϱτηση:

f : (X,T1) → (X,T2) µε x 7→


x1, εάν x = x2

x1, εάν x = x2

x, εάν x ̸∈ {x1, x2}

Η f είναι 1− 1, επί, συνεχής και έχει συνεχή αντίστϱοϕο. Οπότε (X,T1) ∼ (X,T2).

• ΄Εστω (X,TX), (Y,TY ) δύο τοπολογικοί χώϱοι και µια συνάϱτηση f : X → Y . Εάν οι TX ,TY είναι
διακϱιτές τοπολογίες:

f οµοιοµοϱϕισµός ⇔ f αµϕιµονοσήµαντη ⇔ |X| = |Y |

οπότε ένας οµοιοµοϱϕισµός δεν διατηϱεί κάποια ιδιαίτεϱη δοµή (πέϱα από την πληϑικότητα) στους
διακϱιτούς τοπολογικούς χώϱους.
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• Θεωϱούµε τους τοπολογικούς χώϱους (R,TS), (R,Tϱ) και τη συνάϱτηση id : (R,TS) → (R,Tϱ).
H id δεν είναι ανοικτή, αϕού το TS είναι γνήσιο υπεϱσύνολο του Tϱ. Εποµένως, σύµϕωνα µε την
Παϱατήϱηση 7.1, δεν είναι οµοιοµοϱϕισµός. Υπάϱχει άϱαγε άλλη συνάϱτηση-οµοιοµοϱϕισµός;

■





ΚΕΦΑΛΑΙO 8

Μάϑηµα 8

Στη συνέχεια ϑα ασχοληθούµε µε ακολουθίες σε τοπολογικούς χώϱους. Θα δούµε ότι εν γένει δεν
διατηϱούν ιδιότητες από τους µετϱικούς χώϱους, και ϑα ορίσουµε την έννοια των δικτύων.

Οϱισµός 8.1: (Σύγκλιση ακολουϑιών). ΄Εστω (X,T) ένας τοπολογικός χώϱος και (xn)n∈N µια
ακολουϑία N → X. Θα λέµε ότι η (xn)n∈N συγκλίνει στο x ∈ X εάν:

∀V ∈ Nx, ∃n0 ∈ N τέτοιο ώστε ∀n ⩾ n0, xn ∈ V

Σε αυτήν την πεϱίπτωση ϑα συµϐολίϹουµε xn → x ή xn
n−→ x.

■ Παϱάδειγµα 8.1:

• ΄Εστω (X,Tδ) ένας διακϱιτός τοπολογικός χώϱος και (xn)n∈N µια ακολουϑία του µε xn → x. Επειδή
το {x} είναι ανοικτό σύνολο, είναι πεϱιοχή του x και συνεπώς:

∃n0 ∈ N τέτοιο ώστε ∀n ⩾ n0, xn ∈ {x}

∆ηλαδή κάϑε συγκλίνουσα ακολουϑία είναι τελικά σταϑεϱή.

• Θεωϱούµε τον τοπολογικό χώϱο (N,T) µε την συµπεπεϱασµένη τοπολογία T, και την ακολουϑία
(xn)n∈N = (n)n∈N. Για τυχόν m ∈ N έχουµε τα εξής: Εάν V ∈ Nm, τότε m ∈ V ◦, το οποίο είναι
ανοικτό σύνολο και έχει (κατ’ επέκταση) πεπεϱασµένο συµπλήϱωµα. Η µοϱϕή του συµπληϱώµατος
µποϱούµε να πούµε ότι ϑα είναι η (V ◦)c = {n1 < n2 < · · · < nk}, οπότε το στοιχείο nk + 1 ανήκει
στο V ◦ όπως και κάϑε επόµενό του. Θέτουµε n0 = nk + 1 και έχουµε:

Εάν V ∈ Nm, τότε ∀n ⩾ n0, xn = n ∈ V ◦ ⊆ V

∆ηλαδή η ακολουϑία (xn)n∈N συγκλίνει σε κάϑε m ∈ N.

• ΄Εστω (X,T) ένας τοπολογικός χώϱος µε το X να είναι υπεραριθµήσιµο και T να είναι η συναρι-
ϑµήσιµη τοπολογία. Θεωρούµε ότι xn → x και ϑα δείξουµε ότι η (xn)n∈N είναι τελικά σταθερή και
ίση µε x.

Αυτό ϑα επιτευχθεί µε άτοπο: Αν η (xn)n∈N δεν ήταν τελικά σταθερή και ίση µε x:

∀n0 ∈ N, ∃n ⩾ n0 τέτοιο ώστε xn ̸= x

Οπότε υπάϱχει µια ολόκληϱη υπακολουϑία (xkn)n∈N στοιχείων που δεν είναι το x (και πάλι εδώ
χϱησιµοποιείται το αξίωµα της επιλογής). Θεωϱούµε το σύνολο V = X\{xkn}n∈N και παϱατηϱούµε
ότι είναι ανοικτό (αϕού έχει αϱιϑµήσιµο συµπλήϱωµα) και πεϱιέχει το x (από την επιλογή της
υπακολουϑίας). Οπότε είναι πεϱιοχή του x κι από την σύγκλιση της ακολουϑίας στο x:

∃n0 ∈ N τέτοιο ώστε ∀n ⩾ n0, xn ∈ V

∆ηλαδή, από ένα σηµείο και µετά, όλοι οι όϱοι της ακολουϑίας πεϱιοϱίϹονται εντός του V , ακόµη
και οι όϱοι της υπακολουϑίας (από ένα σηµείο και µετά). Αυτό είναι άτοπο, από τον οϱισµό του V .
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• Θεωϱούµε δύο τοπολογικούς χώϱους (R,T), (R,Tϱ), µε τον πϱώτο να έχει τη συναριθµήσιµη
τοπολογία και τον δεύτεϱο τη συνήϑη µετϱική τοπολογία. Η συνάϱτηση id : (R,T) → (R,Tϱ) δεν
είναι συνεχής, αϕού δεν αντιστρέφει ανοικτά σε ανοικτά. Παϱόλα αυτά, ισχύει κάτι που µοιάϹει µε
την ≪αϱχή της µεταϕοϱάς≫:

Μια ακολουθία xn → x στον πϱώτο χώϱο δείξαµε ότι είναι τελικά σταθερή, οπότε η id(xn) = xn ϑα
είναι συγκλίνουσα και στον δεύτεϱο τοπολογικό χώϱο.

■

Από το Παϱάδειγµα 8.1 (δεύτεϱο •) ϕαίνεται ότι στους τοπολογικούς χώϱους δεν διατηρείται κατ’
ανάγκη η µοναδικότητα του οϱίου. Επιπλέον, από το Παϱάδειγµα 8.1 (τέταρτο •) δεν ισχύει εν γένει η
αϱχή της µεταϕοϱάς µε ακολουθίες. Το Παϱάδειγµα 8.1 (πϱώτο, τϱίτο •) ϕαίνεται να µην είναι µεγάλο
πϱόϐληµα κι ότι ενδεχοµένως δεν ϑα επηρεάσει σηµαντικά την µελέτη των τοπολογικών χώϱων, όµως
υπάρχει πϱόϐληµα στον οϱισµό των κλειστών ϑηκών και των παράγωγων συνόλων µε ακολουθίες (όπως
κάναµε στην πραγµατική ανάλυση). Ας περιοριστούµε στο τϱίτο σηµείο:

΄Εστω x ∈ X και τυχαίο V ∈ Nx. Επειδή V ∩
(
X\{x}

)
̸= ∅, έχουµε x ∈ X\{x}, δηλαδή το x

είναι σηµείο συσσώϱευσης του X\{x}. Παϱόλα αυτά, το x δεν µποϱεί να προσεγγιστεί µε ακολουθίες του
X\{x}, αϕού κάϑε συγκλίνουσα ακολουθία είναι τελικά σταθερή.

Εν συνεχεία ϑα ορίσουµε τις αντίστοιχες ≪ακολουθίες≫ σε τοπολογικούς χώϱους, τα λεγόµενα δίκ-
τυα. Αυτά ϑα γενικεύσουν την έννοια της ακολουθίας και ϑα ϐοηθήσουν στην ανάπτυξη αποτελεσµάτων
από την πραγµατική ανάλυση, όπως χαρακτηρισµούς σηµείων επαϕής και συσσώϱευσης, και συνέχειας
µέσω δικτύων µέσω µιας αντίστοιχης ≪αρχής µεταϕοϱάς≫. Πϱιν απ’ αυτά όµως, ϑα ορίσουµε µια ϐασική
έννοια:

Οϱισµός 8.2: (Κατευϑυνόµενα σύνολα). ΄Εστω Λ ένα σύνολο και ≤ µια σχέση στο Λ × Λ. Το
διατεταγµένο Ϲεύγος (Λ,≤) ϑα καλείται κατευϑυνόµενο σύνολο εάν:

i. Η ≤ είναι αυτοπαϑής. ∆ηλαδή ∀λ ∈ Λ, λ ≤ λ.

ii. H ≤ είναι µεταϐατική. ∆ηλαδή ∀κ, λ, µ ∈ Λ µε κ ≤ λ, λ ≤ µ ϑα αληϑεύει και κ ≤ µ.

iii. Για κάϑε κ, λ ∈ Λ, υπάϱχει µ ∈ Λ τέτοιο ώστε κ ≤ µ και λ ≤ µ. ∆ηλαδή ενδέχεται δύο στοιχεία
να µην συγκϱίνονται, αλλά σίγουϱα υπάϱχει ένα τϱίτο που να συγκϱίνεται µε τα άλλα δύο.

΄Οπως και στις µεϱικές διατάξεις, συµβολίζουµε µε διάγραµµα (ουσιαστικά µε ένα κατευθυνόµενο
γϱάϕηµα) τις σχέσεις µεταξύ των στοιχείων του Λ. Εάν κ ≤ λ, οι κορυφές κ, λ συνδέονται µε προσανα-
τολισµένη ακµή (ή προσανατολισµένο µονοπάτι), από το κ στο λ. Συνηθίζεται τα ≪µικϱότεϱα≫ στοιχεία
να τα σχεδιάζουµε αριστερά σε σχέση µε τα ≪µεγαλύτεϱα≫.

κ1

κ2

κ3

λ1

λ2

µ1

■ Παϱάδειγµα 8.2:

• Κάϑε ολικά διατεταγµένο σύνολο είναι κατευϑυνόµενο. Για παϱάδειγµα, τα (N,⩽), (Z,⩽), (Q,⩽),
(R,⩽) είναι κατευϑυνόµενα σύνολα.

• ΄Εστω X ένα σύνολο και Λ = P(X). Οι σχέσεις που οϱίϹονται για κάϑε A,B ∈ Λ ως εξής:

A ≤1 B ⇔ A ⊆ B

A ≤2 B ⇔ A ⊇ B

οϱίϹουν κατευϑυνόµενα σύνολα (Λ,≤1), (Λ,≤2).

• ΄Εστω (X,T) ένας τοπολογικός χώϱος, x ∈ X και Λ = Nx. Το σύνολο (Λ,≤) όπου:

∀U, V ∈ Λ, (U ≤ V ⇔ U ⊇ V )

είναι κατευϑυνόµενο σύνολο. Μάλιστα µποϱούµε να αντικαταστήσουµε το Nx µε Bx.

■
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Οϱισµός 8.3: (∆ίκτυα). ΄Εστω (X,T) ένας τοπολογικός χώϱος και (Λ,≤) ένα κατευϑυνόµενο σύνολο.
ΟνοµάϹουµε δίκτυο στο X µε σύνολο δεικτών Λ κάϑε απεικόνιση p : Λ → X. Θα συµϐολίϹουµε την p
µε (pλ)λ∈Λ, όπως κάναµε και στις ακολουϑίες.

Οϱισµός 8.4: (Σύγκλιση δικτύων). ΄Εστω (X,T) ένας τοπολογικός χώϱος και (pλ)λ∈Λ ένα δίκτυο
στον X. Θα λέµε ότι το (pλ)λ∈Λ συγκλίνει στο p ∈ X εάν:

∀V ∈ Np, ∃λ0 ∈ Λ τέτοιο ώστε ∀λ ≥ λ0, pλ ∈ V

ΣυµϐολίϹουµε pλ → p ή pλ
λ−→ p.

■ Παϱάδειγµα 8.3:

• Με το Παϱάδειγµα 8.2 (πϱώτο •) υπόψη, οι ακολουϑίες είναι δίκτυα. Επιπλέον η σύγκλιση των
ακολουϑιών συµπίπτει µε την σύγκλιση δικτύων.

• ΄Οπως στο Παϱάδειγµα 8.1 (πϱώτο •), εάν (X,Tδ) είναι διακϱιτός τοπολογικός χώϱος και pλ →
p ∈ X, τότε το δίκτυο (p)λ∈Λ είναι τελικά σταϑεϱό και ίσο µε p.

• ΄Εστω (X,T) τοπολογικός χώϱος µε την τετϱιµµένη τοπολογία και (pλ)λ∈Λ ένα δίκτυο στον X. Το
(pλ)λ∈Λ συγκλίνει σε κάϑε p ∈ X.

Παϱατήϱηση 8.1: ΄Εστω (X,T) τοπολογικός χώϱος και x ∈ X. Θεωϱούµε το κατευϑυνόµενο σύνολο
(Nx,≤), όπου ≤=⊇, και για κάϑε V ∈ Nx διαλέγουµε pV ∈ V ⊇ {x}. ΚατασκευάϹουµε δίκτυο (pV )V ∈Nx

και ισχυϱιϹόµαστε ότι pV → x.

Απόδειξη: Πράγµατι, έστω U ∈ Nx. Για κάϑε V ≥ U (δηλαδή V ⊆ U ) έχουµε pV ∈ V ⊆ U , άϱα pV ∈ U .

΄Εχοντας ορίσει τα δίκτυα και την σύγκλιση αυτών, µποϱούµε να ξεκινήσουµε την ανάπτυξη των αποτε-
λεσµάτων.

Πϱόταση 8.1: ΄Εστω (X,T) τοπολογικός χώϱος και x ∈ X, A ⊆ X. Αληϑεύει η ισοδυναµία:

x ∈ A ⇔ Υπάϱχει δίκτυο (pλ)λ∈Λ του A τέτοιο ώστε pλ → x

■

Απόδειξη: (⇒) ΄Εστω x ∈ A. Για κάϑε περιοχή V ∈ Nx η τοµή V ∩A δεν είναι κενή. Με τϱόπο παρόµοιο
όπως στην Παϱατήϱηση 8.1, διαλέγοντας pV ∈ V ∩ A και κατασκευάζοντας δίκτυο (pV )V ∈Nx

, έχουµε
pV → x.

(⇐) Ας υποθέσουµε ότι υπάρχει δίκτυο (pλ)λ∈Λ του Λ ώστε pλ → x. Λόγω της σύγκλισης, για
κάϑε V ∈ Nx υπάρχει λ0 ∈ Λ τέτοιο ώστε για κάϑε λ ≥ λ0 να έχουµε pλ ∈ V . Επειδή pλ ∈ A, η τοµή
V ∩A δεν είναι κενή και το Ϲητούµενο πϱοκύπτει από την Πρόταση 5.2, ii..

Πόϱισµα της προηγούµενης πρότασης είναι το ακόλουϑο:

Πϱόταση 8.2: ΄Εστω (X,T) τοπολογικός χώϱος και A ⊆ X. Τότε:

i. A κλειστό ⇔ Για κάϑε συγκλίνον δίκτυο (pλ)λ∈Λ, pλ → x του A, το ≪όϱιο≫ x (που εξαϱτάται
από το δίκτυο) ανήκει στο A.

ii. x ∈ A′ ⇔ Υπάϱχει δίκτυο (pλ)λ∈Λ του A\{x} τέτοιο ώστε pλ → x.

Θεώϱηµα 8.1: (Αϱχή της µεταϕοϱάς µε δίκτυα). ΄Εστω (X,TX), (Y,TY ) δύο τοπολογικοί χώϱοι
και µια απεικόνιση f : X → Y .

Η f είναι συνεχής ⇔ Για κάϑε δίκτυο (pλ)λ∈Λ, pλ → p του X έχουµε f(pλ) → f(p)

Απόδειξη: (⇒) ΄Εστω (pλ)λ∈Λ ένα δίκτυο του X µε pλ → p. Επειδή η f είναι συνεχής, για κάϑε V ∈ Nf(p)

υπάϱχει U ∈ Np τέτοιο ώστε f(U) ⊆ V . Επειδή επιπλέον το δίκτυο είναι συγκλίνον, υπάϱχει λ0 ∈ Λ
τέτοιο ώστε για κάϑε λ ≥ λ0 να έχουµε pλ ∈ U , δηλαδή f(pλ) ∈ V . Αυτά δείχνουν ότι f(pλ) → f(p).



48 Κεϕάλαιο 8. Μάϑηµα 8

(⇐) Υποϑέτουµε πϱος άτοπο ότι η f δεν είναι συνεχής σε ένα σηµείο x0 ∈ X. Από την άϱνηση του οϱισµού
της συνέχειας σ’ αυτό το σηµείο:

∃V ∈ Nf(x0) τέτοιο ώστε ∀U ∈ Nx0
, f(U) ̸⊆ V

δηλαδή f(U) ∩ V c ̸= ∅. Για κάϑε τέτοιο U επιλέγουµε στοιχείο pU ούτως ώστε f(pU ) ∈ f(U) ∩ V c και
κατασκευάϹουµε δίκτυο (pU )U∈Nx0

για το οποίο:

pU → x0 αλλά f(pU ) ̸→ f(x0)

Αυτό µας δίνει το άτοπο και κατ’ επέκταση τη συνέχεια της f .

Οϱισµός 8.5: (Οµοτελικά σύνολα). ΄Εστω (Λ,≤) ένα κατευϑυνόµενο σύνολο και N ⊆ Λ. To N
λέγεται οµοτελικό του Λ εάν ∀λ ∈ Λ, ∃ν ∈ N τέτοιο ώστε λ ≤ ν.

Οϱισµός 8.6: (Αύξουσες συναϱτήσεις µεταξύ κατευϑυνόµενων συνόλων και υποδίκτυα). ΄Εστω
(M,≤M ), (Λ,≤Λ) δύο κατευϑυνόµενα σύνολα.
I. Μια συνάϱτηση φ : M → Λ λέγεται αύξουσα εάν ισχύει η συνεπαγωγή:

µ1 ≤M µ2 ⇒ φ(µ1) ≤Λ φ(µ2)

II. ΄Εστω δύο δίκτυα p : Λ → X, q : M → X. Θα λέµε ότι το q είναι υποδίκτυο του p εάν υπάϱχει
συνάϱτηση φ : M → Λ τέτοια ώστε:

i. Η φ να είναι αύξουσα.

ii. Το σύνολο φ(M) είναι οµοτελικό του Λ.

iii. q = p ◦ φ.

φ

p

q

M

Λ X

■ Παϱάδειγµα 8.4:

• Θεωϱούµε το κατευϑυνόµενο σύνολο (N,⩽) και ένα M ⊆ N. Το M είναι οµοτελικό εάν και µόνο αν
είναι άπειϱο, δηλαδή εάν και µόνο αν δεν είναι ϕϱαγµένο.

• ΄Εστω (X,T) ένας τοπολογικός χώϱος, x ∈ X και B ⊆ Nx. To B είναι οµοτελικό του Nx εάν και
µόνο αν είναι ϐάση πεϱιοχών του x.

• ΄Εστω (Λ,≤) ένα κατευϑυνόµενο σύνολο και λ0 ∈ Λ. Το σύνολο M = {λ ∈ Λ | λ ≥ λ0} είναι
οµοτελικό του Λ.

• Κάϑε υπακολουϑία µιας ακολουϑίας είναι υποδίκτυο. Πϱοσοχή: Τα υποδίκτυα µιας ακολουϑίας
δεν είναι κατ’ ανάγκη υπακολουϑίες.

• ΄Εστω M ένα οµοτελικό σύνολο του (Λ,≤). Το (M,≤ |M ) είναι κατευθυνόµενο σύνολο.

Πϱάγµατι, αυτό που χρειάζεται να ελέγξουµε είναι η ιδιότητα iii. των κατευθυνόµενων συνόλων:
Για µ1, µ2 ∈ M , επειδή το Λ είναι κατευθυνόµενο, υπάρχει λ ∈ Λ µε µ1, µ2 ≤ λ. Τώϱα το M είναι
οµοτελικό του Λ, οπότε υπάρχει µ ∈ M τέτοιο ώστε µ1, µ2 ≤ λ ≤ µ.

• ΄Εστω M ένα οµοτελικό σύνολο του (Λ,≤), και (pλ)λ∈Λ ένα δίκτυο του Λ. Το (pµ)µ∈M είναι
υποδίκτυο του (pλ)λ∈Λ.

Πϱάγµατι, η συνάϱτηση εµφύτευσης φ = i : M ↪→ Λ είναι αύξουσα, το φ(M) = M είναι
οµοτελικό στο Λ, και (pµ)µ∈M = (pφ(µ))µ∈M .

■
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Παϱατήϱηση 9.1: ΄Εστω (X,T) ένας τοπολογικός χώϱος και x ∈ X. Ας ϑεωϱήσουµε (pλ)λ∈Λ ένα δίκτυο
στον X για το οποίο pλ ̸→ x. Τότε, από την άϱνηση του οϱισµού της σύγκλισης:

∃V ∈ Nx τέτοιο ώστε ∀λ ∈ Λ, ∃µλ ≥ λ︸ ︷︷ ︸
(⋆)

µε pµλ
̸∈ V

Εάν λοιπόν κατασκευάσουµε το σύνολο MV = {µλ ∈ Λ | pµλ
̸∈ V }, η σχέση άστϱο (⋆) µας δίνει ότι είναι

οµοτελικό του Λ, και από το Παϱάδειγµα 8.4 (έκτο •) το (pµλ
)µλ∈MV

είναι υποδίκτυο της (pλ)λ∈Λ.
∆ηλαδή υπάρχει υποδίκτυο (pµλ

)µλ∈MV
της (pλ)λ∈Λ για το οποίο pµλ

̸∈ V .

Φυσικά αληθεύει και το αντίστροφο, δηλαδή εάν υπάρχει ≪µη συγκλίνον≫ υποδίκτυο πϱος το x,
τότε το δίκτυο δεν συγκλίνει στο x. Αυτό ϑα το ξαναδούµε στην επόµενη πρόταση.

T Πϱοσοχή: Το υποδίκτυο που παίϱνουµε στην Παϱατήϱηση 9.1 δεν είναι της µορφής p ◦ µ(λ), όπου
µ : Λ → Λ, λ 7→ µλ. Ενδέχεται αν λ1 ≤ λ2 να µην αληθεύει µ(λ1) = µλ1 ≤ µλ2 = µ(λ2).

Αυτό που εξασφαλίζει το Παϱάδειγµα 8.4 (έκτο •) είναι το υποδίκτυο pµλ = p ◦ iMV , όπου
η iMV : MV ↪→ Λ είναι συνάϱτηση εµφύτευσης.

Πϱόταση 9.1: ΄Εστω (X,T) τοπολογικός χώϱος, (pλ)λ∈Λ δίκτυο στον X και x ∈ X. Αληϑεύει η
ισοδυναµία:

pλ → x ⇔ Για κάϑε υποδίκτυο (pφ(µ))µ∈M έχουµε pφ(µ) → x

Απόδειξη: Ουσιαστικά στην Παϱατήϱηση 9.1 δείξαµε ότι:

pλ ̸→ x ⇔ Υπάϱχει υποδίκτυο (pφ(µ))µ∈M τέτοιο ώστε pφ(µ) ̸→ x

Οπότε µε άϱνηση:

pλ → x ⇔ Για κάϑε υποδίκτυο (pφ(µ))µ∈M έχουµε pφ(µ) → x

Ας αιτιολογίσουµε µόνο λίγο παραπάνω γιατί η ύπαϱξη ενός µη συγκλίνοντος υποδικτύου (πϱος το x)
δείχνει ότι το δίκτυο δεν συγκλίνει (πϱος το x). Εάν pφ(µ) ̸→ x, τότε υπάρχει µια περιοχή V ∈ Nx τέτοια
ώστε για κάϑε µ ∈ M υπάρχει kµ ≥ µ µε pφ(kµ) ̸∈ V .

Θεωϱούµε τώϱα τυχαίο λ ∈ Λ κι επειδή το φ(M) είναι οµοτελικό του Λ, υπάρχει φ(µ) ≥ λ. Γι’
αυτό το µ υπάρχει (όπως πϱιν) το αντίστοιχο kµ, και από την µονοτονία της φ, φ(kµ) ≥ φ(µ) ≥ λ.
Μάλιστα, γι’ αυτό το φ(kµ) έχουµε pφ(kµ) ̸∈ V .

∆ηλαδή υπάρχει µια περιοχή V ∈ Nx τέτοια ώστε για κάϑε λ ∈ Λ υπάρχει ένα µεγαλύτεϱο στοιχείο στο
οποίο αν το δίκτυο p εκτιµηθεί, η εικόνα δεν ανήκει στο V . ∆ηλαδή pλ ̸→ x.

Στη συνέχεια ϑα ορίσουµε οριακά σηµεία δικτύων και ϑα περιγράψουµε ιδιότητές τους που µοιάζουν µε
τις αντίστοιχες ιδιότητες των οριακών σηµείων ακολουθιών.
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Οϱισµός 9.1: (Οϱιακά σηµεία δικτύων). ΄Εστω (X,T) ένας τοπολογικός χώϱος, (pλ)λ∈Λ υποδίκτυο
στον X και x ∈ X. Λέµε ότι το x είναι οϱιακό σηµείο του δικτύου (pλ)λ∈Λ εάν:

∀V ∈ Nx, ∀λ ∈ Λ, ∃µ ≥ λ τέτοιο ώστε pµ ∈ V

΄Οπως και για τα οϱιακά σηµεία στις ακολουϑίες, ίσως να µποϱεί να εισαχϑεί ένας ισοδύναµος οϱισµός
µέσω υποδικτύων. Πϱάγµατι, διατυπώνουµε το ακόλουϑο:

Θεώϱηµα 9.1: ΄Εστω (X,T) ένας τοπολογικός χώϱος, (pλ)λ∈Λ υποδίκτυο στον X και x ∈ X. Το
σηµείο x είναι οϱιακό του (pλ)λ∈Λ εάν και µόνο αν υπάϱχει υποδίκτυο (pφ(µ))µ∈M µε pφ(µ) → x.

Απόδειξη: (⇒) Ουσιαστικά για την εύϱεση του υποδικτύου ϑα χϱειαστεί να οϱιστεί ≪κατάλληλο σύνολο
δεικτών≫. Οπότε για αϱχή αποδεικνύουµε το παϱακάτω λήµµα:

Λήµµα 9.1: Το σύνολο M =
{
(U, λ) ∈ Nx×Λ

∣∣ pλ ∈ U
}

είναι κατευϑυνόµενο σύνολο, µε τη διάταξη
≤, όπου:

(U1, λ1) ≤ (U2, λ2) :⇔ U1 ⊇ U2 και λ1 ≤ λ2

■

Απόδειξη: Ουσιαστικά χρειάζεται να ελέγξουµε την τϱίτη ιδιότητα των κατευθυνόµενων συνόλων
(οι υπόλοιπες είναι σχετικά άµεσες). Θεωρούµε (U1, λ1), (U2, λ2) ∈ M και ϑα αναζητήσουµε
(U3, λ3) ≥ (U1, λ1), (U2, λ2).

ΟϱίϹουµε U3 = U1 ∩ U2 και παϱατηϱούµε ότι η περιοχή U3 ∈ Nx είναι µικϱότεϱη από τις άλλες
δύο. Επίσης, επειδή το Λ είναι κατευθυνόµενο σύνολο, υπάρχει λ ≥ λ1, λ2. Είναι το (U3, λ) το στοιχείο
που αναζητούσαµε; Η αλήθεια είναι πως εν γένει όχι, αϕού ενδέχεται (U3, λ) ̸∈ M .

ΓνωϱίϹουµε όµως ότι το x είναι οριακό σηµείο, οπότε υπάρχει ένα λ3 ≥ λ τέτοιο ώστε pλ ∈ U3.
Για το (U3, λ3) τώϱα έχουµε:

(U3, λ3) ∈ M και (U3, λ3) ≥ (U1, λ1), (U2, λ2)

οπότε το M είναι κατευϑυνόµενο.
△

΄Εχοντας αποδείξει το λήµµα, οϱίϹουµε τη συνάϱτηση φ : M → Λ, (U, λ) 7→ λ και έχουµε:

• H φ είναι αύξουσα: Πϱάγµατι, εξ’ οϱισµού του M , (U1, λ1) ≤ (U2, λ2) ⇒ λ1 ≤ λ2 ⇒ φ
(
(U1, λ1)

)
≤

φ
(
(U2, λ2)

)
.

• Το φ(M) είναι οµοτελικό του Λ. Για κάϑε λ ∈ Λ το (X,λ) ανήκει στο M , οπότε φ
(
(X,λ)

)
= λ ≥ λ.

Εποµένως η συνάϱτηση p ◦ φ : M → X είναι υποδίκτυο του p. Το µόνο που µένει να δείξουµε είναι ότι
p ◦ φ

(
(U, λ)

)
→ x.

Θεωϱούµε V ∈ Nx. Επειδή το x είναι οριακό σηµείο, υπάρχει λ0 ∈ Λ µε pλ0
∈ V , δηλαδή

(V, λ0) ∈ M . Για κάϑε (U, λ) ≥ (V, λ0) παίϱνουµε pλ ∈ U ⊆ V , δηλαδή pλ = p ◦ φ
(
(U, λ)

)
∈ V . Αυτό

δείχνει τη Ϲητούµενη σύγκλιση.

(⇐) Υποθέτουµε ότι υπάρχει υποδίκτυο q = p ◦ φ : M → Λ → X του p µε qµ → x. Θα δείξ-
ουµε ότι το x είναι οριακό σηµείο του p. ∆ηλαδή ϑα δείξουµε ότι για κάϑε V ∈ Nx και για κάϑε λ ∈ Λ
υπάρχει ν ≥ λ ώστε pν ∈ V .

φ

µ0

µ1

µ2

λ

φ(µ0)

φ(µ2)

M Λ

Θεωϱούµε V ∈ Nx και λ ∈ Λ. Επειδή το σύνολο φ(M) είναι οµοτελικό στο Λ, υπάρχει µ0 ∈ M τέτοιο
ώστε φ(µ0) ≥ λ. Επιπλέον, επειδή το x είναι όϱιο της q = p ◦ φ, υπάρχει µ1 τέτοιο ώστε για κάϑε µ ≥ µ1
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να αληθεύει p ◦ φ(µ) ∈ V .

Το M είναι κατευθυνόµενο σύνολο, οπότε µποϱεί να ϐρεθεί µ2 ≥ µ0, µ1. Επειδή η φ είναι αύξ-
ουσα, λ ≤ φ(µ0) ≤ φ(µ2) κι επειδή µ2 ≥ µ1 έχουµε p ◦ φ(µ2) ∈ V . ∆ηλαδή, αν ν = φ(µ2):

ν ≥ λ και p(ν) = pν ∈ V

Τα V ∈ Nx, λ ∈ Λ ήταν τυχαία, οπότε έχει δειχϑεί ότι:

∀V ∈ Nx, ∀λ ∈ Λ, ∃ν ≥ λ µε pν ∈ V

Πϱος το παϱόν ϑα σταµατήσουµε την µελέτη των δικτύων και ϑα επανέλϑουµε σε ϑέµατα συνέχειας.

Ας ϑεωρήσουµε X ένα σύνολο και
(
(Yi,Ti)

)
i∈I µια οικογένεια τοπολογικών χώϱων. ∆εδοµένων

απεικονίσεων fi : X → Yi, i ∈ I, υπάρχει τοπολογία στον X που να καθιστά όλες τις fi συνεχείς; Η
µελέτη ≪ταυτόχϱονης≫ συνέχειας δεν είναι παϱάλογη, αϕού ϑυµηθείτε ότι στις πραγµατικές πολυµεταβλ-
ητές/διανυσµατικές συναρτήσεις, µια f = (f1, · · · , fn) είναι συνεχής εάν και µόνο αν καθεµία από τις fi
είναι συνεχής.

Η απάντηση στο αν τέτοια τοπολογία υπάρχει είναι πάντοτε ϑετική: Λαµβάνοντας υπόψη το Θεώϱηµα 7.1,
ii., µια απ’ αυτές είναι η διακριτή τοπολογία Tδ. Πάντως στην τοπολογία µε την οποία ϑα εφοδιάσουµε
το X δεν χρειάζονται τόσα πολλά ανοικτά σύνολα, αϱκεί να περιέχεται η οικογένεια:

C =
⋃
i∈I

{f−1
i (G) | G ∈ Ti}

Οπότε, η µικϱότεϱη δυνατή τοπολογία µε τη Ϲητούµενη ιδιότητα είναι αυτή που εξασϕαλίϹει η Πϱόταση
3.1. ∆ηλαδή η µικϱότεϱη τοπολογία που πεϱιέχει το C ως υποϐάση.

Οϱισµός 9.2: (Αρχικές τοπολογίες). ΄Εστω X ένα σύνολο και
(
(Yi,Ti)

)
i∈I µια οικογένεια

τοπολογικών χώϱων. Επίσης ϑεωρούµε απεικονίσεις fi : X → Yi, i ∈ I. Ονοµάζουµε αρχική (ή
ασθενή) τοπολογία που πϱοκύπτει από την οικογένεια (fi)i∈I την τοπολογία µε υποβάση:

C =
⋃
i∈I

{f−1
i (G) | G ∈ Ti}

Αϕού η C είναι υποϐάση αυτής της τοπολογίας, το σύνολο:

B =

{
n⋂
i=1

Ci

∣∣∣ n ∈ N, {Ci}ni=1 ⊆ C

}
∪ {X}

είναι ϐάση της τοπολογίας. Η ίδια η τοπολογία έχει τη µοϱϕή:

T =
¶⋃

A
∣∣ A ⊆ B

©
Πϱόταση 9.2: ΄Εστω (Yi,Ti) µια οικογένεια τοπολογικών χώϱων, (fi : X → Yi)i∈I µια οικογένεια
συναϱτήσεων και TX η αϱχική τοπολογία του X που πϱοκύπτει από την οικογένεια (fi)i∈I . Εάν
(Z,TZ) είναι τοπολογικός χώϱος και g : Z → X, τότε:

fi ◦ g συνεχείς για τα διάϕοϱα i ∈ I ⇔ g συνεχής

Απόδειξη: (⇒) Εάν οι fi ◦ g είναι συνεχείς, τότε για κάϑε i ∈ I και για κάϑε G ∈ Ti:

TZ ∋ (fi ◦ g)−1(G) = g−1
(
f−1
i (G)

)
(Χϱησιµοποιούµε το Θεώϱηµα 7.1, ii.). Αυτό µας δείχνει ότι η g−1 απεικονίϹει υποβασικά σύνολα σε
ανοικτά. Επειδή οι αντίστροφες εικόνες δϱουν καλά πάνω σε τοµές και ενώσεις, η g αντιστρέφει ϐασικά
σύνολα σε ανοικτά, και κατ’ επέκταση αντιστρέφει ανοικτά σε ανοικτά. ΄Αϱα είναι συνεχής.

(⇐) Αν η g είναι συνεχής, επειδή καθεµία από τις fi είναι συνεχής, από την Πρόταση 7.2 οι
fi ◦ g είναι συνεχείς.
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Πϱόταση 9.3: ΄Εστω (Yi,Ti) µια οικογένεια τοπολογικών χώϱων, (fi : X → Yi)i∈I µια οικογένεια
συναϱτήσεων και TX η αϱχική τοπολογία του X που πϱοκύπτει από την οικογένεια (fi)i∈I . Εάν
(xλ)λ∈Λ είναι δίκτυο στον X και x ∈ X, τότε:

xλ → x ⇔ ∀i ∈ I, fi(xλ) → fi(x)

Απόδειξη: (⇒) Καθεµία από τις fi είναι συνεχής, οπότε από το Θεώϱηµα 8.1 αν xλ → x τότε
fi(xλ) → fi(x).

(⇐) Υποθέτουµε ότι fi(xλ) → fi(x) για κάϑε i ∈ I. Θεωρούµε V ∈ Nx και τότε x ∈ V ◦ ∈ TX .
∆ηλαδή το x ανήκει σε µια ένωση ϐασικών συνόλων, άϱα σε κάποιο ϐασικό σύνολο B. Εξ’ ορισµού τώϱα
της αρχικής τοπολογίας, το B γράφεται:

x ∈ B =

n⋂
k=1

f−1
ik

(Gik), όπου Gik ∈ Tik

και κατ’ επέκταση, για κάϑε k:
x ∈ f−1

ik
(Gik) ⇒ fik(x) ∈ Gik

το οποίο δείχνει ότι το Gik είναι περιοχή το fik(x). Λόγω της σύγκλισης του fik(xλ), υπάρχει λk ∈ Λ
τέτοιο ώστε για κάϑε λ ≥ λk να έχουµε fik(xλ) ∈ Gik .

Επιλέγοντας για τους διάφορους δείκτες k ένα λ0 ≥ λ1, λ2, · · · , λn (αυτό µποϱεί να επιτευχθεί
επαγωγικά, επειδή το Λ είναι κατευθυνόµενο), έπεται ότι για κάϑε λ ≥ λ0:

∀k ∈ {1, · · · , n}, fik(xλ) ∈ Gik ⇒ ∀k ∈ {1, · · · , n}, xλ ∈ f−1
ik

(Gik)

δηλαδή:

∀λ ≥ λ0, xλ ∈
n⋂
k=1

f−1
ik

(Gik) = B ⊆ V ◦ ⊆ V

Επειδή το V ∈ Nx επιλέχϑηκε τυχαία, αληθεύει η σύγκλιση xλ → x.



ΚΕΦΑΛΑΙO 10

Μάϑηµα 10

Ειδική πεϱίπτωση ασϑενούς τοπολογίας είναι η ακόλουϑη: ΄Εστω (X,T) τοπολογικός χώϱος, A ⊆ X και
iA : A ↪→ X η συνάϱτηση εµϕύτευσης. Tο A µποϱεί να εϕοδιαστεί µε την αϱχική τοπολογία TA που
πϱοέϱχεται από την (τετϱιµµένη) οικογένεια (iA).

Οϱισµός 10.1: (Σχετικές τοπολογίες). ΄Εστω (X,T) τοπολογικός χώϱος, A ⊆ X και iA : A ↪→ X η
συνάϱτηση εµϕύτευσης. Η αϱχική τοπολογία TA ονοµάϹεται σχετική τοπολογία του A που πϱοέϱχεται
από την T.

Η τοπολογία αυτή έχει υποϐάση:
C =

{
i−1
A (G) | G ∈ T

}
(από τον Οϱισµό 9.2). Επειδή όµως i−1

A (G) = {x ∈ A | iA(x) ∈ G} = A ∩G, έπεται:

C =
{
A ∩G | G ∈ T

}
και πεϱνώντας στα ϐασικά σύνολα B =

⋂n
k=1 Ck, {Ck}nk=1 ⊆ C:

B =

n⋂
k=1

Ck =

n⋂
k=1

A ∩Gk = A ∩

(
n⋂
k=1

Gk

)

Τώϱα το
⋂n
k=1 Gk είναι ανοικτό σύνολο (έστω G) ως πεπερασµένη τοµή τέτοιων, εποµένως B = A ∩ G.

Παϱατηϱήστε ότι αυτό εξισώνει την οικογένεια C των υποβασικών συνόλων µε την οικογένεια B των
ϐασικών συνόλων.

Μάλιστα η ίδια η τοπολογία ταυτίζεται µε τα προηγούµενα δύο σύνολα. ΄Ενα τυχόν στοιχείο U ∈ TA
γράφεται U =

⋃
k∈I Bk για αυθαίρετα µεγάλη οικογένεια {Bk}k∈I ⊆ B και:

U =
⋃
k∈I

Bk =
⋃
k∈I

A ∩Gk = A ∩

(⋃
k∈I

Gk

)

Το
⋃
k∈I Gk είναι ανοικτό σύνολο G, εποµένως U = A ∩G. ΄Εχουµε λοιπόν την ακόλουϑη παϱατήϱηση:

Παϱατήϱηση 10.1: ΄Εστω (X,T) ένας τοπολογικός χώϱος, A ⊆ X και TA η σχετική τοπολογία του A
που πϱοέϱχεται από την T. Η υποϐάση C =

{
A ∩G | G ∈ T

}
της σχετικής τοπολογίας ταυτίϹεται µε την

αντίστοιχη ϐάση B καϑώς και µε την τοπολογία TA. ∆ηλαδή:

C = B = TA

Αυτό είναι εξάλλου κάτι που ϑα ϑέλαµε, κατ’ αναλογία µε τα σχετικώς ανοικτά σύνολα στους µετϱικούς
χώϱους.

Πϱόταση 10.1: ΄Εστω (X,T) ένας τοπολογικός χώϱος, A ⊆ X και TA η σχετική τοπολογία του A
που πϱοέϱχεται από την T. Τα ακόλουϑα αληϑεύουν:

i. Εάν (Z,TZ) είναι τοπολογικός χώϱος και:

(Z,TZ)
g−→ (A,TA)

iA−→ (X,T)
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τότε η g είναι συνεχής εάν και µόνο αν η iA ◦ g είναι συνεχής. ∆ηλαδή η g είναι ≪συνεχής στην
τοπολογία T≫ εάν και µόνο αν είναι ≪συνεχής στη σχετική τοπολογία TA≫.

ii. ΄Ενα δίκτυο (xλ)λ∈Λ στο A συγκλίνει σε ένα x ∈ A ως πϱος την TA εάν και µόνο αν το(
iA(xλ)

)
λ∈Λ

= (xλ)λ∈Λ συγκλίνει στο x ως πϱος την T.

iii. ΄Ενα G ⊆ A είναι ανοικτό στην TA ⇔ Υπάϱχει U ∈ T µε G = A ∩ U (αυτό το ξαναείδαµε,
πϱοστίϑεται για λόγους πληϱότητας).

iv. ΄Ενα F ⊆ A είναι κλειστό στην TA ⇔ Υπάϱχει K κλειστό στην T µε F = A∩K (είναι το αντίστοιχο
του iii. για κλειστά σύνολα).

v. Είσάγουµε τον εξής συµβολισµό: Με clTS ϑα συµβολίζουµε τη κλειστή ϑήκη του S στην
τοπολογία T. Με τον συµβολισµό υπόψη, για κάϑε B ⊆ A έχουµε clTA

B = A ∩ clTB.

vi. Για κάϑε x ∈ A, NTA
x = {A ∩ U | U ∈ NT

x }.

Απόδειξη: Το i. πϱοκύπτει από την Πρόταση 9.2.

To ii. είναι συνέπεια της Πρότασης 9.3.

To iii. το αποδείξαµε στην Παϱατήϱηση 10.1.

Το iv. αποδεικνύεται από το iii., δουλεύοντας µε συµπληρώµατα. Εάν το F είναι κλειστό στην
TA, το A\F είναι ανοικτό στην TA, και από το iii:

∃U ∈ T, A\F = A ∩ U

∆ηλαδή:

F = A\(A\F ) = A\(A ∩ U) = A ∩
(
X\(A ∩ U)

)
= A ∩

(
(X\A) ∪ (X\U)

)
= A ∩ (X\U)

µε το K = X\U να είναι ανοικτό στην T.

Για το v, ϑα αποδείξουµε τους δύο εγκλεισµούς. Κατ’ αρχάς B ⊆ A (από την υπόθεση) και
B ⊆ clTB (το οποίο ισχύει γενικά), οπότε B ⊆ A ∩ clTB.

Επιπλεόν, B ⊆ clTA
B και από το iv., clTA

B = A ∩ K ⊆ K µε το K να είναι κλειστό στην T.
∆ηλαδή B ⊆ K και άϱα clTB ⊆ K. Τέµνοντας µε A έχουµε τον αντίστροφο εγκλεισµό και κατ’ επέκταση
το Ϲητούµενο.

A ∩ clTB ⊆ A ∩K = clTA
B

Για το vi., ϑα αποδείξουµε και πάλι τους δύο εγκλεισµούς. Κατ’ αρχάς, για κάϑε U ∈ NT
x , x ∈ intTU ,

οπότε σε συνδυασµό µε το ότι x ∈ A έπεται x ∈ A ∩ intTU . Το τελευταίο είναι ένα ανοικτό σύνολο στο A
και µάλιστα περιέχει το x, οπότε A ∩ intTU ∈ NTA

x . Κατ’ επέκταση A ∩ intTU ⊆ A ∩ U ∈ NTA
x . Αυτό

δείχνει ότι {A ∩ U | U ∈ NT
x } ⊆ NTA

x .

Για τον άλλον εγκλεισµό, ϑεωρούµε V ∈ NTA
x . Τότε x ∈ intTA

V κι από το iii. υπάρχει G ∈ T
τέτοιο ώστε intTA

V = A ∩ G, δηλαδή x ∈ G. Ορίζουµε U = V ∪ G και παϱατηϱούµε ότι αυτή είναι
ανοικτή περιοχή του x στην τοπολογία T, αϕού x ∈ G και το G είναι ανοικτό στην T.

ΙσχυϱιϹόµαστε ότι A ∩ U = V . Πράγµατι:

A ∩ U = A ∩ (V ∪G) = (A ∩ V ) ∪ (A ∩G) = V ∪ intTA
V = V

οπότε NTA
x ⊆ {A ∩ U | U ∈ NT

x }.

Παϱατήϱηση 10.2: ΄Εστω (X,T) ένας τοπολογικός χώϱος, A ⊆ X, TA η σχετική τοπολογία του A και
B ⊆ A. Αντίστοιχη ιδιότητα της v. της Πϱότασης 10.1 δεν υπάϱχει για εσωτεϱικά. ∆ηλαδή εν γένει:

intTA
B ̸= A ∩ intTB

Παϱόλα αυτά, αληϑεύει intTB ⊆ intTA
B.
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Απόδειξη: Πϱάγµατι, επειδή intTB ∈ T, έχουµε A ∩ intTB ∈ TA. Μάλιστα, επειδή intTB ⊆ B ⊆ A
έχουµε intTB ∈ TA κι εποµένως:

intTB ⊆ B ⇒ intTB = intTA
intTB ⊆ intTA

B

H ισότητα εν γένει δεν ισχύει, κι ένα παϱάδειγµα στο οποίο ο εγκλεισµός είναι γνήσιος είναι το X =
R, A = B = Q. Τότε:

∅ = intTQ ⊂ intTQQ = Q

■ Παϱάδειγµα 10.1: ΄Εστω (X,T) τοπολογικός χώϱος, A ⊆ X, και TA η σχετική τοπολογία του A που
πϱοέϱχεται από την T.

• Εάν το A είναι ανοικτό:
TA = {A ∩G | G ∈ T} = {G ∈ T | G ⊆ A}

• Για τυχόν A ⊆ X, εάν B είναι ϐάση της T, τότε το σύνολο {A ∩B | B ∈ B} είναι ϐάση της σχετικής
τοπολογίας.

• Αντίστοιχα, εάν C είναι υποϐάση της T, το σύνολο {A ∩ C | C ∈ C} είναι υποϐάση της σχετικής
τοπολογίας.

■

Πϱόταση 10.2: ΄Εστω X ̸= ∅, A ⊆ X,
(
(Yi,Ti)

)
i∈I οικογένεια τοπολογικών χώϱων και

(fi : X → Yi)i∈I οικογένεια απεικονίσεων. Θεωρούµε το X ως τοπολογικό χώϱο, εφοδιασµένο µε την
αρχική τοπολογία T που πϱοκύπτει από την οικογένεια (fi)i∈I .

ΟϱίϹουµε T1 τη σχετική τοπολογία του A που ορίζεται από την T, κι επίσης T2 την αρχική
τοπολογία του A που πϱοκύπτει από την οικογένεια (fi ◦ iA)i∈I , όπου iA : A ↪→ X είναι η συνάϱτηση
εµφύτευσης. Ισχύει T1 = T2.

iA

fi

fi ◦ iA

(A,T1) (A,T2)

(X,T) (Yi,Ti)

Απόδειξη: Από τον οϱισµό της, η τοπολογία T έχει υποβάση
⋃
i∈I{f

−1
i (G) | G ∈ Ti}. Εποµένως, η T1

έχει υποβάση
⋃
i∈I{i

−1
A ◦ f−1

i (G) | G ∈ T}.

Αντίστοιχα (από τον οϱισµό της) η τοπολογία T2 έχει υποβάση:⋃
i∈I

{
(fi ◦ iA)−1(G) | G ∈ T

}
=
⋃
i∈I

{i−1
A ◦ f−1

i (G) | G ∈ T}

δηλαδή οι δύο τοπολογίες έχουν την ίδια υποβάση. Εποµένως έχουν και ίδια ϐάση (προερχόµενη από
την υποβάση), και το Ϲητούµενο έπεται από το Λήµµα 2.1.

Οϱισµός 10.2: (Πϱοϐολές και τοπολογίες γινόµενα). ΄Εστω
(
(Xi,Ti)

)
i∈I οικογένεια τοπολογικών

χώϱων και X το γινόµενο:

X =
∏
i∈I

Xi :=

ß
x : I →

⋃
i∈I

Xi | x(i) ∈ Xi, i ∈ I

™
Για κάϑε j ∈ I οϱίϹουµε τη συνάϱτηση πϱοϐολής pj : X → Xj , x 7→ x(j) στην j−συνιστώσα, κι
επίσης ϑεωϱούµε Tγ την αϱχική τοπολογία της οικογένειας των πϱοϐολών (pi)i∈I . Η Tγ ονοµάϹεται
τοπολογία γινόµενο (ή καϱτεσιανή τοπολογία).
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Από τον οϱισµό της, η καϱτεσιανή τοπολογία Tγ είναι η µικϱότεϱη τοπολογία που κάνει κάϑε πϱοϐολή
pi συνεχή. Επιπλέον, η Tγ έχει υποϐάση C =

⋃
i∈I{p

−1
i (G) | G ∈ Ti}. Παϱατηϱήστε ότι ένα στοιχείο

x ανήκει σε ένα υποϐασικό σύνολο p−1
i (G) εάν και µόνο αν pi(x) ∈ Gi, δηλαδή xi ∈ Gi (οι υπόλοιπες

συντεταγµένες είναι ≪ελεύϑεϱες≫).

G

p−1
3 (G)

΄Ενα παϱάδειγµα στον χώϱο R3, για την πϱοϐολή p3 στον άξονα των z. Το µπλε χωϱίο είναι µια άπειϱη
λωϱίδα (όσον αϕοϱά τα x, y).

■ Παϱάδειγµα 10.2: Θεωϱούµε τους δύο τοπολογικούς χώϱους (X1,T1) = (X2,T2) = (R,Tϱ). Για
(a, b) ⊆ X1 και p1 : X1 ×X2 → X1, το σύνολο p−1

1

(
(a, b)

)
έχει τη µοϱϕή:

p−1
1

(
(a, b)

)
= {(x, y) ∈ R× R | x ∈ (a, b)}

δηλαδή είναι µια λωϱίδα. ■

Οϱισµός 10.3: (Κανονική ϐάση µιας τοπολογίας γινόµενο). ΄Εστω τοπολογικοί χώϱοι (Xi,Ti), i ∈
I. Θεωϱούµε το γινόµενο X =

∏
i∈I Xi εϕοδιασµένο µε την τοπολογία γινόµενο Tγ . ΓνωϱίϹουµε ότι η

οικογένεια C =
⋃
i∈I{p

−1
i (G) | G ∈ Ti} είναι υποϐάση της Tγ , και κατ’ επέκταση το σύνολο:

B =

{
n⋂
i=1

Ci

∣∣∣ n ∈ N, {Ci}ni=1 ⊆ C

}
∪ {X}

είναι ϐάση της τοπολογίας. Το ονοµάϹουµε κανονική ϐάση της τοπολογίας γινόµενο.
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Μποϱούµε να χρησιµοποιήσουµε µεϱικά ήδη γνωστά αποτελέσµατα για να διατυπώσουµε τα παϱακάτω:

Πϱόταση 11.1: ΄Εστω
(
(Xi,Ti)

)
i∈I οικογένεια τοπολογικών χώϱων και (X =

∏
i∈I Xi,Tγ) ο

τοπολογικός χώϱος του γινοµένου µε την τοπολογία γινόµενο.

i. Θεωϱούµε τις απεικονίσεις:
(Z,TZ)

g−→ (X,Tγ)
pi−→ (Xi,Ti)

όπου (pi)i∈I είναι η οικογένεια των πϱοϐολών. Η g είναι συνεχής εάν και µόνο αν οι pi ◦ g, i ∈ I
είναι συνεχείς.

ii. Εάν (xλ)λ∈Λ είναι δίκτυο στον X και x ∈ X:

(xλ)λ∈Λ → x ⇔ ∀i ∈ I, pi(xλ) → pi(x)

iii. ΄Εστω Ai ⊆ Xi και A =
∏
i∈I Ai. Θεωϱούµε T1 τη σχετική τοπολογία στο A που πϱοέϱχεται από

την τοπολογία γινόµενο Tγ , καϑώς επίσης και T2 την τοπολογία γινόµενο που πϱοκύπτει από τις
pi ◦ iA (όπου iA : A ↪→ X). Τότε T1 = T2.

Απόδειξη: Το i. αποδεικνύεται από την Πϱόταση 9.2, το ii. από την Πϱόταση 9.3 και το iii. από την
Πϱόταση 10.2.

Παϱατήϱηση 11.1: ΄Εστω
(
(Xi,Ti)

)
i∈I οικογένεια τοπολογικών χώϱων και (X =

∏
i∈I Xi,Tγ) ο

τοπολογικός χώϱος του γινοµένου µε την τοπολογία γινόµενο. Θεωρούµε επίσης Ai ⊆ Xi και έχουµε:∏
i∈I

Ai =
∏
i∈I

Ai

Απόδειξη: Θα αποδείξουµε τους δύο εγκλεισµούς. Κατ’ αρχάς, για τυχόντα Bi ⊆ Xi ισχύουν οι ισο-
δυναµίες:

x ∈
∏
i∈I

Bi ⇔ ∀i ∈ I, xi ∈ Bi ⇔ ∀i ∈ I, x ∈ p−1
i (Bi) ⇔ x ∈

⋂
i∈I

p−1
i (Bi)

και ιδιαίτεϱα, για Bi = Ai: ∏
i∈I

Ai =
⋂
i∈I

p−1
i (Ai)

Τώϱα επειδή καϑένα από τα Ai είναι κλειστό και οι pi συνεχείς, το p−1
i (Ai) είναι κλειστό (Θεώϱηµα 7.1,

iii.. Επιπλέον, οι pi είναι συνεχείς εξ οϱισµού της Tγ ). ∆ηλαδή το
∏
i∈I Ai είναι κλειστό (ως τοµή κλειστών)

και κατ’ επέκταση: ∏
i∈I

Ai ⊆
∏
i∈I

Ai

Για τον άλλον εγκλεισµό, ϑεωρούµε x ∈
∏
i∈I Ai. To x ανήκει στο

∏
i∈I Ai εάν και µόνο αν

∀i ∈ I, xi ∈ Ai, δηλαδή εάν και µόνο αν ∀i ∈ I, ∀Gi ∈ Ti έχουµε Ai ∩Gi ̸= ∅.



58 Κεϕάλαιο 11. Μάϑηµα 11

Θα δείξουµε ότι x ∈
∏
i∈I Ai. Εάν G ∈ Tγ µε x ∈ G, τότε το x ανήκει σε κάποιο ϐασικό σύνολο

B ⊆ G της τοπολογίας Tγ . Το ϐασικό αυτό σύνολο (εξ ορισµού των ϐασικών συνόλων της κανονικής
ϐάσης της τοπολογίας) έχει τη µοϱϕή:

B =
∏
i∈I

Bi, όπου Bi =

®
Xi, όταν i ̸= ik

Gik , όταν i = ik

για πεπεϱασµένη οικογένεια δεικτών {ik}nk=1 ⊆ I. Εποµένως:(∏
i∈I

Ai

)
∩B =

(∏
i∈I

Ai

)
∩

(∏
i∈I

Bi

)
=
∏
i∈I

Ai ∩Bi

Γενικά τώϱα ισχύει xi ∈ Xi, i ̸= ik, κι επειδή x ∈
∏
i∈I Ai, ϑα έχουµε Aik ∩Gik ̸= ∅. ∆ηλαδή:(∏

i∈I
Ai

)
∩B =

∏
i∈I

Ai ∩Bi ̸= ∅

κι άϱα:

∅ ≠

(∏
i∈I

Ai

)
∩B ⊆

(∏
i∈I

Ai

)
∩G ⇒

(∏
i∈I

Ai

)
∩G ̸= ∅

Αυτό σύµϕωνα µε την Πϱόταση 5.2, ii. δίνει x ∈
∏
i∈I Ai. ΄Αϱα:∏

i∈I
Ai ⊆

∏
i∈I

Ai

Παϱατήϱηση 11.2: ΄Εστω
(
(Xi,Ti)

)
i∈I οικογένεια τοπολογικών χώϱων και ο τοπολογικός χώϱος (X =∏

i∈I Xi,Tγ) εϕοδιασµένος µε την τοπολογία γινόµενο. Οι πϱοϐολές pi : X → Xi είναι ανοικτές, αλλά
όχι κατ’ ανάγκη κλειστές.

Απόδειξη: Για να αποδείξει κανείς ότι οι pi είναι ανοικτές χϱειάϹεται να ελέγξει αν τα κανονικά ϐασικά
σύνολα απεικονίϹονται σε ανοικτά σύνολα. Εάν λοιπόν B είναι ένα κανονικό ϐασικό σύνολο τότε (από την
µοϱϕή του):

pi(B) = Bi, όπου Bi =

®
Xi ή
Gi ∈ Ti

Θυµηϑείτε ότι ένα κανονικό ϐασικό σύνολο έχει τη µοϱϕή:

B =
∏
i∈I

Bi, όπου Bi =

®
Xi, όταν i ̸= ik

Gik , όταν i = ik

για πεπερασµένη οικογένεια δεικτών {ik}nk=1 ⊆ I. Εποµένως το pi(B) είναι ανοικτό.

∆εν είναι κατ’ ανάγκη κλειστές, κι ένα παϱάδειγµα στο επίπεδο είναι το ακόλουϑο: Το γϱάϕηµα
της συνάϱτησης 1/(·) : R∗ → R είναι κλειστό στο R2, αλλά η πϱοϐολή του p1

(
Gr
(
1/(·)

))
= R∗ δεν είναι

κλειστό σύνολο στο R.

Ας ϑεωρήσουµε δύο τοπολογικούς χώϱους (X,TX), (Y,TY ) οι οποίοι είναι µετρικοποιήσιµοι - δηλαδή
TX = TϱX και TY = TϱY για κάποιες µετϱικές ϱX : X × X → R, ϱY : Y × Y → R. Είναι η
(αντίστοιχη) τοπολογία γινόµενο Tγ µετϱικοποιήσιµη; Η απάντηση που ϑα δώσουµε είναι ϑετική (γι’ αυτό
το πεπερασµένο γινόµενο), πϱώτα όµως ας δείξουµε το εξής ϐασικό αποτέλεσµα:

Πϱόταση 11.2: Η µετϱική τοπολογία TϱX έχει ϐάση BX = {BϱX (x, ε) | x ∈ X, ε > 0} και
αντίστοιχα, η µετϱική τοπολογία TϱY έχει ϐάση BY = {BϱY (y, ε) | y ∈ Y, ε > 0} (Παϱάδειγµα 2.1
(πϱώτο •)). ΙσχυϱιϹόµαστε ότι το σύνολο:

B = {B(x, ε)×B(y, ε) | (x, y) ∈ X × Y, ε > 0}
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είναι ϐάση της τοπολογίας γινόµενο Tγ .

Απόδειξη: Ας ϑεωϱήσουµε G ∈ Tγ µε (x, y) ∈ G. Υπάϱχει κανονικό ϐασικό σύνολο B που να πεϱιέχεται
στο G, και µάλιστα (από τη µοϱϕή των κανονικών ϐασικών συνόλων) γϱάϕεται ως γινόµενο δύο ανοικτών
συνόλων στις επιµέϱους ≪συντεταγµένες≫ τοπολογίες. ∆ηλαδή:

B = U × V ⊆ G, µε U ∈ TϱX , V ∈ TϱY

Τώϱα για καθένα από τα U, V µποϱούν να ϐρεθούν ακτίνες εx, εy ώστε x ∈ B(x, εx) ⊆ U , y ∈ B(y, εy) ⊆
V , οπότε αν ϑέσουµε ε = min{εx, εy} ϑα έχουµε (x, y) ∈ B(x, ε)×B(y, ε) ⊆ G.

Η προηγούµενη πρόταση ϑα µποϱούσε να αντιµετωπιστεί και µε άλλον τϱόπο. Κατ’ αρχάς, από το
Θεώϱηµα 2.1 η B οϱίϹει ϐάση µοναδικής τοπολογίας T του X × Y . Επιπλέον, κάϑε στοιχείο του B
είναι στοιχείο της κανονικής ϐάσης της Tγ , αϕού:

B(x, ε)×B(y, ε) =
(
B(x, ε)× Y

)
∩
(
X ×B(y, ε)

)
= p−1

X

(
B(x, ε)

)
∩ p−1

Y

(
B(y, ε)

)
όπου οι pX : X × Y → X και pY : X × Y → Y είναι πϱοϐολές. Εποµένως το B είναι υποσύνολο της
κανονικής ϐάσης, και κατά συνέπεια η τοπολογία T που αυτό οϱίϹει περιέχεται στην καρτεσιανή (T ⊆ Tγ ).

Επειδή τα σύνολα:⋃
y∈Y

B(x, ε)×B(y, ε) = B(x, ε)× Y και
⋃
x∈X

B(x, ε)×B(y, ε) = X ×B(y, ε)

ανήκουν στην τοπολογία T, οι pX , pY είναι συνεχείς και ως πϱος την τοπολογία T. Οµως η Tγ είναι η
µικϱότεϱη µ’ αυτήν την ιδιότητα, κι έτσι ισχύει και ο άλλος εγκλεισµός (T ⊇ Tγ ).

Παϱατήϱηση 11.3: Από τα παϱαπάνω δεν πϱοκύπτει απλά ότι η B = {B(x, ε) × B(y, ε) | (x, y) ∈
X × Y, ε > 0} είναι ϐάση της τοπολογίας γινόµενο των τοπολογικών µετϱικών χώϱων (X,TϱX ), (Y,TϱY ),
αλλά επιπλέον (X × Y,Tγ) = (X × Y,Tϱ), όπου ϱ := max{ϱX , ϱY }.

Φαίνεται ότι η µετρικοποιησιµότητα µποϱεί να µεταφέρεται σε πεπερασµένα γινόµενα τοπολογικών
µετϱικών χώϱων. Παϱακάτω ϑα δούµε ότι µεταϕοϱά µποϱεί να γίνει και στην πεϱίπτωση αριθµήσιµου
γινοµένου.

Θεώϱηµα 11.1: ΄Εστω (Xi,Ti)i∈N µια (αριθµήσιµη) οικογένεια µετϱικοποιήσιµων τοπολογικών
χώϱων. Ο τοπολογικός χώϱος γινόµενο (X =

∏∞
i=1 Xi,Tγ) είναι µετρικοποιήσιµος.

Απόδειξη: Μποϱούµε να ϑεωϱήσουµε τους τοπολογικούς χώϱους (Xi,Ti) τοπολογικούς µετϱικούς χώϱους,
µε Ti = Tϱi για µετϱικές ϱi : Xi ×Xi → R. ΓνωϱίϹουµε ότι οι µετϱικές ϱ̃i : Xi ×Xi → [0, 1) µε:

ϱ̃i :=
ϱi

1 + ϱi

είναι ισοδύναµες των αντίστοιχων ϱi, εποµένως οι τοπολογικοί χώϱοι (Xi,Ti) = (Xi,Tϱi) και (Xi,Tϱ̃i)
ταυτίζονται.

ΟϱίϹουµε ϱ : X ×X → R:

ϱ(x, y) :=

∞∑
k=1

1

2k
ϱ̃k(xk, yk), όπου x = (xk)

∞
k=1, y = (yk)

∞
k=1

και παϱατηϱούµε ότι η ϱ ορίζεται καλά. Επιπλέον, είναι υπόθεση ϱουτίνας να επαληθευτεί ότι είναι
µετϱική.

Θα δείξουµε ότι η αντίστοιχη τοπολογία Tϱ που οϱίϹει η ϱ είναι η καρτεσιανή τοπολογία Tγ . Κατ’
αρχάς ϑα δείξουµε ότι οι διάφορες m−πϱοϐολές pm : X → Xm είναι συνεχείς ως πϱος την Tϱ, οπότε
Tγ ⊆ Tϱ (αϕού η Tγ είναι η µικϱότεϱη µ’ αυτήν την ιδιότητα).

΄Εστω ε > 0 και x = (xk)
∞
k=1 ∈ X. Για δ = ε/2m και για κάϑε y = (yk)

∞
k=1 ∈ X µε ϱ(x, y) < δ έχουµε:

ϱ(x, y) < δ ⇒
∞∑
k=1

1

2k
ϱ̃k(xk, yk) < δ ⇒ 1

2m
ϱ̃m(xm, ym) <

ε

2m
⇒ ϱ̃m(xm, ym) < ε
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Επειδή pm(x) = xm και pm(y) = ym, το Ϲητούµενο έπεται.

Για τον αντίστροφο εγκλεισµό, ϑεωρώντας G ∈ Tϱ ϑα δείξουµε ότι G ∈ Tγ . Αϱκεί να δείξουµε ότι
για κάϑε x ∈ G, υπάρχει κανονικό ϐασικό σύνολο B τέτοιο ώστε x ∈ B ⊆ G (έτσι το G ϑα είναι περιοχή
κάϑε σηµείου του, άϱα ϑα είναι ανοικτό στην Tγ ).

Επειδή G ∈ Tϱ, για κάϑε x = (xk)
∞
k=1 ∈ G ϑα υπάρχει ακτίνα ε > 0 τέτοια ώστε x ∈ Bϱ(x, ε) ⊆ G.

Επιλέγουµε τώϱα αριθµό ℓ ∈ N τέτοιον ώστε 1/2ℓ < ε/2 και ϑέτουµε:

B =

ℓ⋂
k=1

p−1
k

(
Bϱ̃k(xk, ε/2)

)
To B είναι κανονικό ϐασικό σύνολο µε x ∈ B. Τέλος, για τυχόν y = (yk)

∞
k=1 ∈ B έχουµε ϱ̃n(xn, yn) < ε/2

και:

ϱ(x, y) =

∞∑
k=1

1

2k
ϱ̃n(xn, yn) =

ℓ∑
k=1

1

2k
ϱ̃n(xn, yn) +

∞∑
k=ℓ+1

1

2k
ϱ̃n(xn, yn)

⩽
ℓ∑

k=1

1

2k
ε

2
+

∞∑
k=ℓ+1

1

2k
⩽

ε

2

∞∑
k=1

1

2k
+

ε

2

∞∑
k=ℓ+1

1

2k−ℓ

=
ε

2
+

ε

2
= ε

το οποίο δείχνει ότι x ∈ B ⊆ Bϱ(x, ε) ⊆ G, άϱα x ∈ B ⊆ G.
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Μάϑηµα 12

Με την Πρόταση 11.2 και το Θεώϱηµα 11.1 δείξαµε ότι αριθµήσιµο γινόµενο µετϱικοποιήσιµων
τοπολογικών χώϱων είναι µετρικοποιήσιµος τοπολογικός χώϱος. Ισχύει το ίδιο για την υπεραριθµήσιµη
πεϱίπτωση; Η απάντηση εν γένει είναι όχι, εκτός από ορισµένες εξαιρετικά τετριµµένες περιπτώσεις.

Για παϱάδειγµα, εάν
(
(Xi,Ti)

)
i∈I είναι µία υπεραριθµήσιµη οικογένεια διακριτών τοπολογικών

χώϱων µε Xi = {xi} (δηλαδή τα Xi είναι µονοσύνολα), τότε το γινόµενο είναι µετρικοποιήσιµος
τοπολογικός χώϱος µε τη διακριτή τοπολογία γινόµενο.

Θα δείξουµε ότι σε πεϱιπλοκότεϱες περιπτώσεις τοπολογικών χώϱων η µετρικοποιησιµότητα στο
υπεραριθµήσιµο γινόµενο είναι ανέφικτη.

Παϱατήϱηση 12.1: ΄Ενας τοπολογικός χώϱος (X,T) είναι µη τετϱιµµένος εάν και µόνο αν υπάϱχει
ανοικτό σύνολο U ∈ T τέτοιο ώστε ∅ ⊂ U ⊂ X.

Πϱόταση 12.1: ΄Εστω
(
(Xi,Ti)

)
i∈I µια υπεϱαϱιϑµήσιµη οικογένεια µη τετϱιµµένων τοπολογικών

χώϱων. Τότε η τοπολογία γινόµενο (X =
∏
i∈I Xi,Tγ) δεν είναι µετϱικοποιήσιµη.

Απόδειξη: Θα αποδείξουµε την πρόταση µε άτοπο. ΄Εστω ότι υπάρχει µετϱική ϱ : X × X → R στην
τοπολογία γινόµενο που οϱίϹει ακϱιϐώς τα στοιχεία της τοπολογίας γινόµενο (δηλαδή Tϱ = Tγ ).

Από την Παϱατήϱηση 12.1 υπάρχουν σύνολα Ui ∈ Ti τέτοια ώστε ∅ ⊂ Ui ⊂ Xi. Επιλέγουµε
για κάϑε i ένα Ui και ορίζουµε το σύνολο

∏
i∈I Ui. Σ’ αυτό επιλέγουµε στοιχείο x = (xi)i∈I ∈

∏
i∈I Ui,

εφόσον καθένα από τα Ui δεν είναι κενά, και παϱατηϱούµε ότι ∀i ∈ I, xi = pi(x) ⇒ ∀i ∈ I, x ∈ p−1
i (Ui).

Επειδή τα σύνολα p−1
i (Ui) είναι υποβασικά της τοπολογίας γινόµενο, είναι ανοικτά. Κατ’ επέκταση

υπάρχει ni ∈ N τέτοιο ώστε B(x, 1/ni) ⊆ p−1
i (Ui). Συµµαζεύοντας (για τα διάφορα i ∈ I) υπάρχει

συνάϱτηση φ : I → N µε i 7→ ni. Επειδή το I είναι υπεραριθµήσιµο σύνολο, η αντίστροφη εικόνα φ−1(N)
είναι υπεραριθµήσιµο σύνολο, και κατ’ επέκταση κάποιο σύνολο φ−1

(
{n}

)
είναι υπεραριθµήσιµο -

παϱατηϱήστε ότι:
I = φ−1(N) = φ−1

( ⋃
n∈N

{n}
)
=
⋃
n∈N

φ−1
(
{n}

)
µε το I να είναι υπεραριθµήσιµο σύνολο και η ένωση είναι αριθµήσιµη. Επίσης ϑυµηθείτε ότι η
αριθµήσιµη ένωση αριθµήσιµων συνόλων είναι σύνολο αριθµήσιµο, οπότε δεν είναι δυνατόν όλα τα
φ
(
{n}

)
να είναι αριθµήσιµα.

Μ’ αυτόν τον τϱόπο έχει αποδειχθεί ότι υπάρχουν υπεραριθµήσιµα στο πλήϑος σύνολα Ui για τα
οποία B(x, 1/n) ⊆ p−1

i (Ui). Μάλιστα, i ∈ φ−1
(
{n}

)
.

Επειδή το B(x, 1/n) είνα ανοικτό σύνολο στην τοπολογία Tγ και x ∈ B(x, 1/n), υπάρχει κανον-
ικό ϐασικό σύνολο x ∈ B ⊆ B(x, 1/n) ⊆ p−1

i (Ui), i ∈ φ−1
(
{n}

)
. To B έχει τη µοϱϕή:

B =
∏
i∈I

Bi, όπου Bi =

®
Xi, i ̸= ik

Gi, i = ik
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για πεπερασµένη οικογένεια δεικτών {ik}mk=1 ⊆ I και Gi ∈ Ti. Επιπλέον, επειδή pi(B) = Bi και
pi(B) ⊆ Ui έχουµε Bi ⊆ Ui ⊂ X για i ∈ φ−1

(
{n}

)
- δηλαδή τα Bi διαφέρουν από τα Xi για άπειϱους

δείκτες και όχι για πεπερασµένους. Αυτό είναι άτοπο.

Ας ϑεωρήσουµε µια οικογένεια συναϱτήσεων {f}i∈I . Κατ’ αναλογία µε τις αρχικές τοπολογίες - στις
οποίες εϕοδιάϹαµε χώϱους που λειτουργούσαν ως ≪πεδία ορισµού≫ των fi - µποϱούµε να εφοδιάσουµε
τους χώϱους που λειτουργούν ως ≪πεδία τιµών≫ µε κατάλληλη τοπολογία ώστε οι fi να γίνονται συνεχείς.

Κατ’ αρχάς, εάν
(
fi : (Xi,Ti) → Y

)
i∈I είναι η εν λόγω οικογένεια συναϱτήσεων, εφοδιάζοντας το

Y µε την τετριµµένη τοπολογία καθεµία από τις fi γίνεται συνεχής (Παϱάδειγµα 7.1 (τϱίτο •)).
Εποµένως τοπολογία του πεδίου τιµών που να εξασφαλίζει τη συνέχεια των fi υπάρχει, και το εϱώτηµά
µας είναι κατά πόσο µποϱεί να ≪µεγαλώσει≫.

Λήµµα 12.1: ΄Εστω (X,TX) ένας τοπολογικός χώϱος και µια συνάϱτηση f : (X,TX) → Y . ΟϱίϹουµε:

TY = {V ⊆ Y | f−1(V ) ∈ TX}

και ισχυϱιϹόµαστε ότι:

i. H TY είναι τοπολογία.

ii. Εάν το Y εϕοδιαστεί µε την TY η f γίνεται συνεχής.

iii. Η TY είναι η µεγαλύτεϱη τοπολογία (ως πϱος τη σχέση του υποσυνόλου) για την οποία ισχύει το
ii..

■

Απόδειξη: Το i. µποϱεί να ελεγχϑεί µέσω του οϱισµού των τοπολογιών. Επιπλέον ο οϱισµός της TY είναι
τέτοιος ώστε να ισχύει το ii.. ΄Οσον αϕοϱά το iii., εάν η f : (X,TX) → (Y,T) είναι συνεχής (για µια
ενδεχοµένως διαϕοϱετική τοπολογία T), τότε για κάϑε ανοικτό V ∈ T έχουµε f−1(V ) ∈ TX . ∆ηλαδή:

T ⊆ {V ⊆ Y | f−1(V ) ∈ TX} = TY

Με το Λήµµα 12.1 υπόψη, παίϱνουµε το ακόλουϑο:

Πϱόταση 12.2: ΄Εστω
(
(Xi,Ti)

)
i∈I οικογένεια τοπολογικών χώϱων και οικογένεια συναϱτήσεων(

fi : (Xi,Ti) → Y
)
i∈I . Εάν (TY )i είναι οι τοπολογίες που καϑιστούν την εκάστοτε fi συνεχή (όπως

αυτές εξασϕαλίϹονται από το Λήµµα 12.1), τότε η τοπολογία
⋂
i∈I(TY )i είναι η µεγαλύτεϱη τοπολογία

που κάνει κάϑε fi συνεχή.

Απόδειξη: Υποθέτουµε ότι η T είναι µια τοπολογία που κάνει κάϑε fi συνεχή. Είναι προφανές ότι η⋂
i∈I(TY )i είναι τοπολογία που καθιστά καθεµία fi συνεχή, οπότε ϑα δείξουµε µονάχα ότι

⋂
i∈I(TY )i ⊇ T.

Εάν V ∈ T, τότε για κάϑε i ∈ I, f−1
i (V ) ∈ Ti, οπότε από τον οϱισµό των (TY )i, V ∈ (TY )i.

∆ηλαδή V ∈
⋂
i∈I(TY )i, το οποίο δείχνει τον Ϲητούµενο εγκλεισµό.

Οϱισµός 12.1: (Τελικές τοπολογίες). ΄Εστω
(
(Xi,Ti)

)
i∈I οικογένεια τοπολογικών χώϱων και

οικογένεια συναϱτήσεων
(
fi : (Xi,Ti) → Y

)
i∈I . Η τοπολογία της Πρότασης 12.2 µε την οποία

εφοδιάζεται ο Y (και κάνει όλες τις fi συνεχείς) καλείται τελική τοπολογία του Y που προέρχεται από
την οικογένεια (fi)i∈I . Ειδικότερα, η εν λόγω τοπολογία έχει τη µοϱϕή:⋂

i∈I
{V ⊆ Y | f−1

i (V ) ∈ Ti}

Πϱόταση 12.3: ΄Εστω
(
(Xi,Ti)

)
i∈I οικογένεια τοπολογικών χώϱων και οικογένεια συναϱτήσεων(

fi : (Xi,Ti) → Y
)
i∈I . ΕϕοδιάϹουµε τον Y µε τη τελική τοπολογία TY που πϱοέϱχεται από την

οικογένεια (fi)i∈I και έχουµε τα ακόλουϑα:
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i. ΄Ενα F ⊆ Y είναι κλειστό εάν και µόνο αν τα f−1
i (F ) είναι κλειστά στις αντίστοιχες Ti (για κάϑε

i ∈ I).

ii. Εάν (Z,TZ) είναι τοπολογικός χώϱος και g : (Y,TY ) → (Z,TZ) είναι συνάϱτηση, τότε:

g συνεχής ⇔ g ◦ fi συνεχείς (εννοείται για κάϑε i ∈ I)

Απόδειξη: Για το i., επειδή το F είναι κλειστό στην TY , το Y \F ϑα είναι ανοικτό. Εποµένως:

Y \F ∈ TY ⇔ ∀i ∈ I, f−1
i (Y \F ) ∈ Ti ⇔ Xi\f−1

i (F ) ∈ Ti

∆ηλαδή το F είναι κλειστό εάν και µόνο αν τα f−1
i (F ) είναι κλειστά, στις αντίστοιχες τοπολογίες.

Για το ii., έχουµε τις ισοδυναµίες:

(⋆)︷ ︸︸ ︷
∀W ∈ TZ , g

−1(W ) ∈ TY ⇔ ∀W ∈ TZ , ∀i ∈ I, f−1
i ◦ g−1(W ) ∈ Ti

⇔ ∀W ∈ TZ , ∀i ∈ I, (g ◦ fi)−1(W ) ∈ Ti︸ ︷︷ ︸
(⋆⋆)

µε την πϱόταση άστϱο (⋆) να ισοδυναµεί µε τη συνέχεια της g και την πϱόταση διπλό άστϱο (⋆⋆) να
ισοδυναµεί µε τη συνέχεια των g ◦ fi.

Μια ειδική πεϱίπτωση τελικών τοπολογιών είναι οι τοπολογικοί χώϱοι πηλίκα. Ας ϑεωϱήσουµε (X,TX)
έναν τοπολογικό χώϱο στον οποίο υπάϱχει µια επιπϱόσϑετη δοµή υπό τη µοϱϕή µιας σχέσης ισοδυναµίας
≪∼≫. ΣυµϐολίϹουµε µε [x] = {y ∈ X | x ∼ y} ⊆ X την κλάση ισοδυναµίας του στοιχείου x και οϱίϹουµε
το σύνολο πηλίκο:

X̃ = X/
∼ := {[x] | x ∈ X}

Από τον X στο πηλίκο X̃ υπάϱχει η συνάϱτηση π : X → X̃, x 7→ [x], η οποία ονοµάϹεται κανονική
πϱοϐολή του X. Η τελική τοπολογία του X̃ που οϱίϹεται από την (τετϱιµµένη) οικογένεια (π) λέγεται
τοπολογία πηλίκο.

Οϱισµός 12.2: (Τοπολογίες πηλίκα). Θεωρούµε έναν τοπολογικό χώϱο (X,TX) µε σχέση ισο-
δυναµίας (∼). Η τελική τοπολογία του χώϱου πηλίκο X/

∼ που προέρχεται από την τετριµµένη
οικογένεια (π) - όπου π είναι η κανονική πϱοϐολή του X - ονοµάζεται τοπολογία πηλίκο.

Στη συνέχεια ϑα ασχοληϑούµε µε διάϕοϱες έννοιες διαχωϱισιµότητας, κατ’ αϱχάς όµως ας πϱοσπαϑήσουµε
να διεϱευνήσουµε τι µποϱεί να σηµαίνει διαχωϱισιµότητα σ’ έναν τοπολογικό χώϱο. Σε έναν µετϱικό χώϱο
(X, ϱ) ϑεωϱούµε δύο διαϕοϱετικά σηµεία x, y ∈ X.

X

εx

y

Εάν ε είναι η απόσταση ϱ(x, y), για οποιοδήποτε 0 < δ < ε η (ανοικτή) µπάλα B(x, δ) περιέχει το x αλλά
όχι το y. Κατά µία έννοια, το y διαχωρίστηκε από την ≪περιοχή≫ του X.

Αυτού του είδους ο διαχωρισµός δεν επιτυγχάνεται σε όλους τους τοπολογικούς χώϱους. Για παϱάδειγµα,
σ’ έναν τετριµµένο τοπολογικό χώϱο (X,T) µε |X| ⩾ 2, το µόνο µη κενό ανοικτό σύνολο είναι το ίδιο το
X. ∆ίνουµε τώϱα τον ακόλουϑο οϱισµό:

Οϱισµός 12.3: (T1 τοπολογικοί χώϱοι). ΄Ενας τοπολογικός χώϱος (X,T) λέγεται T1 χώϱος εάν για
κάϑε (x, y) ∈ X ×X µε x ̸= y υπάϱχει U ∈ T τέτοιο ώστε x ∈ U ̸∋ y.
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Παϱατήϱηση 12.2:

• Εναλλάσσοντας τη σειϱά των x, y στο διατεταγµένο Ϲεύγος του Οϱισµού 12.3, µποϱεί να ϐϱεϑεί
V ∈ T τέτοιο ώστε y ∈ V ̸∋ x.

• To ανοικτό σύνολο του Οϱισµού 12.3 µποϱεί να αντικατασταϑεί µε πεϱιοχή του x, κι αυτή µε τη
σειϱά της µε ϐασική πεϱιοχή του x.

Παϱακάτω ϑα ακολουϑήσουν χαϱακτηϱισµοί των T1 χώϱων, που ϑα δώσουν µια ιδέα του πώς µοιάϹει ένας
T1 χώϱος.

Πϱόταση 12.4: ΄Εστω (X,T) ένας τοπολογικός χώϱος. Τα ακόλουϑα ισοδυναµούν:

i. Ο χώϱος (X,T) είναι T1.

ii. Κάϑε µονοσύνολο στον (X,T) είναι κλειστό.

iii. Για κάϑε x ∈ X αληϑεύει
⋂
V ∈Nx

V = {x}.

Απόδειξη: (i. ⇒ ii.) Ισοδύναµα ϑα δείξουµε ότι για κάϑε µονοσύνολο {x} ⊆ X, το X\{x} είναι ανοικτό.
Εφόσον ο χώϱος είναι T1, για κάϑε y ∈ X\{x} υπάρχει V ∈ T µε y ∈ V ̸∋ x, δηλαδή υπάρχει ανοικτή
περιοχή του y που δεν τέµνει το {x}, για κάϑε y. Εποµένως το X\{x} είναι περιοχή κάϑε σηµείου του
και κατ’ επέκταση είναι ανοικτό.

(ii. ⇒ iii.) Θεωρούµε τυχόν x ∈ X. Κατ’ αρχάς είναι ϕανερό ότι {x} ⊆
⋂
V ∈Nx

V , εποµένως
αυτό που πϱέπει να δειχθεί είναι ο άλλος εγκλεισµός {x} ⊇

⋂
V ∈Nx

V .

΄Εστω λοιπόν x ̸= y ∈
⋂
V ∈Nx

V . To x ανήκει στο σύνολο X\{y}, το οποίο (από το ii.) είναι
ανοικτό. Επειδή το y δεν ανήκει στην ανοικτή περιοχή (του x) X\{y}, δεν ϑα ανηκει ούτε στην τοµή⋂
V ∈Nx

V . Αυτό δείχνει ότι η εν λόγω τοµή είναι το πολύ το µονοσύνολο {x} (δηλαδή είναι το ∅ ή το {x}),
οπότε σε συνδυασµό µε τα προηγούµενα αποδεικνύεται η ισότητα

⋂
V ∈Nx

V = {x}.

(iii. ⇒ i.) Θεωρούµε δύο στοιχεία x ̸= y του X. Λόγω του iii.,
⋂
V ∈Nx

V = {x} και (κατ’ επέκ-
ταση) y ̸∈

⋂
V ∈Nx

V . ∆ηλαδή υπάρχει V ∈ Nx τέτοιο ώστε y ̸∈ V . Το σύνολο V ◦ είναι ένα ανοικτό σύνολο
που περιέχει το x και δεν περιέχει το y, οπότε διαχωρίζει κατά µια έννοια τα x, y σύµφωνα µε το αξίωµα
T1.

■ Παϱάδειγµα 12.1:

• Κάϑε τοπολογικός µετϱικός χώϱος (X,Tϱ) είναι T1 χώϱος.

• ΄Εστω (X,T1), (XT2) δύο τοπολογικοί χώϱοι µε τον δεύτεϱο να έχει λεπτότεϱη τοπολογία (T1 ⊆ T2).
Εάν ο (X,T1) είναι T1 χώϱος, τότε και ο (X,T2) είναι T1 χώϱος. Πϱάγµατι, αυτό είναι άµεση
συνέπεια του οϱισµού των T1 χώϱων.

• ΄Εστω (X,T) ένας τοπολογικός χώϱος µε την συµπεπερασµένη τοπολογία. Κάϑε πεπερασµένο
σύνολο είναι κλειστό, αϕού τα ανοικτά σύνολα είναι ακϱιϐώς αυτά τα σύνολα που έχουν πεπερασ-
µένο συµπλήρωµα, και τα συµπληρώµατα ανοικτών συνόλων είναι κλειστά σύνολα. Κατ’ επέκταση
τα µονοσύνολα είναι κλειστά, κι από την Πρόταση 12.4, ii. ο χώϱος (X,T) είναι T1.

• ΄Εστω (X,T) ένας T1 τοπολογικός χώϱος. Σύµϕωνα µε την Πϱόταση 12.4, ii., τα µονοσύνολα είναι
κλειστά, άϱα και τα πεπεϱασµένα σύνολα είναι κλειστά. ΄Ολα τα σύνολα που έχουν πεπεϱασµένο
συµπλήϱωµα είναι ανοικτά (ως συµπλήϱωµα κλειστών), και κατ’ επέκταση η T είναι µια τοπολογία
λεπτότεϱη της (αντίστοιχης) συµπεπεϱασµένης τοπολογίας του ίδιου χώϱου.

■

Παϱατήϱηση 12.3: Από το Παϱάδειγµα 12.1 (τέταϱτο •), η συµπεπεϱασµένη τοπολογία είναι η
≪µικϱότεϱη≫ τοπολογία που κάνει έναν χώϱο T1.

Πϱόταση 12.5:

i. ΄Εστω (X,TX), (Y,TY ) δύο τοπολογικοί χώϱοι και µια συνάϱτηση g : (Y,TY ) → (X,TX)
συνεχής και 1− 1. Εάν ο (X,TX) είναι T1 χώϱος, τότε και ο (Y,TY ) είναι T1 χώϱος.
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ii. Εάν (X,TX) είναι ένας T1 τοπολογικός χώϱος, A ⊆ X και (A,TA) είναι o τοπολογικός χώϱος
µε τη σχετική τοπολογία του A, τότε ο (A,TA) είναι T1 χώϱος.

iii. ΄Εστω
(
(Xi,Ti)

)
i∈I µία οικογένεια τοπολογικών χώϱων που είναι T1. Το γινόµενο (X =∏

i∈I Xi,Tγ) µε την καρτεσιανή τοπολογία είναι T1 χώϱος.

Απόδειξη: Για το i.: Θεωρούµε δύο στοιχεία y1 ̸= y2 του Y , κι επειδή η g είναι 1 − 1, g(y1) ̸= g(y2). O
X είναι T1 χώϱος και τα g(y1), g(y2) ανήκουν σ’ αυτόν, εποµένως υπάρχει ανοικτό G ∈ TX τέτοιο ώστε
g(y1) ∈ G ̸∋ g(y2). Αντιστρέφοντας, το σύνολο g−1(G) ⊆ Y είναι ανοικτό (λόγω της συνέχειας της g) και
επιπλέον y1 ∈ g−1(G) ̸∋ y2. Αυτά δείχνουν ότι ο (Y,TY ) είναι T1.

To ii. είναι υποπερίπτωση του i..

Για το iii.: Θεωρούµε x = (xi)i∈I ̸= y = (yi)i∈I δύο στοιχεία του X =
∏
i∈I Xi. Επειδή x ̸= y,

υπάρχει δείκτης j ∈ I τέτοιος ώστε xj ̸= yj , κι επειδή ο Xj είναι T1, υπάρχει Gj ∈ Tj τέτοιο ώστε
xj ∈ Gj ̸∋ yj . Αντιστρέφοντας µέσω της πϱοϐολής pj , το σύνολο p−1

j (Gj) είναι ανοικτό σύνολο (λόγω της
συνέχειας της pj ) και x ∈ p−1

j (Gj) ̸∋ y. Αυτά δείχνουν ότι ο (X,Tγ) είναι T1.





ΚΕΦΑΛΑΙO 13

Μάϑηµα 13

Στους µετϱικούς χώϱους (X, ϱ) υπάϱχουν ισχυϱότεϱες έννοιες διαχωϱισιµότητας από την T1. Με την
T1 επιτυγχάναµε τον διαχωϱισµό ενός σηµείου y από πεϱιοχή του x - µποϱούµε όµως να διαχωϱισουµε
πεϱιοχή του x, όχι απλώς από το y, αλλά από πεϱιοχή του y.

X

εx

y

Για παϱάδειγµα, εάν ε = ϱ(x, y) τα σύνολα B(x, ε/3), B(y, ε/3) είναι ανοικτά, ξένα, το πϱώτο πεϱιέχει το
x και το δεύτεϱο το y. ∆ίνουµε λοιπόν τον ακόλουϑο οϱισµό:

Οϱισµός 13.1: (T2 τοπολογικοί χώϱοι). ΄Ενας τοπολογικός χώϱος (X,T) λέγεται T2 χώϱος εάν για
κάϑε x, y ∈ X µε x ̸= y υπάϱχουν ανοικτά σύνολα U, V ∈ T τέτοια ώστε x ∈ U, y ∈ V και U ∩ V = ∅.
∆ιαϕοϱετικά οι χώϱοι T2 λέγονται και χώϱοι Hausdorff.

■ Παϱάδειγµα 13.1:

• Οι τοπολογικοί µετϱικοί χώϱοι (X,Tϱ) είναι T2 χώϱοι.

• Υπάϱχουν τοπολογικοί χώϱοι που είναι T1 αλλά όχι T2. Για παϱάδειγµα, οι τοπολογικοί χώϱοι
(X,T), όπου το X είναι άπειϱο και η T η συµπεπερασµένη τοπολογία.

Το ότι οι εν λόγω χώϱοι είναι T1 το έχουµε δει στο Παϱάδειγµα 12.1 (τϱίτο •). ∆εν είναι
όµως T2 χώϱοι: αν ήταν, ϑα υπήρχαν δύο ανοικτά, ξένα σύνολα U, V , οπότε U ⊆ V c. Επειδή το
V είναι ανοικτό, το V c είναι πεπερασµένο, άϱα και το U . Επειδή το U είναι ανοικτό, το U c είναι
πεπερασµένο, δηλαδή το X = U ∪ U c είναι πεπερασµένο. Αυτό είναι άτοπο.

■

Παϱατήϱηση 13.1: Κάϑε T2 τοπολογικός χώϱος είναι και T1 (αυτό πϱοκύπτει από τους οϱισµούς των
αξιωµάτων T1, T2).

Πϱόταση 13.1: ΄Εστω (X,T) ένας τοπολογικός χώϱος. Τα παϱακάτω ισοδυναµούν:

i. Ο χώϱος (X,T) είναι T2.

ii. Για κάϑε x, y ∈ X µε x ̸= y υπάϱχει U ∈ Nx µε y ̸∈ U .

iii. Για κάϑε x ∈ X έχουµε
⋂
U∈Nx

U = {x}.

Απόδειξη: (i. ⇒ ii.) Θεωρούµε δύο στοιχεία x ̸= y του X. Λόγω της ιδιότητας T2, ϑα υπάρχουν ανοικτά,
ξένα σύνολα U, V τέτοια ώστε x ∈ U , y ∈ V . Θα δείξουµε ότι το U είναι σύνολο τέτοιο ώστε y ̸∈ U .
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Πράγµατι, εάν y ∈ U , τότε για κάϑε H ∈ Ny ϑα έχουµε U ∩H ̸= ∅, και ειδικότερα για H = V , έπεται
U ∩ V ̸= ∅. Αυτό είναι άτοπο.

(ii. ⇒ iii.) Επειδή για κάϑε U ∈ Nx ισχύει U ⊆ U και ο X είναι T2, από την Παϱατήϱηση
13.1 και την Πρόταση 12.4, iii. έπεται:

{x} =
⋂

U∈Nx

U ⊆
⋂

U∈Nx

U

Για τον αντίστροφο εγκλεισµό, ϑεωρούµε y ∈
⋂
U∈Nx

U µε x ̸= y. Τότε y ∈ U για κάϑε U ∈ Nx, πϱάγµα
που αντιβαίνει στο ii..

(iii. ⇒ i.) Θεωρούµε δύο στοιχεία x ̸= y του X. Λόγω του iii., y ̸∈
⋂
U∈Nx

U , οπότε υπάρχει
U0 ∈ Nx τέτοιο ώστε y ̸∈ U0. Επειδή y ̸∈ U0, έχουµε y ∈ X\U0, κι από τον δυϊσµό ϑηκών και
εσωτεϱικών, y ∈ (X\U0)

◦. Τα σύνολα U◦
0 , (X\U0)

◦ περιέχουν τα x και y αντίστοιχα, είναι ανοικτά και
U◦
0 ∩ (X\U0)

◦ = ∅ (διότι U◦
0 ∩ (X\U0)

◦ = U◦
0 ∩ (X\U0) ⊆ U◦

0 ∩ (X\U◦
0 ) = ∅). Αυτά δείχνουν ότι ο X

είναι T2 χώϱος.

Παϱατήϱηση 13.2:

• ΄Εστω (X,T1), (XT2) δύο τοπολογικοί χώϱοι µε τον δεύτεϱο να έχει λεπτότεϱη τοπολογία (T1 ⊆ T2).
Εάν ο (X,T1) είναι T2 χώϱος, τότε και ο (X,T2) είναι T2 χώϱος. Πϱάγµατι, αυτό είναι άµεση
συνέπεια του οϱισµού των T2 χώϱων.

• Ειδικότεϱα, ο τοπολογικός χώϱος των αϱιστεϱά ηµιάνοικτων διαστηµάτων (R,TS) είναι T2 χώϱος,
αϕού ο συνήϑης τοπολογικός µετϱικός χώϱος (R,Tϱ) έχει Tϱ ⊆ TS .

Πϱόταση 13.2: Τα ακόλουϑα αληϑεύουν:

i. ΄Εστω (X,T), (Y,TY ) δύο τοπολογικοί χώϱοι και g : (Y,TY ) → (X,TX) συνεχής και 1 − 1
απεικόνιση. Εάν ο (X,TX) είναι T2, τότε και ο (Y,TY ) είναι T2.

ii. Εάν ο (X,TX) είναι T2 χώϱος, A ⊆ X και (A,TA) είναι ο τοπολογικός χώϱος µε τη σχετική
τοπολογία, τότε ο (A,TA) είναι T2 χώϱος.

iii. Εάν
(
(Xi,Ti)

)
i∈I είναι οικογένεια T2 χώϱων, τότε ο τοπολογικός χώϱος γινόµενο (X =∏

i∈I Xi,Tγ) µε την καρτεσιανή τοπολογία είναι T2 χώϱος.

Απόδειξη: Για το i.: Θεωρούµε y1 ̸= y2 στον χώϱο Y . Επειδή η g είναι 1 − 1 έχουµε g(y1) ̸= g(y2),
κι επειδή ο X είναι T2 χώϱος, υπάρχουν ξένα U, V ∈ TX τέτοια ώστε f(y1) ∈ U και f(y2) ∈ V .
Αντιστρέφοντας, τα σύνολα g−1(U), g−1(V ) είναι ανοικτά, ξένα, το πϱώτο περιέχει το y1 και το δεύτεϱο το
y2. Αυτά δείχνουν ότι ο (Y,TY ) είναι T2 χώϱος.

Το ii. είναι υποπερίπτωση του i..

Για το iii.: ΄Εστω x = (xi)i∈I ̸= y = (yi)i∈I δύο στοιχεία του
∏
i∈I Xi. Εφόσον δεν ταυτίζονται,

υπάρχει δείκτης j ∈ I τέτοιος ώστε xj ̸= yj , και επειδή ο Xj είναι T2, υπάρχουν ανοικτά και ξένα σύνολα
Uj , Vj ∈ Tj µε xj ∈ Uj και yj ∈ Vj . Αντιστρέφοντας µέσω της πϱοϐολής pj , τα σύνολα p−1

j (Uj), p
−1
j (Vj)

είναι ανοικτά, ξένα, το πϱώτο περιέχει το x και το δεύτεϱο το y. Αυτά δείχνουν ότι ο χώϱος (X,Tγ) είναι
T2.

΄Εχουµε δει (για παϱάδειγµα, στο Παϱάδειγµα 8.1 (δεύτεϱο •). Θυµηθείτε επίσης ότι µια ακολουθία
είναι δίκτυο) ότι ένα συγκλίνον δίκτυο εν γένει δεν έχει µοναδικό όϱιο. Στην πεϱίπτωση όµως των T2

χώϱων, η µοναδικότητα του οϱίου είναι κάτι που µποϱεί να εξασφαλιστεί. Μάλιστα ϑα δείξουµε ότι αυτό
ακϱιϐώς είναι αυτό που λείπει σε τοπολογικούς χώϱους στους οποίους δεν εξασφαλίζεται η µοναδικότητα
του οϱίου, αποδεικνύοντας την ισοδυναµία:

Θεώϱηµα 13.1: ΄Ενας χώϱος (X,T) είναι T2 εάν και µόνο αν κάϑε συγκλίνον δίκτυο του X έχει
µοναδικό όϱιο.

Απόδειξη: (⇒) ΄Εστω (X,T) ένας T2 χώϱος και (xλ)λ∈Λ ένα συγκλίνον δίκτυο πϱος τα x ̸= y.
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Αϕού x ̸= y και ο X είναι T2, υπάρχουν ξένα U, V ∈ T µε x ∈ U και y ∈ T. Λόγω της σύγκ-
λισης της υπακολουθίας:

∃λx ∈ Λ τέτοιο ώστε ∀λ ≥ λx, xλ ∈ U ∈ Nx

∃λy ∈ Λ τέτοιο ώστε ∀λ ≥ λy, xλ ∈ V ∈ Ny

οπότε διαλέγοντας λ0 ≥ λx, λy, έχουµε:

∀λ ≥ λ0, xλ ∈ U ∩ V

Αυτό είναι άτοπο, αϕού U ∩ V = ∅. Καταλήγουµε στο ότι x = y.

(⇐) Εάν ο χώϱος X είναι T2, τότε υπάρχουν x ̸= y για τα οποία κάϑε Ϲεύγος G,H ∈ T µε το
πϱώτο να περιέχει το x, το δεύτεϱο το y, έχει µη κενή τοµή G ∩H ̸= ∅.

Θέτουµε Λ = Nx ×Ny και ορίζουµε σχέση ≤:

(U, V ) ≤ (U ′, V ′) ⇔ U ⊇ U ′ και V ⊇ V ′

η οποία καθιστά το (Λ,≤) κατευθυνόµενο σύνολο. Για κάϑε λ = (U, V ) ∈ Λ, τα U, V αποτελούν περιοχές
των x και y αντίστοιχα, εποµένως x ∈ U◦ και επίσης y ∈ V ◦. Από την υπόθεση, η τοµή U◦ ∩ V ◦ δεν
είναι κενή, άϱα ούτε η U ∩ V . ∆ιαλέγουµε στην τελευταία στοιχείο pλ ∈ U ∩ V και κατασκευάζουµε το
αντίστοιχο δίκτυο, για τα διάφορα λ ∈ Λ. Θα δείξουµε ότι pλ → x, και κανείς µποϱεί αναλόγως να δείξει
ότι pλ → y (δηλαδή το όϱιο δεν είναι µοναδικό). Αυτό ϑα µας δώσει άτοπο, εποµένως ϑα πϱέπει ο χώϱος
να είναι T2.

΄Εστω U0 ∈ Nx. Θέτουµε λ0 = (U0, X) ∈ Λ και παϱατηϱούµε ότι για λ = (U, V ) ≥ λ0, (U, V ) ≥ (U0, X),
δηλαδή U ⊆ U0 και V ⊆ X (το οποίο είναι αδιάφορο, αϕού ούτως ή άλλως V ⊆ X). Οπότε
pλ ∈ U ∩ V ⊆ U0 ∩X = U0, και έχουµε δείξει µ’ αυτά ότι:

∀U0 ∈ Nx, ∃λ0 ∈ Λ τέτοιο ώστε ∀λ ≥ λ0, pλ ∈ U0

δηλαδή pλ → x.

Επόµενο ϐήµα είναι η µελέτη διαχωϱισιµότητας σηµείου από κλειστό σύνολο (το ένα εν των δύο σηµείων
του αξιώµατος T2 έχει αντικατασταϑεί ουσιαστικά από κλειστό σύνολο).

Οϱισµός 13.2: (T3 τοπολογικοί χώϱοι). ΄Ενας τοπολογικός χώϱος (X,T) λέγεται T3 χώϱος εάν για
κάϑε x ∈ X και F ⊆ X κλειστό µε x ̸∈ F υπάϱχουν ανοικτά σύνολα U, V ∈ T µε x ∈ U , F ⊆ V και
U ∩ V = ∅. ∆ιαϕοϱετικά οι T3 χώϱοι λέγονται και κανονικοί.

X

x

F

U

V

Πϱόταση 13.3: ΄Εστω (X,T) τοπολογικός χώϱος. Τα ακόλουϑα ισοδυναµούν:

i. Ο χώϱος (X,T) είναι T3.

ii. Για κάϑε x ∈ X και για κάϑε κλειστό F µε x ̸∈ F , υπάϱχει U ∈ Nx τέτοιο ώστε U ∩ F = ∅.

iii. Για κάϑε x ∈ X και για κάϑε U ∈ Nx υπάϱχει V ∈ Nx µε V ⊆ U .

iv. Για κάϑε x ∈ X και για κάϑε κλειστό F µε x ̸∈ F υπάϱχουν G,H ∈ T τέτοια ώστε x ∈ G, F ⊆ H
και G ∩H = ∅.
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Απόδειξη: (i. ⇒ ii.) Θεωρούµε x ∈ X και κλειστό F µε x ̸∈ F . Εφόσον ο X είναι T3 χώϱος, υπάρχουν
U, V ∈ T µε x ∈ U , F ⊆ V και U ∩ V = ∅. Το ανοικτό σύνολο U είναι περιοχή του x, και µάλιστα
ϑα δείξουµε ότι έχει την ιδιότητα U ∩ V = ∅. Πράγµατι, εάν η τoµή δεν ήταν κενή, ϑα υπήρχε κάποιο
y ∈ U ∩ V . Επειδή y ∈ U , κάϑε ανοικτή περιοχή του y τέµνει το U , και ειδικότερα η V τέµνει το U . Αυτό
είναι άτοπο.

(ii. ⇒ iii.) ΄Εστω x ∈ X και U ∈ Nx. Εφόσον το U είναι περιοχή του x, έχουµε x ∈ U◦ και το
x δεν ανήκει στο κλειστό σύνολο X\U◦. Από το ii., υπάρχει περιοχή V ∈ Nx τέτοια ώστε V ∩ F = ∅.
∆ηλαδή:

V ∩ (X\U◦) = ∅ ⇒ V ⊆ U◦ ⇒ V ⊆ U

(Μάλιστα εδώ το V είναι συµπαγώς περιεχόµενο στο U , δηλαδή V ⋐ U :⇔ V ⊆ U◦).

(iii. ⇒ iv.) ΄Εστω x ∈ X και F ⊆ X κλειστό µε x ̸∈ F . Το σύνολο X\F είναι ανοικτή περιοχή
του x, οπότε (από το iii.) υπάρχει V ∈ Nx µε V ⊆ X\F . Μάλιστα, η ανοικτή περιοχή V ◦ ∈ Nx έχει την
ιδιότητα V ◦ ⊆ V ⊆ X\F .

Για την ανοικτή περιοχή V ◦ ∈ Nx εφαρµόζουµε και πάλι το iii., οπότε ϐρίσκουµε W ∈ Nx µε
W ⊆ V ◦. Παϱατηϱούµε ότι το ανοικτό σύνολο W ◦ περιέχει το x, και επίσης X\V ◦ ⊇ X\(X\F ) = F , µε
το X\V ◦ να είναι ανοικτό σύνολο. Θέτουµε G = W ◦ και H = X\V ◦, και έχουµε:

G ∩H = W ◦ ∩X\V ◦ ⊆ V ◦ ∩X\V ◦ = V ◦ ∩ (X\V ◦) = ∅

(iv. ⇒ i.) ΄Αµεσο, από τον οϱισµό του T3.

Παϱατήϱηση 13.3: Από την Πϱόταση 13.3, iii. έπεται η ισοδυναµία: ένας χώϱος (X,T) είναι T3 εάν
και µόνο αν κάϑε x ∈ X έχει ϐάση πεϱιοχών από κλειστά.
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■ Παϱάδειγµα 14.1:

• Κάϑε τοπολογικός µετϱικός χώϱος (X,Tϱ) είναι T3. Πϱάγµατι, από την Παϱατήϱηση 13.3, για
κάϑε x ∈ X το σύνολο {“B(x, ε) | ε > 0} είναι ϐάση πεϱιοχών του x από κλειστά.

• ΄Εστω X = {a, b, c}, |X| = 3. Θεωρούµε το σύνολο T =
{
∅, {a}, {b, c}, X

}
και παϱατηϱούµε (µε

πεπερασµένο έλεγχο) ότι είναι τοπολογία στον X. Μάλιστα τα ανοικτά σύνολα είναι ακϱιϐώς τα
κλειστά σύνολα.

Ο (X,T) δεν είναι T1 χώϱος, αϕού τα b, c δεν διαχωρίζονται. ∆εν είναι ούτε T2 χώϱος, αϕού
ισχύει η Παϱατήϱηση 13.1.

Είναι όµως T3 χώϱος, κι αυτό µποϱούµε να το δείξουµε µε πεπερασµένο έλεγχο.

• Υπάϱχουν τοπολογίες που δεν είναι T3, αλλά είναι T2. Θεωϱούµε τον συνήϑη τοπολογικό µετϱικό
χώϱο (R,Tϱ) και το σύνολο A = {1/n}n∈N. ΟϱίϹουµε C = Tϱ ∪ {Ac} και T τη µοναδική τοπολογία
µε υποϐάση την C. Εϕόσον η C είναι υποϐάση της T, η (αντίστοιχη) ϐάση B της T είναι το σύνολο
των πεπεϱασµένων τοµών στοιχείων της C (µαϹί µε το X), οπότε έχει τη µοϱϕή:

B = Tϱ ∪ {U ∩Ac | U ∈ Tϱ}

Παίϱνοντας ενώσεις στοιχείων της B:

T = {U1 ∪ (U2 ∩Ac) | U1, U2 ∈ Tϱ}

λαµϐάνουµε την ανωτέϱω µοϱϕή της τοπολογίας και παϱατηϱούµε ότι T ⊇ Tϱ. Θα δείξουµε ότι το
0 ̸∈ A δεν διαχωρίζεται από το κλειστό (στην T) σύνολο A.

Πϱάγµατι, εάν ο διαχωρισµός ήταν δυνατός, ϑα υπήρχαν ανοικτά σύνολα U = U1 ∪ (U2 ∩Ac), V =
V1 ∪ (V1 ∩ Ac) ∈ T (εννοείται µε U1, U2, V1, V2 ∈ Tϱ) τέτοια ώστε 0 ∈ U , A ⊆ V και U ∩ V = ∅.
Στεκόµαστε στο ότι 0 ∈ U :

0 ∈ U ⇔
[
0 ∈ U1 ή [0 ∈ U2 και 0 ∈ Ac]

]
⇔ [0 ∈ U1 ή 0 ∈ U2]

Εάν 0 ∈ U1, επειδή η ακoλουϑία 1/n συγκλίνει στο 0 (στη χονδροειδέστερη τοπολογία Tϱ), ϑα
υπάρχει ένας δείκτης n1 ∈ N τέτοιος ώστε για κάϑε n ⩾ n1, 1/n1 ∈ U1 ⊆ U . Επιπλέον όλοι οι όϱοι
1/n ανήκουν στο A ⊆ V , οπότε η τοµή U ∩ V είναι κάϑε άλλο παϱά κενή. Αυτό είναι άτοπο, το
οποίο επιϐάλλει 0 ∈ U2.

Εάν 0 ∈ U2, επειδή η ακoλουϑία 1/n συγκλίνει στο 0 (στη χονδροειδέστερη τοπολογία Tϱ),
ϑα υπάρχει ένας δείκτης n2 ∈ N τέτοιος ώστε για κάϑε n ⩾ n2, 1/n2 ∈ U2. Γράφοντας το
V = V1 ∪ (V2 ∩ Ac) = V1 ∪ (V2\A), παϱατηϱούµε ότι A ⊆ V ⇒ A ⊆ V1. ∆ηλαδή όλα τα 1/n
ϐρίσκονται εντός του V1, και ειδικότερα µετά του n2 οι 1/n ϐρίσκονται εντός των U2, V1, άϱα εντός
της τοµής U2 ∩ V1. Η τοµή U2 ∩ V1 είναι ανοικτό σύνολο στην Tϱ και το εσωτεϱικό intTϱ

A είναι
κενό, οπότε δεν µποϱεί να περιέχει κανένα ανοικτό - ειδικότερα U2 ∩ V1 ̸⊆ A.

Υπάϱχει λοιπόν x ∈ U2, x ∈ V1, x ̸∈ A, δηλαδή:

[x ∈ U2\A = U2 ∩Ac και x ∈ V1] ⇒ [x ∈ U και x ∈ V ] ⇒ x ∈ U ∩ V
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Αυτό είναι και πάλι άτοπο, αϕού U ∩ V = ∅. Καταλήγουµε στο ότι ο χώϱος (R,T) δεν είναι T3.
Είναι όµως T2, αϕού ο χώϱος (R,Tϱ) είναι T2 και T ⊇ Tϱ (Παϱατήϱηση 13.2 (πϱώτο •)).

■

Παϱατήϱηση 14.1: Μέχϱι τώϱα έχουµε δει τα εξής:

• Υπάϱχουν τοπολογίες χωϱίς διαχωριστικά αξιώµατα T1, T2, T3 (για παϱάδειγµα, οι τετριµµένες
τοπολογίες).

• Υπάϱχουν τοπολογίες που είναι T1 αλλά όχι T2, ούτε T3. Στο Παϱάδειγµα 13.1 (δεύτεϱο •) είδαµε
ότι ο τοπολογικός χώϱος (X,T) - όπου το X είναι άπειϱο και T η συµπεπεϱασµένη τοπολογία -
είναι T1 αλλά όχι T2 χώϱος. Μάλιστα δεν είναι ούτε T3 χώϱος, αϕού κάϑε δύο ανοικτά σύνολα κατ’
ανάγκη τέµνονται (το επιχείϱηµα το είδαµε και πάλι στο Παϱάδειγµα 13.1 (δεύτεϱο •)).

• Υπάϱχουν T3 χώϱοι που δεν είναι T1, ούτε T2 (Παϱάδειγµα 14.1 (δεύτεϱο •)).

• Υπάϱχουν T2 χώϱοι που δεν είναι T3 (Παϱάδειγµα 14.1 (τϱίτο •)).

• Υπάϱχουν χώϱοι που είναι T1, T2 και T3 (για παϱάδειγµα, οι µετϱικοποιήσιµοι τοπολογικοί χώϱοι).

Τοπολογικοί χώϱοι χωϱίς διαχ. αξιώµατα T1, T2, T3

T3 όχι T1, T2

T1, T2, T3
T2 όχι T3

T1 όχι T2, T3;
T1, T2, T3.

∆εν έχουµε εξετάσει τις τοπολογίες που είναι συγχϱόνως T1 και T3. Υπάϱχουν άϱαγε τοπολογίες που είναι
T1 και T3 αλλά όχι T2; Η απάντηση είναι αϱνητική. Εάν ένας τοπολογικός χώϱος είναι T1, τα µονοσύνολά
του είναι κλειστά. Εάν είναι και T3, κάϑε x ̸= y διαχωϱίϹεται από το {y}, δηλαδή από το y - οπότε ο χώϱος
είναι και T2.

Θεώϱηµα 14.1: ΄Εστω (X,TX), (Y,TY ) δύο τοπολογικοί χώϱοι µε τον δεύτεϱο να είναι T3, κι επίσης
µια συνάϱτηση f : (X,TX) → (Y,TY ). Εάν D είναι ένα πυκνό σύνολο στον X και για κάϑε x ∈ X η
f |D∪{x} είναι συνεχής, τότε και η f (χωϱίς πεϱιοϱισµούς) είναι συνεχής.

Απόδειξη: Για να αποδείξουµε τη συνέχεια, ϑα χρησιµοποιήσουµε την αϱχή της µεταϕοϱάς µε δίκτυα.

Βήµα Ι: ΄Εστω πϱος άτοπο ότι για κάποιο συγκλίνον δίκτυο (xλ)λ∈Λ πϱος το x έχουµε f(xλ) ̸→ f(x).
Από την άϱνηση του ορισµού της σύγκλισης, υπάρχει κάποιο V0 ∈ Nf(x) τέτοιο ώστε για κάϑε µ ∈ Λ
να υπάρχει µ′ ≥ µ µε f(xµ′) ̸∈ V0. Αυτό το V0 ϑα το ϑεωρήσουµε κλειστό, αϕού ο χώϱος είναι T3 και
(σύµφωνα µε την Παϱατήϱηση 13.3) υπάρχει ϐάση περιοχών από κλειστά σύνολα.

Βήµα IΙ: Εφόσον η f |D∪{x} είναι συνεχής, για κάϑε V ∈ Nf(x) υπάρχει U ∈ Nx τέτοιο ώστε
f
(
U ∩ (D ∪ {x})

)
⊆ V (δείτε την Παϱατήϱηση 10.1 σε συνδιασµό µε τον οϱισµό της συνέχειας).

Ειδικότερα, για το V0 υπάρχει U0 µ’ αυτήν την ιδιότητα, το οποίο χωϱίς ϐλάϐη της γενικότητας ϑα
υποθέσουµε ανοικτό (γιατί γενικά τα επιχειρήµατα ϑα µποϱούσαν να διατυπωθούν για το U◦

0 ). Επειδή
U0 ∈ Nx, f(U0 ∩D) ⊆ V0 το οποίο δεν εξαρτάται από το εκάστοτε x.

Βήµα ΙII: Επειδή τώϱα xλ → x, για την περιοχή U0 ∈ Nx υπάρχει λ0 ∈ Λ τέτοιο ώστε για κάϑε
λ ≥ λ0 να ισχύει xλ ∈ U0.



73

Βήµα ΙV: Για µ = λ0 υπάρχει λ1 ≥ λ0 ώστε να αληθεύει f(xλ1) ̸∈ V0 - δηλαδή f(xλ1) ∈ V c
0 και το V c

0

είναι ανοικτή περιοχή του f(xλ1
) (αυτό από το Βήµα Ι). Επιπέλον, xλ1

∈ U0.

Βήµα V: H f |D∪{xλ1
} είναι συνεχής στο xλ1

, οπότε για την (ανοικτή) περιοχή V c
0 του f(xλ1

) υπ-
άρχει U1 ∈ Nxλ1

τέτοιο ώστε f
(
U1 ∩ (D∪{xλ1

})
)
⊆ V c

0 , δηλαδή f(U1 ∩D) ⊆ V c
0 . To U1 και πάλι µποϱεί

να υποτεθεί ανοικτό.

Παϱατηϱήστε τώϱα ότι xλ1 ∈ U0 (αϕού λ1 ≥ λ0) και xλ1 ∈ U1 (αϕού U1 ∈ Nxλ1
), εποµένως

U0 ∩ U1 ̸= ∅. Τώϱα το U0 ∩ U1 είναι ανοικτό σύνολο, οπότε από την Πρόταση 5.1, i., (U0 ∩ U1) ∩D ̸= ∅.
Αυτό είναι άτοπο, αϕού f(U0 ∩D) ⊆ V0, f(U1 ∩D) ⊆ V c

0 και:

∅ ≠ f(U0 ∩ U1 ∩D) ⊆ f(U0 ∩D) ∩ f(U1 ∩D) ⊆ V0 ∩ V c
0 = ∅

Πϱόταση 14.1: Τα ακόλουϑα αληϑεύουν:

i. ΄Εστω (X,TX), (Y,TY ) δύο τοπολογικοί χώϱοι µε τον πϱώτο να είναι T3. Εάν υπάρχει οµοιοµορ-
ϕισµός f : (X,TX) → (Y,TY ), τότε και ο (Y,TY ) είναι T3.

ii. ΄Εστω (X,T) ένας τοπολογικός χώϱος, A ⊆ X και (A,TA) ο χώϱος µε τη σχετική τοπολογία του
A. Εάν ο (X,T) είναι T3, τότε και ο (A,TA) είναι T3.

iii. ΄Εστω
(
(Xi,Ti)

)
i∈I µια οικογένεια T3 χώϱων. Ο χώϱος γινόµενο (X =

∏
i∈I Xi,Tγ) µε την

τοπολογία γινόµενο είναι T3 χώϱος.

Απόδειξη: Για το i.: ΄Εχουµε δει στις Προτάσεις 12.5, i., 13.2, i. ότι οι συνεχείς αντίστροφες εικόνες
µεταβιβάζουν τις ιδιότητες των T1, T2. Για το T3 δεν ισχύει το ίδιο, και γι’ αυτό χρειάζεται µια συνάϱτηση
που να µεταϕέϱει ολόκληϱη τη δοµή του τοπολογικού χώϱου, άϱα ένας οµοιοµορφισµός.

Για το ii. ϑεωρούµε F ένα κλειστό σύνολο στην TA και ένα x ̸∈ F . Εφόσον το F είναι κλειστό
στην TA, ϑα υπάρχει κλειστό σύνολο K στην T τέτοιο ώστε F = A ∩K. Επειδή x ̸∈ F , τότε x ̸∈ K. Από
την ιδιότητα T3 του χώϱου (X,T), υπάρχουν ανοικτά και ξένα U, V ∈ T τέτοια ώστε x ∈ U και K ⊆ V .
Τώϱα παϱατηϱούµε ότι x ∈ U ∩A (αϕού επιπλέον x ∈ A), F = K ∩A ⊆ V ∩A και (U ∩A)∩ (V ∩A) = ∅
(αϕού τα U, V είναι ξένα) µε τα U∩A, V ∩A να είναι ανοικτά στην TA. Αυτό αποδεικνύει το T3 του (A,TA).

Για το iii.: Χρησιµοποιώντας την Πρόταση 13.3, iii., αϱκεί να δειχθεί ότι για κάϑε x = (xi)i∈I ∈
∏
i∈I Xi

και για κάϑε U ∈ Nx υπάρχει V ∈ Nx ούτως ώστε V ⊆ U .

Σταϑεϱοποιούµε λοιπόν ένα τέτοιο x, και για κάϑε U ∈ Nx έχουµε x ∈ U◦ (το οποίο είναι ανοικτό
σύνολο). Υπάρχει εποµένως κανονικό ϐασικό σύνολο B τέτοιο ώστε x ∈ B ⊆ U◦. Γενικά το B έχει τη
µοϱϕή (όπως εξάλλου έχουµε δει αρκετές ϕοϱές):

B =

n⋂
k=1

p−1
ik

(Gik) =
∏
i∈I

Bi

όπου η οικογένεια {ik}nk=1 είναι πεπεϱασµένη, τα Gik ∈ Tik είναι ανοικτά και:

Bi =

®
Xi, i ̸= ik

Bi, i = ik

(εάν ϑέλετε να διασαϕηνίσετε τη µοϱϕή των κανονικών ϐασικών συνόλων, ανατϱέξτε στην απόδειξη της
Παϱατήϱησης 11.1). Παϱατηϱούµε τώϱα ότι xik ∈ Gik ∈ NTik

xik
µε τους χώϱους (Xi,Ti) να είναι T3.

Χϱησιµοποιώντας την Πϱόταση 13.3, iii., υπάϱχει Vik ∈ NTik
xik

µε Vik ⊆ Gik . ΟϱίϹουµε το σύνολο:

V =

n⋂
k=1

p−1
ik

(Vik) =
∏
i∈I

Ai, όπου Ai =

®
Xi, i ̸= ik

Vi, i = ik

το οποίο είναι υποσύνολο του B.

V =

n⋂
k=1

p−1
ik

(Vik)
⋆
⊆

n⋂
k=1

p−1
ik

(Gik) = B
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(ο εγκλεισµός στο άστϱο (⋆) αληϑεύει από τον οϱισµό των Vik ). Παίϱνοντας ϑήκη, παϱατηϱούµε ότι:

V =
∏
i∈I

Ai
⋆
=
∏
i∈I

Ai =

n⋂
k=1

p−1
ik

(Vik)
⋆⋆
⊆

n⋂
k=1

p−1
ik

(Gik) = B

όπου η ισότητα άστϱο (⋆) δικαιολογείται από την Παϱατήϱηση 11.1 και ο εγκλεισµός διπλό άστϱο (⋆⋆)
από τον οϱισµό των Vik . Επιπλέον, το V είναι πεϱιοχή του x, αϕού:

x ∈
n⋂
k=1

p−1
ik

(V ◦
ik
) ⊆

n⋂
k=1

p−1
ik

(Vik) = V

και η πϱώτη τοµή είναι ανοικτό σύνολο. Εϕόσον το εν λόγω ανοικτό σύνολο πεϱιέχεται στο V και το
εσωτεϱικό V ◦ είναι το µεγαλύτεϱο ανοικτό σύνολο που πεϱιέχεται στο V , έχουµε x ∈ V ◦. Αυτό αποδεικνύει
την πϱόταση, αϕού B ⊆ U◦ ⊆ U και x ∈ V .

Μποϱούµε εν συνεχεία να πϱοσωϱίσουµε σε ακόµη ένα διαχωϱιστικό αξίωµα, το λεγόµενο T4. Στους T3

τοπολογικούς χώϱους ήταν δυνατός ο ≪διαχωϱισµός≫ σηµείου από κλειστό σύνολο. Στους T4 χώϱους ϑα
διαχωϱίϹουµε κλειστά σύνολα µεταξύ τους.

Οϱισµός 14.1: (T4 τοπολογικοί χώϱοι). ΄Ενας τοπολογικός χώϱος (X,T) ϑα λέγεται T4 εάν για
κάϑε δύο κλειστά σύνολα F1, F2 ⊆ X µε F1 ∩ F2 = ∅ υπάϱχουν ανοικτά σύνολα U, V ∈ T τέτοια ώστε
F1 ⊆ U , F2 ⊆ V και U ∩ V = ∅. Οι T4 τοπολογικοί χώϱοι λέγονται αλλιώς ϕυσιολογικοί.

X

F1

F2

U

V

Παϱατήϱηση 14.2: Εάν ένας χώϱος είναι T1 και T4, τότε είναι και T3. Πϱάγµατι, εάν τα κλειστά σύνολα
διαχωϱίϹονται και τα µονοσύνολα είναι κλειστά, τότε για κάϑε κλειστό F και για κάϑε x ̸∈ F , το {x}
διαχωϱίϹεται από το F - εποµένως το x διαχωϱίϹεται από το F .

Πϱόταση 14.2: Οι ακόλουϑες πϱοτάσεις είναι ισοδύναµες:

i. Ο τοπολογικός χώϱος (X,T) είναι T4.

ii. Για κάϑε δύο κλειστά, ξένα σύνολα F1, F2 ⊆ X υπάϱχει ανοικτό σύνολο U ∈ T µε F1 ⊆ U και
U ∩ F2 = ∅.

iii. Για κάϑε κλειστό F ⊆ X και για κάϑε U ∈ T µε F ⊆ U υπάϱχει V ∈ T τέτοιο ώστε F ⊆ V ⊆
V ⊆ U .

iv. Για κάϑε δύο κλειστά, ξένα F1, F2 ⊆ X, υπάϱχουν U, V ∈ T µε F1 ⊆ U , F2 ⊆ V και U ∩ V = ∅.

Απόδειξη: Ανάλογη της απόδειξης της Πρότασης 13.3.

Πϱόταση 14.3: ΄Εστω (X,T) ένας τοπολογικός χώϱος µε την εξής ιδιότητα: Για κάϑε κλειστό σύνολο
F ⊆ X υπάϱχει συνεχής f : X → R τέτοια ώστε F = f−1({0}) (εννοείται ότι ο χώϱος R ϑεωϱείται µε
τη συνήϑη µετϱική τοπολογία). Ο χώϱος (X,T) είναι T4.

Απόδειξη: ΄Εστω F1, F2 ⊆ X κλειστά και ξένα σύνολα. Λόγω της προαναφερθείσας ιδιότητας του
τοπολογικού χώϱου, υπάρχουν συναρτήσεις f1, f2 : X → R τέτοιες ώστε:

F1 = f−1
1 ({0}) και F2 = f−1

2 ({0})
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ΟϱίϹουµε φ : X → R µέσω του τύπου:

φ(x) =
|f1(x)|

|f1(x)|+ |f2(x)|

και παϱατηϱούµε ότι είναι καλά οϱισµένη, αϕού f1(x) = f2(x) = 0 ⇔ x ∈ F1 ∩ F2 = ∅. Επίσης
είναι συνεχής ως σύνϑεση συνεχών και φ(X) ⊆ [0, 1], µε φ(F1) = {0}, φ(F2) = {1}. Λόγω συνέχειας,
αντιστϱέϕει ανοικτά σύνολα σε ανοικτά σύνολα, και κατ’ επέκταση τα σύνολα:

U = φ−1
(
(−∞, 1/2)

)
, V = φ−1

(
(1/2,∞)

)
είναι ανοικτά. Αυτό δείχνει το T4 του χώϱου, αϕού F1 ⊆ U , F2 ⊆ V και U ∩ V = ∅.

Παϱατήϱηση 14.3: Από την Πϱόταση 14.3 πϱοκύπτει ότι κάϑε µετϱικός χώϱος είναι T4. Μάλιστα, για
κάϑε κλειστό F η αντίστοιχη συνάϱτηση f είναι η συνάϱτηση απόστασης f(·) = dist(·, F ).





ΚΕΦΑΛΑΙO 15

Μάϑηµα 15

15.1 Ασκήσεις

΄Ασκηση 15.1: ΄Εστω (X,T1), (X,T2) δύο τοπολογικοί χώϱοι µε την δεύτεϱη τοπολογία να είναι
λεπτότερη (T1 ⊆ T2). Στα παϱακάτω ϑα συµβολίζουµε µε ∂T το σύνοϱο στην τοπολογία T.

Για A ⊆ X, να συγκρίνετε τα σύνολα:

i. intT1
A, intT2

A.

ii. clT1
A, clT2

A.

iii. ∂T1
A, ∂T2

A.

Απάντηση:

intT1
A

intT2
A

A

clT2A

clT1
A

∂
T
1 A∂T

2
A

Για το i.: ΟϱίϹουµε τα δύο σύνολα:

(EA)1 = {G ∈ T1 | G ⊆ A} και (EA)2 = {G ∈ T2 | G ⊆ A}

για τα οποία ισχύει (EA)1 ⊆ (E)2. Από τον Οϱισµό 3.2, Ι. έχουµε:

intT1
A =

⋃
(EA)1 και intT2

A =
⋃

(EA)2

οπότε intT1A ⊆ intT2A.

Για το ii.: Ορίζουµε τα σύνολα:

(FA)1 = {F ⊆ X | F κλειστό στην T1, F ⊆ A} και (FA)2 = {F ⊆ X | F κλειστό στην T2, F ⊆ A}
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για τα οποία ισχύει (FA)1 ⊆ (F)2 (αν υπάϱχουν πεϱισσότεϱα ανοικτά, ϑα υπάϱχουν και πεϱισσότεϱα
συµπληϱώµατα ανοικτών κι άϱα πεϱισσότεϱα κλειστά). Από τον Οϱισµό 3.2, ΙI. έχουµε:

clT1
A =

⋂
(FA)1 και clT2

A =
⋂

(FA)2

οπότε clT1A ⊇ clT2A.

Για το iii., εφαρµόζοντας τη σχέση ∂T1
A = (clT1

A)\(intT1
A), ∂T2

A = (clT2
A)\(intT2

A) παίϱνουµε
∂T1

A ⊇ ∂T2
A.

△
΄Ασκηση 15.2: Θεωϱούµε ένα µη κανό διάστηµα I = [a, b] ⊆ R και µια ϕϱαγµένη συνάϱτηση f : I → R.
Θεωϱούµε επίσης το σύνολο:

P = {P | P διαµέϱιση του I}

καϑώς και τη σχέση P ≤ Q :⇔ P ⊆ Q. ∆είξτε ότι το σύνολο (P,≤) είναι κατευϑυνόµενο. Επιπλέον, για
κάϑε διαµέϱιση P = {a = p1, p2, · · · , p|P | = b} οϱίϹουµε τους δύο αϱιϑµούς:

L(f, P ) =

|P |−1∑
i=1

(pi+1 − pi) · inf
ξi∈[pi,pi+1]

f(ξi)

και:

U(f, P ) =

|P |−1∑
i=1

(pi+1 − pi) · sup
ξi∈[pi,pi+1]

f(ξi)

∆είξτε ότι τα
(
L(f, P )

)
P∈P

και
(
U(f, P )

)
P∈P

είναι δίκτυα, κι επίσης ότι η σύγκλιση:

L(f, P ), U(f, P ) → I(f)

(εάν τα L(f, P ), U(f, P ) συγκλίνουν στον ίδιο αϱιϑµό I(f)) ταυτίϹεται µε τη σύγκλιση του ολοκληϱώµατος.

Απάντηση: Σχετικά άµεση.
△

΄Ασκηση 15.3: ΄Εστω (xλ)λ∈Λ δίκτυο στον τοπολογικό χώϱο (X,T) και (xφ(µ))µ∈M ένα υποδίκτυο. Εάν
το x ∈ X είναι οϱιακό σηµείο του υποδικτύου, δείξτε ότι είναι επίσης οϱιακό σηµείο του (xλ)λ∈Λ.

Απάντηση πϱώτη: Από τον οϱισµό των οριακών σηµείων, για κάϑε περιοχή V ∈ Nx και για κάϑε µ0 ∈ M
υπάρχει µ ≥ µ0 ούτως ώστε xφ(µ) ∈ V .

Θα δείξουµε ότι το x είναι οριακό σηµείο για το δίκτυο (xλ)λ∈Λ, δηλαδή ότι για κάϑε V ∈ Nx

και για κάϑε λ0 ∈ Λ υπάρχει λ ≥ λ0 τέτοιo ώστε xλ ∈ V . Πράγµατι, επειδή το φ(M) είναι οµοτε-
λικό στο Λ, υπάρχει µ0 ούτως ώστε φ(µ0) ≥ λ0, και τότε επειδή το x είναι οριακό σηµείο, υπάρχει
µ ≥ µ0 ⇒ φ(µ) ≥ λ0 (εδώ χρησιµοποιείται και η µονοτονία της φ) µε xφ(µ) ∈ V . Ο δείκτης φ(µ) είναι το
Ϲητούµενο λ.

Απάντηση δεύτεϱη: Αξιοποιώντας το Θεώϱηµα 9.1, επειδή το x είναι οριακό σηµείο του (xφ(µ))µ∈M ,
υπάρχει υποδίκτυο (xφ◦ψ(κ))κ∈K το οποίο συγκλίνει στο x.

xφ◦ψ(·) : K
ψ−→ M

φ−→ Λ
x−→ X

Είναι τετϱιµµένο κανείς να δείξει ότι το (xφ◦ψ(κ))κ∈K είναι υποδίκτυο και του (xλ)λ∈Λ, οπότε ξανά από
το Θεώϱηµα 9.1 το x είναι οϱιακό σηµείο του (xλ)λ∈Λ.

△
΄Ασκηση 15.4: ΄Εστω (X,T1), (X,T2) δύο τοπολογικοί χώϱοι. ∆είξτε την ισοδυναµία:

T1 ⊆ T2 ⇔ Για κάϑε δίκτυο (xλ)λ∈Λ, εάν xλ → x στον (X,T2), τότε xλ → x στον (X,T1)

Απάντηση πϱώτη: (⇒) Εάν xλ → x στον (X,T2), τότε για κάϑε U ∈ NT1
x ⇒ intT1

U ∈ NT1
x έχουµε

intT1
∈ T2, αϕού T1 ⊆ T2. Οπότε intT1

⊆ U ∈ NT2
x και (κατ’ επέκταση) υπάϱχει λ0 ∈ Λ τέτοιο ώστε για

κάϑε λ ≥ λ0 να ισχύει xλ ∈ U . ∆ηλαδή:

∀U ∈ NT1
x , ∃λ0 ∈ Λ τέτοιο ώστε ∀λ ≥ λ0 : xλ ∈ U
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οπότε xλ → x στον (X,T1).

(⇐) Αϱκεί να δειχθεί ότι κάϑε ανοικτό σύνολο G στην T1 είναι ανοικτό και στην T2, και γι’ αυτό
αϱκεί κάϑε κλειστό σύνολο F στην T1 να είναι κλειστό και στην T2. ΄Εστω λοιπόν F ένα κλειστό σύνολο
στην T1. Για κάϑε δίκτυο (xλ)λ∈Λ στον F µε xλ → x στον (X,T2), από την υπόθεση έχουµε xλ → x και
στον (X,T1). Οπότε x ∈ F , αϕού το F είναι κλειστό στην T1 (Πϱόταση 8.2, i.).

Απάντηση δεύτεϱη: Αϱκεί να αποδείξουµε την ισοδυναµία:

T1 ⊆ T2 ⇔ idX : (XT2) → (X,T1) είναι συνεχής

Πϱάγµατι, δεδοµένης της ιδοδυναµίας, από την αϱχή της µεταϕοϱάς µε δίκτυα (Θεώϱηµα 8.1):

idX : (XT2) → (X,T1) είναι συνεχής ⇔

⇔ Για κάϑε δίκτυο (xλ)λ∈Λ, εάν xλ → x στον (X,T2), τότε xλ → x στον (X,T1)

οπότε η ισοδυναµία της άσκησης αληϑεύει. Θα αποδείξουµε λοιπόν τη ≪συνδετική≫ ισοδυναµία. Η
κατεύϑυνση (⇐) είναι πϱοϕανής, αϕού οι συνεχείς απεικονίσεις αντιστϱέϕουν ανοικτά σε ανοικτά. Για την
ισοδυναµία (⇒) δεδοµένου του ότι T1 ⊆ T2, ελέγχουµε αν η idX αντιστϱέϕει ανοικτά σε ανοικτά.

△
΄Ασκηση 15.5: ΄Εστω ένας τοπολογικός χώϱος (X,T) µε το X να είναι άπειϱο και η τοπολογία T
συµπεπεϱασµένη. Θεωϱούµε µια συνεχή συνάϱτηση f : (X,T) → (R,Tϱ) (ο δεύτεϱος τοπολογικός χώϱος
είναι µε τη συνήϑη µετϱική τοπολογία) και Ϲητείται να δειχϑεί ότι η f είναι σταϑεϱή.

Απάντηση: Ας υποϑέσουµε πϱος άτοπο ότι η f δεν είναι σταϑεϱή, οπότε υπάϱχουν y, z ∈ f(X) µε y ̸= z.
Υποϑέτουµε χωϱίς ϐλάϐη της γενικότητας ότι y < z και επιλέγουµε y < r < z. Τότε τα σύνολα:

f−1
(
(−∞, r)

)
, f−1

(
(r,∞)

)
είναι ανοικτά, µη κενά και ξένα στον X. Αυτό είναι άτοπο, αϕού από την απόδειξη της Παϱατήϱησης 1.5,
i. σε άπειϱους χώϱους µε τη συµπεπεϱασµένη τοπολογία δεν υπάϱχουν ξένα, µη κενά, ανοικτά σύνολα.

△
΄Ασκηση 15.6: ΄Εστω τϱεις τοπολογικοί χώϱοι (X,TX), (Y,TY ), (Z,TZ) και δύο συναϱτήσεις f : X → Y ,
g : Y → Z. ∆είξτε ότι:

i. Αν οι f, g είναι ανοικτές, τότε και η g ◦ f είναι ανοικτή.

ii. Αν η g ◦ f είναι ανοικτή και η g συνεχής και 1− 1, τότε η f είναι ανοικτή.

iii. Αν η g ◦ f είναι ανοικτή και η f συνεχής και επί, τότε η g είναι ανοικτή.

Απάντηση: Το i. είναι εφαρµογή του ορισµού της ανοικτής συνάϱτησης.

Για το ii., για κάϑε A ⊆ X ανοικτό το σύνολο, το g ◦ f(A) είναι ανοικτό. Επειδή η g είναι
συνεχής, το σύνολο g−1 ◦ g ◦ f(A) είναι ανοικτό. Επειδή είναι 1 − 1, το εν λόγω σύνολο ταυτίζεται µε το
f(A).

Για το iii., για κάϑε B ⊆ Y ανοικτό σύνολο, επειδή η f είναι συνεχής, το f−1(B) είναι ανοικτό. Επειδή
η g◦f είναι ανοικτή, το σύνολο g◦f ◦f−1(B) είναι ανοικτό, κι επειδή η f είναι επί, g◦f ◦f−1(B) = g(B).

(΄Ισως χϱειαστεί να ανατρέξετε στις χϱήσιµες συνολοθεωρητικές παρατηρήσεις της απόδειξης της
Πρότασης 7.1).

△
΄Ασκηση 15.7: Θεωϱούµε τον χώϱο (R,Tϱ) µε τη συνήϑη µετϱική τοπολογία. Να ϐϱείτε τη σχετική
τοπολογία των:

Z, A =

ß
1

n

∣∣∣ n ∈ N
™
, B = A ∪ {0}

Απάντηση: Για το Z.: Τα µονοσύνολα {z} ⊆ Z είναι σχετικώς ανοικτά, αϕού {z}∩(z−1/2, z+1/2) = {z},
µε το (z − 1/2, z + 1/2) να είναι ανοικτό στο R. Οπότε TZ = (Tδ)Z (δηλαδή είναι διακριτή τοπολογία).

Για το A, παϱατηϱούµε ότι επιχειρήµατα ανάλογα του προηγούµενου µποϱούν να εφαρµοστούν κι
εδώ. Οπότε TA = (Tδ)A.
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Για το B: Για κάϑε στοιχείο 1/n (όπως και στο ii.) το σύνολο B1/n =
{
{1/n}

}
είναι ϐάση περιοχών του

1/n. Αντίστοιχα για το 0, το σύνολο:

B0 = {B ∩ (−ε, ε) | ε > 0} =
{
{0} ∪ {1/n}n≥nε

∣∣ nε ∈ N
}

είναι ϐάση πεϱιοχών του 0. ΓνωϱίϹοντας τις ϐάσεις πεϱιοχών, η τοπολογία πϱοέϱχεται από το Θεώϱηµα
2.1.

△
΄Ασκηση 15.8:

i. ΄Εστω (X,T) ένας τοπολογικός χώϱος και το σύνολο ∆X = {(x, x) | x ∈ X} ⊆ X × X (το οποίο
ονοµάϹεται και διαγώνιος του X ×X). Αληϑεύει η ισοδυναµία:

∆X κλειστό ⇔ Για κάϑε δίκτυο (xλ)λ∈Λ του X µε xλ → a, b έπεται a = b

και µάλιστα, από το Θεώϱηµα 13.1:

∆X κλειστό ⇔ Ο χώϱος (X,T) είναι T2

ii. Εάν (X,T) είναι ένας τοπολογικός χώϱος µε άπειϱο X και συµπεπεϱασµένη τοπολογία, τότε το ∆X

είναι πυκνό στο X ×X (εννοείται µε την τοπολογία γινόµενο Tγ ).

Απάντηση: Για το i.: To ∆X είναι κλειστό στο X × X εάν και µόνο αν για κάϑε δίκτυο (xλ, xλ)λ∈Λ του
∆X µε (xλ, xλ) → (a, b) έχουµε (a, b) ∈ ∆X . ∆ηλαδή εάν και µόνο αν a = b.

Για το ii.: Το σύνολο ∆X ϑα είναι πυκνό εάν και µόνο αν για κάϑε ανοικτό σύνολο G ∈ Tγ\{∅}
έχουµε G ∩ ∆X ̸= ∅. Ισοδύναµα, το G µποϱεί να αντικατασταθεί από κάποιο κανονικό ϐασικό σύνολο
B ̸= ∅.

Γϱάϕουµε B = U × V (όπου ϕυσικά U, V ∈ T) και επειδή η τοπολογία είναι συµπεπερασµένη,
µποϱούµε να γράψουµε:

U c = {u1, · · · , un} και V c = {v1, · · · , vm}
Επειδή τώϱα το X είναι άπειϱο, η ένωση U c ∪ V c δεν τον εξαντλεί (δηλαδή X ̸= U c ∪ V c) οπότε υπάϱχει
κάποιο z ̸∈ U c∪V c ⇒ z ∈ U ∩V . Αυτό δείχνει ότι (z, z) ∈ (U ×V )∩∆X και κατ’ επέκταση B∩∆X ̸= ∅.

△
΄Ασκηση 15.9: ΄Εστω δύο τοπολογικοί χώϱοι (X,TX), (Y,TY ) και µια συνεχής απεικόνιση f : X → Y .
∆είξτε ότι Gr(f) ∼ X (ο χώϱος X × Y εϕοδιάϹεται µε την τοπολογία γινόµενο).

Απάντηση: Θέτουµε:
φ : (X,TX) ↣→

(
Gr(f), (Tγ)Gr(f)

)
µε φ(x) =

(
x, f(x)

)
και την τοπολογία (Tγ)Gr(f) να είναι η σχετική τοπολογία του Gr(f) που προέρχεται

από την καρτεσιανή Tγ . Η φ είναι αµφιµονοσήµαντη. Ισχυριζόµαστε ότι είναι και συνεχής µε συνεχή
αντίστροφο.

Θεωϱούµε λοιπόν τον εγκλεισµό:

(X,TX)
φ
↣→

(
Gr(f), (Tγ)Gr(f)

) i
↪→ (X × Y,Tγ)

και (σύµϕωνα µε την Πϱόταση 10.1, i.) η φ είναι συνεχής εάν και µόνο αν η i ◦ φ είναι συνεχής. Βάσει
της Πϱότασης 11.1, i., η i ◦ φ είναι συνεχής εάν και µόνο αν οι pX ◦ i ◦ φ, pY ◦ i ◦ φ είναι συνεχείς.
Παϱατηϱούµε τώϱα ότι:

pX ◦ i ◦ φ(x) = pX ◦ i
(
x, f(x)

)
= pX

(
x, f(x)

)
= x

οπότε η pX ◦ i ◦ φ είναι συνεχής. Επιπλέον:

pY ◦ i ◦ φ(x) = pY ◦ i
(
x, f(x)

)
= pY

(
x, f(x)

)
= f(x)

οπότε η pY ◦ i ◦ φ είναι συνεχής, και κατ’ επέκταση η φ είναι συνεχής.

Τέλος, η αντίστροφη φ−1 είναι η συνάϱτηση
(
x, f(x)

)
7→ x οπότε είναι περιορισµός της pX (δηλαδή

φ−1 = pX |Gr(f)). Ως περιορισµός συνεχούς είναι κι αυτή συνεχής.

Αποδεικνύεται ότι η φ είναι οµοιοµορφισµός και ότι Gr(f) ∼ X.
△
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΄Ασκηση 15.10: ΄Εστω
(
Xi,Ti

)
i∈I µια οικογένεια τοπολογικών χώϱων και (X =

∏
i∈I Xi,Tγ) ο

τοπολογικός χώϱος γινόµενο µε την τοπολογία γινόµενο. Σταθεροποιούµε ένα x = (xi)i∈I ∈ X και
ορίζουµε:

D = {y = (yi)i∈I | yi ̸= xi για πεπεϱασµένο πλήϑος δεικτών i}

∆είξτε ότι το D είναι πυκνό.

Απάντηση: Θα δείξουµε ότι για κάϑε κανονικό ϐασικό σύνολο B ̸= ∅ έχουµε B ∩D = ∅ (αυτό αϱκεί για
να δείξουµε το Ϲητούµενο - το ξαναείδαµε στην απάντηση της ΄Ασκησης 15.8, ii.). Το B έχει τη µοϱϕή:

B =

n⋂
k=1

p−1
ik

(Gik) =
∏
i∈I

Bi

όπου η οικογένεια {ik}nk=1 ⊆ I είναι πεπεϱασµένη, τα σύνολα Gik είναι ανοικτά, µη κενά, και:

Bi =

®
Xi, i ̸= ik

Gi, i = ik

Το ότι τα Gik είναι µη κενά πϱοκύπτει από το ότι το B δεν είναι κενό, σε συνδυασµό µε την πϱώτη γϱαϕή
του. ΚατασκευάϹουµε τώϱα στοιχείο z = (zi)i∈I ως εξής:

zi =

®
xi, i ̸= ik

Κάποιο στοιχείο zi ∈ Gi, όταν i = ik

και παϱατηϱούµε ότι y ∈ D. Επιπλέον (κι αυτό ϕαίνεται καλύτεϱα από τη δεύτεϱη µοϱϕή του B), y ∈ B,
δηλαδή y ∈ B ∩D ̸= ∅.

△
΄Ασκηση 15.11: Στον συνήϑη τοπολογικό µετϱικό χώϱο (R,Tϱ), πεϱιγϱάψτε την αϱχική τοπολογία που
οϱίϹουν στο X οι οικογένειες συναϱτήσεων:

i. F = (f : R → R | f ≡ c ∈ R) (σταϑεϱές συναϱτήσεις).

ii. F = (id)

iii. F = (f : R → R | f συνεχής)

iv. F = (χ(0,∞)) όπου χ(0,∞)(x) = 1 αν x > 0 και 0 αλλιώς.

iv. F = (χ(a,∞) | a ∈ R) όπου χ(a,∞)(x) = 1 αν x > a και 0 αλλιώς.

Απάντηση: ΥπενϑυµίϹουµε ότι η αϱχική τοπολογία που πϱοέϱχεται από την οικογένεια (fi)i∈I είναι η
τοπολογία µε υποϐάση:

C =
⋃
i∈I

{f−1
i (G) | G ∈ Tϱ}

Για το i., η εν λόγω υποϐάση είναι η:

C =
⋃
f≡c

{f−1(G) | G ∈ Tϱ}

µε τα σύνολα f−1(G) να είναι κενά ή το R. Αν c ∈ G, τότε f−1(G) = R ενώ αν c ̸= G, τότε f−1(G) = ∅.
Αυτά δείχνουν ότι:

C = {∅,R}

κι άϱα η προκύπτουσα τοπολογία είναι η τετριµµένη.

Για το ii. έχουµε:
C = {id−1(G) | G ∈ Tϱ} = {G | G ∈ Tϱ} = Tϱ

κι άϱα η προκύπτουσα τοπολογία είναι η Tϱ.

Για το iii., η υποβάση έχει τη µοϱϕή:

C =
⋃
f∈F

{f−1(G) | G ∈ Tϱ}
⋆
⊇ {id−1(G) | G ∈ Tϱ} = Tϱ
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µε τον εγκλεισµό άστϱο (⋆) να δικαιολογείται από το γεγονός ότι η id είναι συνεχής. Επειδή εν γένει
C ⊆ Tϱ, έχουµε την ισότητα. Η προκύπτουσα τοπολογία είναι η Tϱ.

Για το iv: Για τα διάφορα ανοικτά σύνολα G ∈ Tϱ έχουµε:

χ−1
(0,∞)(G) =


∅, εάν 0, 1 ̸∈ G

(−∞, 0], εάν 0 ∈ G, 1 ̸∈ G

(0,∞), εάν 0 ̸∈ G, 1 ∈ G

R, εάν 0, 1 ∈ G

οπότε:
C =

{
∅, (−∞, 0], (0,∞),R

}
παϱατηϱούµε ότι η προκύπτουσα ϐάση είναι ίδια µε την υποβάση, κι επίσης η προερχόµενη τοπολογία
ταυτίζεται µ’ αυτήν.

Tο v. είναι ανάλογο του iv.. Η υποβάση λοιπόν έχει τη µοϱϕή:

C =
⋃
a∈R

{χ−1
(a,∞)(G) | G ∈ R} =

⋃
a∈R

{
∅, (−∞, a], (a,∞),R

}
Η αντίστοιχη ϐάση B της τοπολογίας πϱοέϱχεται από πεπεϱασµένες τοµές στοιχέιων της C κι έχει τη µοϱϕή:

B = {∅,R} ∪ {(a, b] | a < b} ∪ {(−∞, a], (a,∞) | a ∈ R}

Η B πεϱιέχει τη ϐάση των αϱιστεϱά ηµιάνοικτων διαστηµάτων, πϱάγµα που δείχνει ότι η πϱοκύπτουσα
τοπολογία είναι υπεϱσύνολο της τοπολογίας των αϱιστεϱά ηµιάνοικτων διαστηµάτων. Επιπλέον η B είναι
υποσύνολο της τοπολογίας των αϱιστεϱά ηµιάνοικτων διαστηµάτων, κι άϱα η πϱοκύπτουσα τοπολογία είναι
υποσύνολο της τοπολογίας των αϱιστεϱά ηµιάνοικτων διαστηµάτων. Αποδεικνύεται έτσι ότι η πϱκύπτουσα
τοπολογία είναι η TS .

△
΄Ασκηση 15.12: Θεωϱούµε

(
(Xi,TXi

)
)
i∈I ,

(
(Yi,TYi

)
)
i∈I δύο οικογένειες τοπολογικών χώϱων και µια

οικογένεια (fi : Xi → Yi)i∈I συνεχών συναϱτήσεων. Να εξετάσετε αν η απεικόνιση f :
∏
i∈I Xi →

∏
i∈I Yi

που οϱίϹεται ως εξής:
f(x) =

(
fi(xi)

)
i∈I , µε x = (xi)i∈I

είναι συνεχής (εννοείται ότι οι χώϱοι γινόµενα ϑεωϱούνται µε τις καϱτεσιανές τοπολογίες).

Απάντηση πϱώτη: Κάνοντας χϱήση της αρχής της µεταϕοϱάς µε δίκτυα, αϱκεί να δείξουµε ότι για κάϑε
δίκτυο (xλ)λ∈Λ του

∏
i∈I Xi µε xλ → x ισχύει f(xλ) → f(x).

Γϱάϕουµε xλ = (xλ,i)i∈I και x = (xi)i∈I , κι επειδή xλ → x, έχουµε xλ,i → xi (Πϱόταση 11.1,
ii.). Καθεµία από τις fi είναι συνεχής, οπότε από την αϱχή της µεταϕοϱάς fi(xλ,i) → fi(xi).
Χρησιµοποιώντας ξανά την Πρόταση 11.1, ii. έχουµε το Ϲητούµενο:(

fi(xλ,i)
)
i∈I →

(
fi(xi)

)
i∈I ⇔ f(xλ) → f(x)

Απάντηση δεύτεϱη: Θα δείξουµε ότι η f αντιστϱέϕει ανοικτά σύνολα σε ανοικτά σύνολα, και µάλιστα για
τον σκοπό αυτό αϱκεί να δείξουµε ότι αντιστϱέϕει ϐασικά σε ανοικτά. Θεωϱούµε λοιπόν κανονικό ϐασικό
σύνολο V ⊆

∏
i∈I Yi, το οποίο κατά τα γνωστά το γϱάϕουµε στη µοϱϕή:

V =

n⋂
k=1

p−1
ik

(Vik)

όπου Vik ∈ Tik . Εάν x = (xi)i∈I , έχουµε τις ισοδυναµίες:

x ∈ f−1(V ) ⇔ f(x) ∈ V ⇔ ∀k, fik(xik) ∈ Vik ⇔ ∀k, xik ∈ f−1
ik

(Vik)

∆ηλαδή:

∀x, [x ∈ f−1(V ) ⇔ ∀k, x ∈ f−1
ik

(Vik)] από το οποίο έπεται f−1(V ) =

n⋂
k=1

f−1
ik

(Vik)
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Οι fik είναι συνεχείς και τα Vik ανοικτά, οπότε και τα f−1
ik

(Vik) είναι ανοικτά. Τέµνοντάς τα, και το
f−1(V ) είναι ανοικτό.

Απάντηση τϱίτη: Παϱατηϱούµε ότι:

pi ◦ f(x) = fi(xi) = fi ◦ pi(x)

Καϑεµία από τις fi είναι συνεχείς και (ϕυσικά) οι πϱοϐολές pi είναι συνεχείς. Συνϑέτοντας, οι fi ◦ pi
είναι συνεχείς, οπότε και οι pi ◦ f , για τα διάϕοϱα i ∈ I. Από την Πϱόταση 11.1, i. η f είναι συνεχής
συνάϱτηση.

△





ΚΕΦΑΛΑΙO 16

Μάϑηµα 16

■ Παϱάδειγµα 16.1:

• Θεωϱούµε τον τοπολογικό χώϱο
(
X = {a, b, c},T =

{
∅, {a}, {b, c}, X

})
(µε |X| = 3). Στο

Παϱάδειγµα 14.1 (δεύτεϱο •) είδαµε ότι δεν είναι ούτε T1 χώϱος, ούτε T2. Είναι όµως T3 και
T4, πϱάγµα που µποϱούµε να επιβεβαιώσουµε µε πεπερασµένο έλεγχο.

• ΄Εστω (X = {a, b, c},T) µε |X| = 3, εϕοδιασµένο µε την τοπολογία του εξαιϱουµένου σηµείου c.
Τότε:

T =
{
∅, {a}, {b}, {a, b}, X

}
και τα κλειστά σύνολα ανήκουν στην οικογένεια:

F =
{
∅, {c}, {a, c}, {b, c}, X

}
Ο εν λόγω τοπολογικός χώϱος είναι T4 µε κάπως τετϱιµµένο τϱόπο - εάν F1, F2 είναι κλειστά και ξένα
σύνολα, τότε αναγκαστικά κάποιο εξ αυτόν είναι κενό (αϕού όλα τα υπόλοιπα µη κενά πεϱιέχουν το
c). Αν χωϱίς ϐλάϐη της γενικότητας υποϑέσουµε ότι F1 = ∅, τότε τα F1, F2 διαχωϱίϹονται από το ∅
και το X. Ο χώϱος δεν είναι T3, αϕού το a µε το {c} δεν µποϱούν να διαχωϱιστούν.

■

Παϱατήϱηση 16.1: Συµπληϱώνουµε την Παϱατήϱηση 14.1 µε τα ακόλουϑα:

• Εάν ένας τοπολογικός χώϱος είναι T1 και T4, τότε είναι T3 (Παϱατήϱηση 14.2).

• Υπάϱχουν τοπολογικοί χώϱοι που είναι T3 και T4 αλλά όχι T1, T2 (Παϱάδειγµα 16.1 (πϱώτο •)).

• Υπάϱχουν τοπολογικοί χώϱοι που είναι T4 αλλά όχι T3 (Παϱάδειγµα 16.1 (δεύτεϱο •)).

Πϱόταση 16.1: ΄Εστω (X,T) ένας T4 τοπολογικός χώϱος και A ⊆ X ένα κλειστό σύνολο. Τότε
ο χώϱος (A,TA) µε τη σχετική τοπολογία είναι κι αυτός T4. Να σηµειωϑεί ότι το αποτέλεσµα αυτό
ισχύει για κλειστό A - στους T1, T2, T3 τοπολογικούς χώϱους η ιδιότητα µεταϐιϐαϹόταν στις σχετικές
τοπολογίες χωϱίς αυτήν την επιπλέον υπόϑεση.

Απόδειξη: Ας ϑεωρήσουµε δύο κλειστά, ξένα σύνολα F1, F2 στην TA. Από την Πρόταση 10.1, iv.
υπάρχουν κλειστά σύνολα K1,K2 στην T ούτως ώστε F1 = K1 ∩A, F2 = K2 ∩A.

Επειδή το A είναι κλειστό, τα K1 ∩ A, K2 ∩ A είναι κλειστά (και ξένα) και στην T, εποµένως από
την ιδιότητα T4 του X:

∃U, V ∈ T, F1 ⊆ U, F2 ⊆ V και U ∩ V = ∅

Αν ϑέσουµε U ′ = U ∩A, V ′ = V ∩A, τα U ′, V ′ ϑα είναι ανοικτά, ξένα σύνολα στη σχετική τοπολογία του
A που διαχωϱίϹουν τα F1, F2. Οπότε ο χώϱος (A,TA) είναι κι αυτός T4.
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Θεώϱηµα 16.1: (Λήµµα της συϱϱίκνωσης). ΄Εστω (X,T) ένας T4 τοπολογικός χώϱος και {Ui}ni=1

µια πεπεϱασµένη ανοικτή κάλυψη του X. Τότε υπάϱχει ανοικτή κάλυψη {Vi}mi=1 του X µε m = n και
Vi ⊆ Ui. Η οικογένεια {Vi}ni=1 λέγεται συϱϱίκνωση της {Ui}ni=1.

Απόδειξη: Ο χώϱος X γϱάϕεται:

X =

n⋃
i=1

Ui = U1 ∪

(
n⋃
i=2

Ui

)
οπότε το X\ (

⋃n
i=2 Ui) είναι κλειστό και πεϱιέχεται στο ανοικτό U1 (παϱατηϱήστε ότι αν A ∪ B = X τότε

(A ∪ B)c = Ac ∩ Bc = ∅ ⇒ Ac ⊆ B). Από την Πϱόταση 14.2, iii. µποϱεί να ϐϱεϑεί ανοικτό σύνολο V1

ούτως ώστε:

X\

(
n⋃
i=2

Ui

)
⊆ V1 ⊆ V1 ⊆ U1

Αντικαϑιστούµε τώϱα την οικογένεια {U1}ni=1 από την {V1} ∪ {Ui}ni=2, και συνεχίϹουµε επαγωγικά. Αϕού
όλα τα Ui αντικατασταϑούν, η οικογένεια {Vi}ni=1 ϑα αποτελεί κάλυψη του X, µιας και (επαγωγικά ϑα
έχουµε ϐϱει):

X\

(
n−1⋃
i=1

Vi

)
⊆ Vn ⊆ Vn ⊆ Un

δηλαδή X\
Ä⋃n−1

i=1 Vi
ä
⊆ Vn ⇒ X =

⋃n
i=1 Vi.

Παϱατήϱηση 16.2: Υπάρχει το εϱώτηµα αν η απόδειξη του προηγούµενο λήµµατος ≪πεϱνάει≫ στην
αριθµήσιµη πεϱίπτωση. Η απάντηση εν γένει είναι αρνητική: Στον συνήϑη τοπολογικό χώϱο (R,Tϱ) ϑεω-
ϱούµε την κάλυψη από σύνολα Un = (−n, n) και ορίζουµε Vn = (−1/2, 1/2). Η προηγούµενη απόδειξη
εφαρµόζει σε κάϑε ≪πεπερασµένο≫ ϐήµα, και µάλιστα για κάϑε m το σύνολο {V1, · · · , Vm, Um+1, · · · }
αποτελεί κάλυψη του R. Παϱόλα αυτά, το {V1, V2, · · · } δεν αποτελεί κάλυψη του R.

Μποϱεί η απόδειξη να µην µεταφέρεται (τουλάχιστον αυτούσια) στην αριθµήσιµη πεϱίπτωση, πάν-
τως το αποτέλεσµα ισχύει, ϑεωρώντας τοπικά πεπερασµένες καλύψεις {U1, U2, · · · } - δηλαδή καλύψεις
όπου κάϑε x ανήκει σε πεπερασµένο το πλήϑος σύνολα Un.

Στη συνέχεια ϑα αναϕεϱϑούµε στο λήµµα του Urisohn, το οποίο (σε µια απλούστεϱη εκδοχή) έχουµε δει
στην πϱαγµατική ανάλυση.

Θεώϱηµα 16.2: (Λήµµα του Urisohn). ΄Εστω (X,T) ένας T4 τοπολογικός χώϱος και A,B ⊆ X
κλειστά και ξένα σύνολα. Υπάϱχει συνάϱτηση f : X → R (ο R ϑεωϱείται µε τη συνήϑη µετϱική
τοπολογία) η οποία είναι συνεχής µε f(A) = {0} και f(B) = {1} (µάλιστα f(X) ⊆ [0, 1]).

Απόδειξη: Η απόδειξη είναι εκτενής και ϑα γίνει σε ϐήµατα. Η ιδέα είναι να κατασκευαστούν διάφορα
ανοικτά U ούτως ώστε A ⊆ U ⊆ U ⊆ Bc. Σε καθένα x ∈ X ϑα δίνεται µια τιµή f(x) που ϑα εξαρτάται
από τα U στα οποία το x ανήκει.

Βήµα Ι: Για αϱχή ϑα κατασκευάσουµε ένα σύνολο δεικτών, που ϑα χρησιµεύσει για τη σήµανση
των διάφορων U = U(d). Ορίζουµε:

∆0 = {0, 1}

∆1 =

ß
0,

1

2
,
2

2
= 1

™
∆2 =

ß
0,

1

4
,
2

4
=

1

2
,
3

4
,
4

4
= 1

™
...

∆n =

ß
k

2n

∣∣∣ k ∈ {1, · · · , 2n}
™

...

κι επίσης ∆ =
⋃∞
n=1 ∆n. Το ∆ είναι πυκνό στο [0, 1], οπότε αν ορίσουµε D = ∆ ∪ (1,∞), το D ϑα είναι

πυκνό στο [0,∞).
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Βήµα ΙΙ: Στη συνέχεια ϑα κατασκευάσουµε τα σύνολα
(
U(d)

)
d∈D. Στα επόµενα λοιπόν ϑα ϑεωρούµε ότι

d ∈ D.

Εάν d > 1, ορίζουµε U(d) = X. Επιπλέον ορίζουµε U(1) = Bc.

Εάν d ∈ ∆, υπάρχει κάποιος ϕυσικός n ∈ N ούτως ώστε d ∈ ∆n. Σε αυτήν την πεϱίπτωση ϑα
ορίσουµε επαγωγικά τα U(d):

• Για n = 1 ϑα οϱίσουµε τα U(d) µε d ∈ ∆1\{1} = {0}.Επειδή ο χώϱος (X,T) είναι T4, υπάϱχει
ανοικτό σύνολο U(0) τέτοιο ώστε:

A ⊆ U(0) ⊆ U(0) ⊆ U(1)

(αυτό ϕυσικά από την Πϱόταση 14.2, iii. - ϑα την χϱησιµοποιούµε συχνά σε αυτήν την απόδειξη,
δεν ϑα το αναϕέϱουµε όµως καϑε ϕοϱά από εδώ και στο εξής).

• Για n = 2 ϑα οϱίσουµε τα U(d) µε d ∈ ∆2\∆1 = {1/2}. Από το T4 του χώϱου, υπάϱχει ανοικτό
U(1/2) τέτοιο ώστε:

U(0) ⊆ U(1/2) ⊆ U(1/2) ⊆ U(1)

• Εάν τα διάϕοϱα σύνολα U(d) έχουν οϱιστεί για δείκτες d ∈ ∆n, ϑα οϱίσουµε τα U(d) µε d ∈
∆n+1\∆n. Παϱατηϱούµε ότι τα διάϕοϱα d ∈ ∆n+1\∆n είναι ακϱιϐώς τα k/2n+1 για τα οποία το
k είναι πεϱιττός - πϱάγµατι, αν ήταν άϱτιος, ϑα µποϱούσαµε (κάνοντας απλοποίηση αϱιϑµητή και
παϱονοµαστή µε το 2) να αναχϑούµε σε στοιχείο του ∆n. Για κάϑε πεϱιττό k < 2n+1 έχουµε λοιπόν
ότι:

k − 1

2n+1
,
k + 1

2n+1
∈ ∆n, οπότε τα αντίστοιχα U

Å
k − 1

2n+1

ã
, U

Å
k + 1

2n+1

ã
έχουν οϱιστεί (επαγωγικά)

Ξανά από το T4 του χώϱου, ϐϱίσκουµε σύνολα:

U

Å
k − 1

2n+1

ã
⊆ U

Å
k

2n+1

ã
⊆ U

Å
k

2n+1

ã
⊆ U

Å
k + 1

2n+1

ã
Μάλιστα τα σύνολα που ϐϱίσκουµε εµϕανίϹουν κάποια µονοτονία: d ⩽ d′ ⇒ U(d) ⊆ U(d′).

A

B
U(d′)\U(d)

Βήµα ΙΙΙ: Για κάϑε x ∈ X οϱίϹουµε Dx = {d ∈ D | x ∈ U(d)}. Είναι ίσως ϕανεϱό ότι Dx ̸= ∅, σϕού
πϱοηγουµένως οϱίσαµε U(d) = X για d > 1 - οπότε σίγουϱα (1,∞) ⊆ Dx. ΟϱίϹουµε τώϱα συνάϱτηση
f : X → R µέσω του τύπου:

f(x) = infDx

και παϱατηϱούµε ότι επειδή (1,∞) ⊆ Dx (παίρνοντας infimum) 1 = inf(1,∞) ⩾ f(x). Επιπλέον, µε
ανάλογο σκεπτικό, επειδή Dx ⊆ [0,∞) ϑα έχουµε f(x) ⩾ 0. ∆ηλαδή f(X) ⊆ [0, 1].

Τώϱα αν x ∈ A, επειδή x ∈ U(0) και U(0) ⊆ U(d) για κάϑε d, έπεται f(x) = 0. Εποµένως
f(A) = {0}. Αν πάλι x ∈ B, τότε x ̸∈ Bc = U(1), κι επειδή για κάϑε d ∈ ∆ έχουµε U(d) ⊆ U(1), το x
δεν ανήκει σε κανένα U(d), d ∈ ∆ . Οπότε d > 1 και Dx = (1,∞) ⇒ f(x) = 1. Από αυτό έπεται ότι
f(B) = {1}.

Βήµα IV: Αυτό που µένει να αποδειχθεί είναι η συνέχεια της f . Θεωρούµε λοιπόν τυχαίο x ∈ X
και δείχνουµε τα εξής δύο πράγµατα:
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• Εάν x ∈ U(d), τότε f(x) ⩽ d. Πϱάγµατι, αν x ∈ U(d) τότε x ∈ U(d′) για κάϑε d′ > d. ΄Εχουµε
λοιπόν ότι Dx ⊇ (d,∞) κι εποµένως f(x) ⩽ d.

• Εάν x ̸∈ U(d), τότε f(x) ⩾ d. Πϱάγµατι, αν x ̸∈ U(d) τότε x ̸∈ U(d′) για κάϑε d′ < d. Οπότε
Dx ⊆ (d,∞) και f(x) ⩾ d.

Για να δείξουµε τη συνέχεια της f , αϱκεί να δείξουµε ότι για κάϑε ε > 0 υπάϱχει ανοικτή πεϱιοχή U ούτως
ώστε:

f(U) ⊆
(
f(x)− ε, f(x) + ε

)
Εϕόσον το D είναι πυκνό στο [0,∞), επιλέγουµε d, d′ τέτοια ώστε f(x)− ε < d < f(x) < d′ < f(x) + ε.
Τότε το σύνολο U = U(d′)\U(d) είναι ανοικτό και µάλιστα πεϱιέχει το x. Πϱάγµατι, εϕόσον f(x) < d′,
το δεύτεϱο • δίνει ότι x ∈ U(d′) (αϕού αν δεν άνηκε η ανισότητα ϑα αντιστϱεϕόταν). Επιπλέον, εϕόσον
f(x) > d, το πϱώτο • δίνει ότι x ̸∈ U(d), δηλαδή τελικά x ∈ U(d′)\U(d). Από τον οϱισµό του U
παϱατηϱήστε ότι:

f(U) ⊆ (d, d′) ⊆
(
f(x)− ε, f(x) + ε

)
οπότε το U είναι το Ϲητούµενο ανοικτό που αποδεικνύει την συνέχεια της f .

΄Ενα ϑεώϱηµα που ουσιαστικά πϱοκύπτει µέσω του λήµµατος του Urisohn είναι το ακόλουϑο, το οποίο ϑα
παϱαϑέσουµε χωϱίς απόδειξη.

Θεώϱηµα 16.3: (Θεώϱηµα επέκτασης του Tietze). ΄Εστω ένας T4 τοπολογικός χώϱος (X,T),
K ⊆ X κλειστό σύνολο και f : K → R συνεχής (το K εφοδιάζεται µε τη σχετική τοπολογία, το R µε
τη συνήϑη µετϱική τοπολογία). Τότε υπάρχει g : X → R συνεχής επέκταση της f στο X. ∆ηλαδή η g
είναι συνεχής στο X και g|K = f .

Ιδιαιτέϱως, αν f(K) ⊆ [a, b], τότε g(X) ⊆ [a, b].

Μια απόδειξη µποϱεί να ϐϱεϑεί στο (Β2, Θεώϱηµα 5.4.14).
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Με το Θεώϱηµα 16.2 (Λήµµα του Urisohn) δείξαµε ότι σε κάϑε T4 τοπολογικό χώϱο (X,T), για κάϑε
δύο κλειστά και ξένα σύνολα A,B µποϱεί να ϐρεθεί συνεχής συνάϱτηση f : X → [0, 1] µε την ιδιότητα
f(A) = {0}, f(B) = {1}. Μάλιστα από την Πρόταση 14.3 µποϱεί να αποδειχθεί και το αντίστροφο,
δηλαδή αν υπάρχει για κάϑε δύο κλειστά, ξένα σύνολα A,B συνάϱτηση µε την ιδιότητα f(A) = {0},
f(B) = {1}, τότε ο χώϱος (X,T) είναι T4.

Γεννάται το εϱώτηµα µήπως ανάλογη ισοδυναµία µποϱεί να εµφανιστεί στους T3 τοπολογικούς
χώϱους. Ισχύει, για παϱάδειγµα, η ακολουϑη ισοδυναµία;

(X,T) είναι T3 ⇔ ∀x ∈ X, ∀F ⊆ X κλειστό µε x ̸∈ F, ∃f : X → [0, 1] συνεχής µε f(x) = 0, f(F ) = {1}

Η απάντηση εν γένει είναι αρνητική, το οποίο οδηγεί σε µια κατηγορία τοπολογικών χώϱων που ϐρίσ-
κεται εννοιολογικά ≪ανάµεσα≫ στους T3 χώϱους και στους T4. Αυτό το ανάµεσα ϐέϐαια δεν σηµαίνει
εγκλεισµό.

Οϱισµός 17.1: (T3 1
2

τοπολογικοί χώϱοι). ΄Ενας τοπολογικός χώϱος (X,T) λέγεται T3 1
2

(τϱία και
ένα δεύτεϱο) εάν για κάϑε x ∈ X και για κάϑε κλειστό F ⊆ X µε x ∈ F υπάρχει συνεχής συνάϱτηση
f : X → [0, 1] τέτοια ώστε f(x) = 0, f(F ) = {1}.

Αλλιώς οι T3 1
2

τοπολογικοί χώϱοι ονοµάζονται τελείως κανονικοί.

Παϱατήϱηση 17.1: Εάν ένας τοπολογικός χώϱος είναι T1 και T4, τότε τα µονοσύνολα είναι κλειστά (T1)
και συνεπώς διαχωϱίϹονται από τα κλειστά σύνολα µέσω συνεχούς συνάϱτησης (T4). ∆ηλαδή τα σηµεία
διαχωϱίϹονται µέσω συνεχούς συνάϱτησης από τα κλειστά σύνολα, το οποίο δείχνει ότι αν ένας χώϱος είναι
T1 και T4 τότε είναι και T3 1

2
.

Πϱόταση 17.1:

i. Εάν ένας τοπολογικός χώϱος είναι οµοιοµοϱϕικός µε T3 1
2

τοπολογικό χώϱο, είναι κι αυτός T3 1
2
.

ii. Εάν (X,T) είναι ένας T3 1
2

τοπολογικός χώϱος και A ⊆ X, τότε ο χώϱος (A,TA) µε τη σχετική
τοπολογία είναι T3 1

2
.

iii. Εάν
(
(Xi,Ti)

)
i∈I είναι µια οικογένεια T3 1

2
τοπολογικών χώϱων, ο χώϱος γινόµενο (X =∏

i∈I Xi,Tγ) µε την τοπολογία γινόµενο είναι κι αυτός T3 1
2
.

Απόδειξη: To i µποϱεί να αποδειχθεί σχετικά άµεσα.

Για το ii: Θεωρούµε x ∈ A κι ένα κλειστό σύνολο F στη σχετική τοπολογία µε x ̸∈ F . Εφόσον
το F είναι κλειστό στη σχετική τοπολογία, ϑα υπάρχει (όπως έχουµε δει) κλειστό σύνολο K στην T τέτοιο
ώστε F = K ∩A. Μάλιστα, επειδή x ̸∈ F και x ∈ A, αναγκαστικά x ̸∈ K.

Εϕόσον τώϱα ο (X,T) είναι T3 1
2

χώϱος, ϑα υπάρχει συνεχής συνάϱτηση f : X → [0, 1] τέτοια
ώστε f(x) = 0, f(K) = {1}. Κατά συνέπεια, περιοριζόµενοι στο A η συνάϱτηση g = f |A = f ◦ iA έχει
την ιδιότητα g(x) = 0, g(F ) = {1}. Μάλιστα είναι και συνεχής, ως περιορισµός συνεχούς - ϐέϐαια για να
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δικαιολογηθεί πλήϱως η συνέχεια της g χρειάζεται να χρησιµοποιηθεί η Πρόταση 10.2.

Για το ii: Θεωρούµε x = (xi) ∈ X και F ⊆ X κλειστό σύνολο µε x ̸∈ F . Τότε το σύνολο F c

είναι ανοικτό και περιέχει το x, το οποίο σηµαίνει ότι µποϱεί να ϐρεθεί ένα κανονικό ϐασικό σύνολο B
µε x ∈ B. Γράφουµε κατά τα γνωστά:

B =

n⋂
k=1

p−1
ik

(Gik), Gik ∈ Tik

και παϱατηϱούµε ότι επειδή x ∈ B, έχουµε xik ∈ Gik ⇔ x ̸∈ Xik\Gik . Το Xik\Gik είναι κλειστό και δεν
περιέχει το x, οπότε από το T3 1

2
των εκάστοτε συντεταγµένων χώϱων Xi, υπάρχουν συνεχείς συναρτήσεις

fk : Xik → [0, 1] µε την ιδιότητα fk(xik) = 0, fk(Xik\Gik) = {1}.

ΟϱίϹουµε f : X → [0, 1] µέσω του τύπου:

f(y) = max
1⩽k⩽n

fk(yik)

η οποία είναι συνεχής ως µέγιστο πεπεϱασµένων στο πλήϑος συνεχών συναϱτήσεων. Εδώ παϱατηϱείστε
ότι το µέγιστο δύο συνεχών συναϱτήσεων (έστω a(y), b(y)) που παίϱνουν πϱαγµατικές τιµές, µποϱεί να
λάϐει τη µοϱϕή:

max{a, b}(y) = 1

2

(
|a(y)− b(y)|+ a(y) + b(y)

)
οπότε είναι συνεχής συνάϱτηση ως σύνϑεση των συνεχών a, b, 1/2 · (|t − s| + t + s). Επαγωγικά κανείς
δείχνει ότι µέγιστο πεπεϱασµένων τέτοιων συναϱτήσεων είναι συνεχής συνάϱτηση. ΧϱειάϹεται µόνο να
δείξουµε ότι f(x) = 0 και ότι f(F ) = {1}. Κατ’ αϱχάς, επειδή fk(xik) = 0 για κάϑε k, ϑα αληϑεύει ότι
f(x) = maxk fk(xik) = 0. Εάν y ∈ F , τότε y ∈ F c ⊇ B. Από τη µοϱϕή του B (ως τοµή αντιστϱόϕων
πϱοϐολών ανοικτών) υπάϱχει κάποιος δείκτης k0 ούτως ώστε:

y ̸∈ p−1
ik0

(Gik0
) ⇒ yik0

̸∈ Gik0
⇒ yik0

∈ Xik0
\Gik0

δηλαδή fk0(y) = 1, από τον οϱισµό των fk. Επειδή καϑεµία από τις fk ϕϱάσσεται από το 1, η f στο y
παίϱνει µέγιστη τιµή την fk0(y) = 1. Αναλυτικότεϱα:

1 ⩾ f(y) = max
1⩽k⩽n

fk(yik) ⩾ fk0(yik0
) = 1

■ Παϱάδειγµα 17.1:

• Ο χώϱος (R,TS) εϕοδιασµένος µε την τοπολογία των αϱιστεϱά ηµιάνοικτων διαστηµάτων είναι T1

και T4, Οπότε από την Παϱατήϱηση 17.1 είναι και T3 1
2
.

• Ο χώϱος γινόµενο (R × R,Tγ) µε την τοπολογία γινόµενο µποϱεί να αποδειχϑεί ότι δεν είναι T4

(δεν ϑα το δείξουµε - στο (Β1, 10.28 Παϱάδειγµα) υπάϱχει αναλυτική απόδειξη). Αυτός είναι και ο
λόγος που δεν διατυπώϑηκε πϱόταση ανάλογη των Πϱοτάσεων 12.5, iii., 13.2, iii., 14.1, iii. για
T4 χώϱους. Επειδή αυτός ο χώϱος έχει συντεταγµένες T3 1

2
τοπολογικούς χώϱους, από την Πϱόταση

17.1, iii. είναι T3 1
2

χώϱος.

• Υπάϱχουν επίσης τοπολογικοί χώϱοι οι οποίοι είναι T3 1
2

αλλά όχι T3, το οποίο δείχνει ότι η κλάση
των T3 1

2
τοπολογικών χώϱων είναι γνήσια µεγαλύτεϱη της κλάσης των T3 τοπολογικών χώϱων. Πα-

ϱαδείγµατα τέτοιων χώϱων µποϱούν να ϐρεθούν στα (B3, §33, Exercise 11), (M1), (M2).

■

Παϱατήϱηση 17.2: Συµπληϱώνουµε την Παϱατήϱηση 16.1 µε τα ακόλουϑα:

• Κάϑε T1 και T4 τοπολογικός χώϱος είναι T3 1
2

(Παϱατήϱηση 17.1).

• Υπάϱχουν τοπολογικοί χώϱοι που είναι T3 1
2

αλλά όχι T4 (Παϱάδειγµα 17.1 (δεύτεϱο •)).

• Υπάϱχουν τοπολογικοί χώϱοι που είναι T3 1
2

χωϱίς να είναι T3. (Παϱάδειγµα 17.1 (τϱίτο •)).

Στη συνέχεια ϑα αναϕεϱϑούµε σε διάϕοϱες έννοιες συνεκτικότητας.
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Οϱισµός 17.2: (Συνεκτικοί τοπολογικοί χώϱοι).
I. ΄Ενας τοπολογικός χώϱος (X,T) λέγεται συνεκτικός εάν και µόνο αν δεν υπάρχουν ανοικτά, µη
κενά, ξένα σύνολα A,B τέτοια ώστε A ∪B = X.

Ισοδύναµα, ένας τοπολογικός χώϱος είναι συνεκτικός αν δεν υπάρχει µη κενό κλειστάνοικτο σύνολο
(πέϱαν του ίδιου του X) σ’ αυτόν (κλειστάνοικτο: κλειστό και ανοικτό ταυτόχϱονα, στα αγγλικά clopen).

II. Επίσης ϑα λέµε ότι ένα υποσύνολο A ⊆ X είναι συνεκτικό εάν ο χώϱος (A,TA) µε τη
σχετική τοπολογία είναι συνεκτικός.

A

B

A

B

΄Ενα παϱάδειγµα ενός µη συνεκτικού (µπλε) κι ένα παϱάδειγµα ενός συνεκτικού χώϱου (κόκκινο).

■ Παϱάδειγµα 17.2:

• Ο τοπολογικός χώϱος (Q,TQ) µε τη σχετική τοπολογία από το R δεν είναι συνεκτικός τοπολογικός
χώϱος. Πϱάγµατι, τα σύνολα A = (−∞,

√
2) ∩ Q, B = (

√
2,∞) ∩ Q είναι ανοικτά, µη κενά, ξένα

και διαµεϱίϹουν το Q.

• Θεωϱούµε έναν τοπολογικό χώϱο (X,T) εϕοδιασµένο µε την τοπολογία του ιδιαιτέϱου σηµείου
x0 ∈ X. Σ’ αυτήν την πεϱίπτωση δεν υπάϱχουν ανοικτά και ξένα σύνολα, οπότε µε τετϱιµµένο τϱόπο
ο χώϱος καϑίσταται συνεκτικός.

• Ο χώϱος (R,TS) µε την τοπολογία των αϱιστεϱά ηµιάνοικτων διαστηµάτων δεν είναι συνεκτικός.
Πϱάγµατι, για κάϑε a τα σύνολα (−∞, a], (a,∞) είναι ανοικτά, µη κενά, ξένα και διαµεϱίϹουν το R.

■

Πϱόταση 17.2: ΄Ενας τοπολογικός χώϱος (X,T) είναι συνεκτικός εάν και µόνο αν κάϑε συνεχής
f : (X,T) → ({0, 1},Tδ) είναι σταϑεϱή (ο τελευταίος χώϱος εϕοδιάϹεται µε τη διακϱιτή τοπολογία).

Απόδειξη: (⇒) Αϱχικά ας παϱατηϱήσουµε το ακόλουϑο: Εάν η f : (X,T) → ({0, 1},Tδ) είναι συνεχής, τα
σύνολα A = f−1({0}), B = f−1({1}) είναι κλειστάνοικτα και:

A ∩B = f−1({0} ∩ {1}) = ∅ και A ∪B = X αϕού ∀x ∈ X, f(x) = 0 ή 1

Επειδή ο χώϱος είναι συνεκτικός, τα µόνα κλειστάνοικτα σύνολα είναι το ∅ και το X. Οπότε αναγκαστικά
κάποιο από τα A,B ταυτίζεται µε το X. Υποθέτουµε χωϱίς ϐλάϐη της γενικότητας ότι A = X και τότε
έχουµε f(x) = 0 για κάϑε x ∈ X - δηλαδή η f είναι σταθερή.

(⇐) Ας υποθέσουµε πϱος άτοπο ότι υπάρχουν ανοικτά, µη κενά, ξένα σύνολα A,B µε A ∪ B = X.
Ορίζουµε:

χA(x) =

®
1, εάν x ∈ A

0, εάν x ̸∈ A (δηλαδή αν x ∈ B)

ΙσχυϱιϹόµαστε ότι η χA είναι συνεχής. Πϱάγµατι, για τα διάϕοϱα ανοικτά Tδ =
{
∅, {0}, {1}, {0, 1}

}
ϑα

δείξουµε ότι η αντίστϱοϕη εικόνα είναι ανοικτό σύνολο στην T.

• χ−1
A (∅) = ∅ ∈ T

• χ−1
A ({0}) = B ∈ T

• χ−1
A ({1}) = A ∈ T

• χ−1
A ({0, 1}) = X ∈ T
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Παϱόλα αυτά η χA δεν είναι σταθερή, και καταλήγουµε σε άτοπο.

Πϱόταση 17.3: ΄Εστω (X,T) ένας τοπολογικός χώϱος και {Ai}i∈I µια συλλογή συνεκτικών συνόλων
µε
⋂
i∈I Ai ̸= ∅. Τότε και το

⋃
i∈I Ai είναι συνεκτικό.

Απόδειξη: Εϕόσον η τοµή είναι µη κενή, µποϱεί να επιλεγεί x0 ∈
⋂
i∈I Ai.

x0

Ai

΄Εστω f :
⋃
i∈I Ai → {0, 1} µια συνεχής απεικόνιση (όπως στην Πρόταση 17.2). Επειδή καθένα από τα

Ai είναι συνεκτικό, από την Πρόταση 17.2 καθεµία από τις f |Ai
είναι σταθερή. Μάλιστα, επειδή x0 ∈ Ai,

ϑα έχουµε f |Ai ≡ f |Ai(x0) = f(x0) για κάϑε i ∈ I. Αυτό δείχνει ότι f ≡ f(x0). Χρησιµοποιώντας για
ακόµη µια ϕοϱά την Πρόταση 17.2, αποδεικνύεται ότι το

⋃
i∈I Ai είναι συνεκτικό.

Πϱόταση 17.4: ΄Εστω (X,T) ένας τοπολογικός χώϱος και A,B ⊆ X.

i. Εάν A ⊆ B ⊆ A και το A είναι συνεκτικό, τότε και το B είναι συνεκτικό.

ii. Ως συνέπεια του i., εάν το A είναι συνεκτικό, τότε και το A είναι συνεκτικό.

Απόδειξη: Ουσιαστικά χρειάζεται να αποδειχθεί το i., κι από αυτό έπειτα µποϱεί να εξαχθεί το ii..
Παϱακάτω ϑα ϑεωρούµε τα σύνολα A,B µη κενά, απλώς για να αποφύγουµε τετριµµένες περιπτώσεις.

Θεωϱούµε f : B → {0, 1} συνεχή συνάϱτηση (και πάλι όπως στην Πρόταση 17.2) και τον περι-
ορισµό αυτής f |A ο οποίος είναι σταθερός, από την Πϱόταση 17.2.

Ας υποθέσουµε ότι f(A) = {δ} µε δ ∈ {0, 1}. Τότε f(A) = {δ} και f(A) ⊆ {δ}, αϕού η f είναι
συνεχής σε υπερσύνολο του A και ισχύει το Θεώϱηµα 7.1, iv.. Μάλιστα, επειδή f(A) ⊆ f(A),
αναγκαστικά f(A) = {δ}.

Επειδή εν γένει (λόγω της A ⊆ B ⊆ A) οι εγκλεισµοί:

f(A) ⊆ f(B) ⊆ f(A)

ισχύουν, αποδεικνύεται ότι {δ} ⊆ f(B) ⊆ {δ} και κατ’ επέκταση ότι f(B) = {δ} (δηλαδή η f είναι
σταϑεϱή). Μέσω της Πϱόταση 7.2 αποδεικνύεται η συνεκτικότητα του B.

Παϱατήϱηση 17.3: Η αντίστϱοϕη κατεύϑυνση στην Πϱότασης 17.4, ii. δεν αληϑεύει. Για παϱάδειγµα,
στον συνήϑη τοπολογικό µετϱικό χώϱο (R,Tϱ) έχουµε Q = R, χωϱίς το Q να είναι συνεκτικό.

Στη συνέχεια ϑα δείξουµε ότι ο (R,Tϱ) είναι συνεκτικός - πϱιν απ’ αυτό όµως ϑα χρειαστούµε ένα
λήµµα.

Λήµµα 17.1: Για κάϑε a < b το πϱαγµατικό διάστηµα [a, b] είναι συνεκτικό στον συνήϑη τοπολογικό
µετϱικό χώϱο (R,Tϱ). ■

Απόδειξη: Υποθέτουµε πϱος άτοπο ότι ένα διάστηµα [a, b] δεν είναι συνεκτικό. Τότε ϑα υπάρχουν A,B
ανοικτά, µη κενά, ξένα σύνολα τέτοια ώστε A ∪ B = [a, b]. Εφόσον A ⊆ [a, b] το A είναι ϕραγµένο και
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υπάρχει πραγµατικό supremum s = supA, το οποίο ανήκει στο A αϕού το τελευταίο είναι κλειστάνοικτο
(άϱα και κλειστό).

΄Εστω s < b. Σ’ αυτήν την πεϱίπτωση υπάρχει ε > 0 τέτοιο ώστε (s − ε, s + ε) ⊆ [a, b]. Εν τω
µεταξύ το A είναι ανοικτό στο [a, b], οπότε υπάρχει U ∈ Tϱ τέτοιο ώστε A = U ∩ [a, b]. Επειδή s ∈ A, είναι
δυνατόν να ϐρεθεί δ > 0 τέτοιο ώστε (s − δ, s + δ) ⊆ U . Επιλέγοντας η = min{ε, δ}, έχουµε καταϕέϱει
(s− η, s+ η) ⊆ U ∩ [a, b] = A. Αυτό δίνει αντίφαση, αϕού s+ η ∈ A, s < s+ η και s = supA.

Αναγκαστικά λοιπόν s = b. Με παρόµοιο τϱόπο µποϱεί να δειχθεί ότι supB = b και ότι supB ∈ B.
∆ηλαδή A ∩B ⊇ {b}, το οποίο είναι άτοπο στην επιλογή των A,B.

Καταλήγουµε στο ότι κάϑε διάστηµα [a, b] µε a < b είναι συνεκτικό.

Θεώϱηµα 17.1: Ο συνήϑης τοπολογικός µετϱικός χώϱος (X,Tϱ) είναι συνεκτικός.

Απόδειξη: Καϑένα από τα διαστήµατα [−n, n], n ∈ N είναι συνεκτικό, από το Λήµµα 17.1. Επειδή η τοµή⋂
n∈N[−n, n] δεν είναι κενή, η Πϱόταση 17.3 δίνει ότι το

⋃
n∈N[−n, n] = R είναι συνεκτικό.

Παϱατήϱηση 17.4: ΄Ενα A ⊆ R είναι συνεκτικό εάν και µόνο αν είναι διάστηµα.

Απόδειξη: Εδώ τα µονοσύνολα είναι συνεκτικά και τα ϑεωρούµε ως (κλειστά) διαστήµατα µε το ίδιο άκϱο.
Επιπλέον το κενό σύνολο είναι (ανοικτό) διάστηµα µε ίδια άκϱα. Για να µην πέϕτουµε σε τετριµµένες
περιπτώσεις, ϑα εξαιρέσουµε από την απόδειξη αυτού του είδους σύνολα.

(⇒) Εάν το A δεν είναι διάστηµα, τότε υπάρχουν x, y ∈ A µε x < y και x < z < y µε z ̸∈ A.
Τώϱα τα σύνολα (−∞, z), (z,∞) είναι ανοικτά στο R, οπότε τα αντίστοιχα (−∞, z) ∩ A, (z,∞) ∩ A είναι
ανοικτά στο A, και µη κενά αϕού το πϱώτο περιέχει το x και το δεύτεϱο το y. Τέµνοντας, παϱατηϱούµε
ότι: (

(−∞, z) ∩A
)
∩
(
(z,∞) ∩A

)
= ∅

και ενώνοντας: (
(−∞, z) ∩A

)
∩
(
(z,∞) ∩A

)
=
(
R\{z}

)
∩A = A

(η τελευταία ισότητα δικαιολογείται από το ότι z ̸∈ A). Αυτά δείχνουν ότι το A δεν είναι συνεκτικό. Οπότε
οπωσδήποτε ένα συνεκτικό σύνολο είναι διάστηµα, αϕού αν δεν ήταν δεν ϑα ήταν συνεκτικό.

(⇐) Η άλλη κατεύϑυνση είναι άµεση συνέπεια του Λήµµατος 17.1.
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Πϱόταση 18.1: ΄Εστω δύο τοπολογικοί χώϱοι (X,TX), (Y,TY ). Εάν ο πϱώτος είναι συνεκτικός και
υπάϱχει συνεχής απεικόνιση f : (X,TX) → (Y,TY ), τότε το f(X) ⊆ Y είναι συνεκτικό υποσύνολο
του Y .

Απόδειξη: Η απόδειξη ϑα γίνει µε άτοπο. Εάν λοιπόν το f(X) δεν είναι συνεκτικό, υπάϱχει συνάϱτηση
g : f(X) → {0, 1} συνεχής και όχι σταϑεϱή (άϱα επί του {0, 1}). Τώϱα παϱατηϱούµε ότι η σύνϑεση g ◦ f :

g ◦ f : X
f−→ f(X)

g−→ {0, 1}

είναι συνεχής και επί, αϕoύ η g είναι επί. Αυτό είναι άτοπο, διότι η g ◦ f είναι µια συνεχής συνάϱτηση
X → {0, 1} στον συνεκτικό χώϱο X.

Ως πόϱισµα της παϱαπάνω πϱότασης παίϱνουµε τις ακόλουϑες δύο πϱοτάσεις.

Πϱόταση 18.2: (Θεώϱηµα ενδιαµέσων τιµών). Εάν (X,T) είναι συνεκτικός τοπολογικός χώϱος
και f : (X,T) → (R,Tϱ) είναι συνεχής (πϱος τον συνήϑη τοπολογικό µετϱικό χώϱο), τότε το σύνολο
f(X) είναι διάστηµα.

Απόδειξη: Από την Πρόταση 18.1 έπεται ότι το f(X) είναι συνεκτικό, κι από το Λήµµα 17.1 ότι είναι
διάστηµα.

Πϱόταση 18.3: ΄Εστω
(
(Xi,Ti)

)
i∈I µια οικογένεια τοπολογικών χώϱων και (X =

∏
i∈I ,Tγ) ο χώϱος

γινόµενο µε την καϱτεσιανή τοπολογία. Εάν ο τελευταίος είναι συνεκτικός, τότε καϑένας από τους
(Xj ,Tj), j ∈ I είναι συνεκτικός.

Απόδειξη: Πϱάγµατι, για κάϑε j ∈ I η πϱοϐολή pj :
∏
i∈I Xi → Xj είναι συνεχής συνάϱτηση µε εικόνα

pj(
∏
i∈I Xi) = Xj . Το Ϲητούµενο πϱοκύπτει από την Πϱόταση 18.1.

Το αντίστϱοϕο στην Πϱόταση 18.3 ισχύει και το δείχνουµε µε το ακόλουϑο ϑεώϱηµα.

Θεώϱηµα 18.1: ΄Εστω
(
(Xi,Ti)

)
i∈I µια οικογένεια συνεκτικών τοπολογικών χώϱων. Ο χώϱος γινό-

µενο (
∏
i∈I ,Tγ) µε την καρτεσιανή τοπολογία είναι κι αυτός συνεκτικός.

Απόδειξη: Η απόδειξη είναι µακϱοσκελής και ϑα γίνει σε ϐήµατα.

Βήµα Ι: Κατ’ αρχάς ϑα δείξουµε το Ϲητούµενο στην πεϱίπτωση δύο τοπολογικών χώϱων (X,TX),
(Y,TY ) (οπότε επαγωγικά ϑα το έχουµε δείξει για πεπερασµένο πλήϑος τοπολογικών χώϱων). Για κάϑε
x ∈ X ϑεωρούµε τη συνάϱτηση fx : Y → X × Y µε y 7→ (x, y), και ισχυριζόµαστε ότι είναι συνεχής.
Πράγµατι, από την Πρόταση 11.1, i. αϱκεί να δείξουµε ότι οι συνθέσεις µε τις πϱοϐολές είναι συνεχείς.
Η pX ◦ fx είναι συνεχής αϕού:

pX ◦ fx(y) = pX(x, y) = x (σταϑεϱή)
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και η pY ◦ fx είναι συνεχής αϕού:

pY ◦ fx(y) = pY (x, y) = y = id(y)

Από την Πρόταση 18.1 η εικόνα fx(Y ) είναι συνεκτικός υπόχωρος του X×Y , δηλαδή το σύνολο {x}×Y
είναι συνεκτικός υπόχωρος του X × Y . Με ανάλογο τϱόπο κανείς δείχνει ότι, για σταθεροποιηµένο y, το
σύνολο X × {y} είναι συνεκτικός υπόχωρος του X × Y .

Σταϑεϱοποιούµε (x0, y0) ∈ X × Y και για κάϑε x ∈ X ορίζουµε:

Ax = ({x} × Y ) ∪ (X × {y0})

Καϑένα από τα Ax είναι συνεκτικό ως ένωση συνεκτικών που δεν έχουν κενή τοµή ({x}×Y )∩(X×{y0}) ⊇
{(x0, y0)} (Πϱόταση 17.3).

(x
0
, y

0
)

{x} × Y

X × {y0}

Επειδή X × Y =
⋃
x∈X Ax, από την Πρόταση 17.3 το X × Y είναι συνεκτικό, εφόσον η τοµή δεν είναι

κενή (
⋂
x∈X Ax ⊇ {(x0, y0)}).

Βήµα ΙΙ: Για τυχαίο πλήϑος τοπολογικών χώϱων (Xi,Ti), i ∈ I, σταθεροποιούµε z = (zi)i∈I ∈
∏
i∈I Xi

και για κάϑε πεπερασµένο J ⊆ I ορίζουµε:

XJ =

{
x = (xi)i∈I ∈

∏
i∈I

Xi

∣∣∣ xi = zi για κάϑε i ̸∈ J

}
Τώϱα, από το Βήµα Ι ο χώϱος γινόµενο

∏
j∈J Xj είναι συνεκτικός. Επιπλέον η απεικόνιση:

F :
∏
j∈J

Xj →
∏
i∈I

Xi µε x 7→ y όπου yi =

®
xj , i = j ∈ J

zi, i ̸∈ J

είναι συνεχής µε εικόνα F (
∏
j∈J Xj) = XJ , οπότε καθένας από τους XJ είναι συνεκτικός (ϐάσει της

Πρότασης 18.1). Το ότι η F είναι συνεχής πϱοκύπτει από το γεγονός ότι οι διάφορες πϱοϐολές pi είναι
σταθερές ή ταυτοτικές, σε συνδυασµό ϕυσικά µε την Πρόταση 11.1, i..

Βήµα ΙΙΙ: Για κάϑε πεπερασµένο J ⊆ I έχουµε z ∈ XJ , οπότε η τοµή:⋂
J⊆I

J πεπεϱ.

XJ ⊇ {z}

δεν είναι κενή. Από την Πϱόταση 17.3 η ένωση:

Y =
⋃
J⊆I

J πεπεϱ.

XJ
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είναι συνεκτικό υποσύνολο του
∏
i∈I Xi. Μάλιστα από την Πρόταση 17.4, ii. το Y είναι επίσης συνεκτικό.

Βήµα IV: Ισχυριζόµαστε ότι Y =
∏
i∈I Xi - εάν ο ισχυρισµός αληθεύει, τότε το γινόµενο

∏
i∈I Xi

ϑα είναι συνεκτικός χώϱος.

Θα δείξουµε ότι το Y είναι πυκνό, δηλαδή ότι για κάϑε κανονικό ϐασικό σύνολο B ̸= ∅ αληθεύει
B ∩ Y ̸= ∅. Γράφουµε κατά τα γνωστά:

B =

n⋂
k=1

p−1
ik

(Gik), Gik ∈ Tik

και ονοµάϹουµε J = {ik}nk=1. Τέµνεται το XJ µε το B; Εάν η απάντηση είναι καταϕατική, επειδή εξ’
οϱισµού του XJ είναι υποσύνολο του Y , τότε και τα B, Y ϑα τέµνονται. ΕξετάϹουµε πότε ένα y ανήκει στο
B:

y ∈ B ⇔ y ∈
n⋂
k=1

p−1
ik

(Gik)

⇔ ∀k, y ∈ p−1
ik

(Gik)

⇔ ∀k, yik ∈ Gik

Εάν επιπλέον y ∈ XJ , τότε yi = zi για κάϑε i ̸= ik (για τα διάϕοϱα k). Οπότε αν επιλέξουµε ένα στοιχείο
y τέτοιο ώστε:

yi =

®
zi, εάν i ̸∈ J = {ik}nk=1

yi ∈ Gi, εάν i ∈ J = {ik}nk=1

τότε y ∈ XJ ∩B. Οπότε η τοµή B ∩ Y δεν είναι κενή, το οποίο αποδεικνύει ότι το Y είναι πυκνό. ∆ηλαδή
Y =

∏
i∈I Xi.

ΣυνεχίϹουµε µε µεϱικές ακόµη έννοιες συνεκτικότητας.

Οϱισµός 18.1: (Συνεκτικές συνιστώσες). ΄Εστω (X,T) ένας τοπολογικός χώϱος και A ⊆ X. Το
A ⊆ X λέγεται συνεκτική συνιστώσα εάν είναι συνεκτικό και δεν υπάρχει συνεκτικό B ⊆ X µε B ⊃ A.

Iσοδύναµα, για κάϑε συνεκτικό B ⊇ A έχουµε B = A.

Παϱατήϱηση 18.1: ΄Εστω (X,T) τοπολογικός χώϱος. Για κάϑε x ∈ X, το {x} είναι συνεκτικό, και κατά
συνέπεια η οικογένεια:

Ax = {A ⊆ X | A συνεκτικό, x ∈ A}

δεν είναι κενή. Μάλιστα
⋂
Ax ⊇ {x} και (από την Πϱόταση 17.3) το σύνολο

⋃
Ax είναι συνεκτικό. Είναι

επίσης συνεκτική συνιστώσα, από τον οϱισµό του.

Οϱισµός 18.2: (Συνεκτικές συνιστώσες σηµείων). ΄Εστω (X,T) ένας τοπολογικός χώϱος και
x ∈ X. Θεωϱούµε το σύνολο:

Ax = {A ⊆ X | A συνεκτικό, x ∈ A}

και οϱίϹουµε το συνεκτικό σύνολο:
Cx =

⋃
Ax =

⋃
A∈Ax

A

το οποίο πεϱιέχει το x. Το Cx καλείται συνεκτική συνιστώσα του x στον τοπολογικό χώϱο (X,T).

Από τον οϱισµό του το Cx είναι το µεγαλύτεϱο συνεκτικό σύνολο στον τοπολογικό χώϱο (X,T) (ως πϱος
τη σχέση του υποσυνόλου) που πεϱιέχει το x.

Πϱόταση 18.4: ΄Εστω (X,T) ένας τοπολογικός χώϱος και x, y ∈ X.

i. Για κάϑε x το σύνολο Cx είναι κλειστό.

ii. Εάν y ∈ Cx, τότε Cy = Cx.
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iii. Εάν Cx ̸= Cy, τότε Cx ∩ Cy = ∅.

Απόδειξη: Για το i.: Εξ ορισµού της η Cx είναι συνεκτικό σύνολο, οπότε από την Πρόταση 17.4, ii. το
Cx είναι επίσης συνεκτικό σύνολο. Επειδή το Cx είναι το µεγαλύτεϱο συνεκτικό σύνολο που περιέχει το
x, έχουµε Cx = Cx.

Για το ii.: Επειδή το Cy είναι το µεγαλύτεϱο συνεκτικό σύνολο που περιέχει το y και το Cx είναι
συνεκτικό, Cx ⊆ Cy. Επειδή y ∈ Cx, υπάρχει συνεκτικό σύνολο A τέτοιο ώστε x, y ∈ A, και κατ’
επέκταση x ∈ Cy. Το τελευταίο δείχνει και τον αντίστροφο εγκλεισµό Cy ⊆ Cx, αϕού το Cx είναι το
µεγαλύτεϱο συνεκτικό σύνολο που περιέχει το x.

Για το iii.: Εάν Cx ∩ Cy ̸= ∅, τότε υπάρχει z ∈ Cx ∩ Cy. Από το ii. έχουµε Cx = Cz = Cy, το
οποίο δείχνει ότι Cx = Cy. Με αντιϑετο-αντιστϱοϕή αποδεικνύεται το iii..

Πόϱισµα της Πρότασης 18.4 είναι η ακόλουϑη πρόταση:

Πϱόταση 18.5: ΄Εστω (X,T) ένας τοπολογικός χώϱος. Το σύνολο {Cx | x ∈ X} αποτελεί διαµέϱιση
του X, η οποία οϱίϹει µια σχέση ισοδυναµίας:

x ∼ y :⇔ Cx = Cy

Απόδειξη: Από την Πρόταση 18.4, iii. έπεται ότι το σύνολο {Cx | x ∈ X} είναι διαµέριση του X.

Αϕού είναι διαµέριση, µποϱούµε να ορίσουµε µια σχέση ισοδυναµίας:

x ∼ y :⇔ Cx = Cy

Η ≪∼≫ είναι πϱάγµατι σχέση ισοδυναµίας:

• Είναι αυτοπαϑητική: Επειδή Cx = Cx, έχουµε x ∼ x.

• Είναι συµµετϱική: Αν x ∼ y τότε Cx = Cy ⇒ Cy = Cx και τότε y ∼ x.

• Είναι µεταϐατική: Αν x ∼ y και y ∼ z τότε Cx = Cy = Cz και τότε Cx = Cz ⇒ x ∼ z.

και η κλάση x/∼ του x είναι ακϱιϐώς η Cx.

Οϱισµός 18.3: (Καµπύλες και κατά τόξα συνεκτικότητα). ,
Ι. ΄Εστω (X,T) ένας τοπολογικός χώϱος και x, y ∈ X. Μια καµπύλη από το x στο y είναι µια συνεχής
απεικόνιση f : [0, 1] → X µε f(0) = x και f(1) = y.
II. ΄Ενας τοπολογικός χώϱος (X,T) λέγεται κατά τόξα συνεκτικός εάν για κάϑε x, y ∈ X υπάϱχει
καµπύλη από το x στο y.

Παϱατήϱηση 18.2: Εάν ένας χώϱος (X,T) είναι κατά τόξα συνεκτικός, τότε είναι και συνεκτικός.

Απόδειξη: Εάν πϱος άτοπο δεν είναι συνεκτικός, τότε υπάϱχουν ανοικτά, µη κενά, ξένα A,B τέτοια ώστε
A ∪ B = X. Επιλέγουµε a ∈ A, b ∈ B και καµπύλη f : [0, 1] → X µε f(0) = a και f(1) = b. Γι’ αυτήν
την f τα σύνολα f−1(A), f−1(B) είναι ανοικτά (επειδή η f είναι συνεχής και τα A,B ανοικτά), µη κενά
(αϕού 0 ∈ f−1(A), 1 ∈ f−1(B)) και ξένα (αϕού τα A,B είναι ξένα). Επειδή:

f−1(A) ∪ f−1(B) = f−1(A ∪B) = f−1(X) = [0, 1]

καταλήγουµε στο ότι ο χώϱος [0, 1] δεν είναι συνεκτικός, το οποίο είναι άτοπο.
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■ Παϱάδειγµα 19.1:

• Κάϑε διάστηµα είναι συνεκτικό και κατά τόξα συνεκτικό.

• Το Q δεν είναι συνεκτικό, οπότε ούτε κατά τόξα συνεκτικό.

• Σε κάϑε χώϱο Rn οι µπάλες (είτε ανοικτές είτε κλειστές) είναι κατά τόξα συνεκτικά σύνολα.

• Στον R (µε τη συνήϑη µετϱική τοπολογία) τα κατά τόξα συνεκτικά σύνολα ταυτίϹονται µε τα συνεκτικά
σύνολα. Για να το δείξουµε αυτό, αϱκεί να δείξουµε ότι κάϑε συνεκτικό σύνολο είναι κατά τόξα
συνεκτικό σύνολο. Επειδή στο R τα συνεκτικά σύνολα είναι ακϱιϐώς τα διαστήµατα, για κάϑε a, b
µποϱούµε να οϱίσουµε f(t) = b+ (a− b)t, t ∈ [0, 1]. Η f είναι καµπύλη από το a στο b.

• Από το R2 κι έπειτα υπάϱχουν παϱαδείγµατα συνεκτικών συνόλων που δεν είναι κατά τόξα συνεκτικά.
΄Ενα πολύ γνωστό πϱοκύπτει από την ≪ηµιτονοειδή καµπύλη του τοπολόγου≫ (topologist’s sine
curve), δηλαδή από το σύνολο:

S =
{(

t, sin(1/t)
)
| t ∈ (0, 1)

}

S

Το S είναι κατά τόξα συνεκτικό, κι άϱα συνεκτικό σύνολο. Μάλιστα, λόγω της συνεκτικότητάς του,
και το S = S ∪ ({0} × [−1, 1]) ϑα είναι συνεκτικό σύνολο. Μποϱεί κανείς όµως να δείξει ότι το S
δεν είναι κατά τόξα συνεκτικό.

Εάν υποθέσουµε πϱος άτοπο ότι το S είναι κατά τόξα συνεκτικό, τότε για s0 ∈ S ϑα υπάρχει
καµπύλη f̃ : [0, 1] → S µε f̃(1) = s0 και f̃(0) = (0, 0). Ορίζουµε τώϱα συνάϱτηση:

f = f̃ |f̃−1(S)

η οποία είναι συνεχής ως πεϱιοϱισµός συνεχούς απεικόνισης. Επειδή f(a) ∈ S για κάϑε a ∈ f̃−1(S),
µποϱούµε να γϱάψουµε:

f(a) =
(
ta, sin(1/ta)

)
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ΟϱίϹουµε g µέσω του τύπου a 7→ ta και επίσης G:

G
(
a, sin(1/a)

)
=
(
g(a), sin(1/g(a))

)
= f(a)

H g είναι συνεχής απεικόνιση: Πράγµατι, αν δεν ήταν, η G δεν ϑα ήταν συνεχής (και το πϱόϐληµα
έγκειται για παϱάδειγµα στην πϱώτη συντεταγµένη), οπότε ούτε η ίδια η f ϑα ήταν συνεχής.

Παϱατηϱούµε ότι για κάποιο ε > 0 ϑα έχουµε g(ε) ̸= 0, αϕού η g είναι συνεχής και
f(1) = f̃(1) = s0 ̸= (0, 0). Επιλέγουµε:

0 <
2

(2n+ 1)π
< g(ε)

και λόγω της Πϱότασης 18.2 υπάϱχει 0 < a1 < ε ούτως ώστε:

g(a1) =
2

(2n+ 1)π

Επαναλαµϐάνουµε τη διαδικασία και ϐϱίσκουµε 0 < a2 < a1 τέτοιο ώστε:

0 < g(a2) =
2

(2(n+ 1) + 1)π
< g(a1)

και ϕυσικά συνεχίϹουµε επαγωγικά, κατασκευάϹοντας ακολουϑία (aℓ)
∞
ℓ=1. Η εν λόγω ακολουϑία

είναι ϕϱαγµένη και ϕϑίνουσα, οπότε συγκλίνει σε κάποιο 0 ⩽ a∞ < ε. Από την άλλη όµως η
ακολουϑία

(
sin(1/g(aℓ))

)∞
ℓ=1

είναι εναλλάσσουσα ±1, οπότε δεν συγκλίνει. ∆ηλαδή το υπο-όϱιο:

lim
aℓ→a∞

f̃(aℓ) =

Å
lim

aℓ→a∞
g(aℓ), lim

aℓ→a∞
sin(1/g(aℓ))

ã
δεν υπάϱχει, παϱά τη συνέχεια της f̃ . Αυτό οδηγεί σε άτοπο.

Πϱόταση 19.1: ΄Εστω (X,T) ένας τοπολογικός χώϱος. Η σχέση:

x ∼p y ⇔ Υπάϱχει καµπύλη f : [0, 1] → X µε f(0) = x, f(1) = y

όπου x, y ∈ X, είναι σχέση ισοδυναµίας.

Απόδειξη: Πϱάγµατι, αν x, y, z ∈ X:

• Είναι αυτοπαϑής: Μέσω της σταϑεϱής συνάϱτησης f ≡ x αποδεικνύεται ότι x ∼p x.

• Είναι συµµετϱική: Εάν x ∼p y, τότε υπάϱχει καµπύλη f από το x στο y. Παϱατηϱούµε ότι η f(1−·)
είναι καµπύλη από το y στο x, εποµένως y ∼p x.

• Είναι µεταϐατική: Εάν x ∼p y και y ∼p z, τότε υπάϱχουν καµπύλες f, g από το x στο y και από το
y στο z αντίστοιχα. ΟϱίϹουµε τη συνάϱτηση:

h(t) =

®
f(2t), εάν t ∈ [0, 1/2]

g(2t− 1), εάν t ∈ (1/2, 1]

και παϱατηϱούµε ότι αυτή είναι συνεχής καµπύλη από το x στο y, οπότε x ∼p z. Η ιδέα της
κατασκευής της h είναι απλή και έχει, πέϱα από µαϑηµατικό ενδιαϕέϱον, και ϕυσική εϱµηνεία.
ΑναϹητούµε µια καµπύλη h από το x στο z - γνωϱίϹοντας καµπύλες από το x στο y και από το y στο
z - την οποία µποϱούµε να διανύσουµε ≪σε χϱόνο 1≫. O ≪χϱόνος≫ αυτός είναι ϕυσική απαίτηση
που εκϕϱάϹει (µαϑηµατικά µιλώντας) ότι το πεδίο οϱισµού της h είναι το [0, 1]. ∆ιανύουµε λοιπόν
την καµπύλη από το x στο y (έστω f ) µε διπλάσια ταχύτητα (οπότε υπολογίϹουµε στο 2t), κι έπειτα
διανύουµε την υπόλοιπη διαδϱοµή (έστω g) ξανά µε διπλάσια ταχύτητα, πϱοσέχοντας αυτήν την
ϕοϱά ότι στην αϱχή της ϕτάνουµε σε χϱόνο 1/2 και όχι σε 0 (οπότε υπολογίϹουµε στο 2t− 1).

■
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Οϱισµός 19.1: (Κατά τόξα συνεκτικές συνιστώσες). ΄Εστω (X,T) ένας τοπολογικός χώϱος. ΄Ενα
κατά τόξα συνεκτικό σύνολο A ⊆ X λέγεται κατά τόξα συνεκτική συνιστώσα αν δεν υπάρχει άλλο κατά
τόξα συνεκτικό B µε B ⊃ A.

Ισοδύναµα, για κάϑε κατά τόξα συνεκτικό B µε B ⊇ A ισχύει B = A.

Οϱισµός 19.2: (Κατά τόξα συνεκτικές συνιστώσες σηµείων). ΄Εστω (X,T) ένας τοπολογικός
χώϱος και x ∈ X. Η κλάση:

Cp
x = x/∼p

ονοµάϹεται κατά τόξα συνεκτική συνιστώσα του x στον τοπολογικό χώϱο (X,T), και είναι η µεγαλύτεϱη
(ως πϱος τη σχέση του υποσυνόλου) κατά τόξα συνεκτική συνιστώσα που πεϱιέχει το x.

Παϱατήϱηση 19.1: ΄Εστω (X,T) ένας τοπολογικός χώϱος. ΑξίϹει κανείς να παρατηρήσει ότι, εφόσον το
Cp
x είναι κατα τόξα συνεκτικό σύνολο, ϑα είναι και συνεκτικό. Εποµένως Cp

x ⊆ Cx.

Επιπλέον, καθένα σύνολο Cx µποϱεί να διαµεριστεί από κατά τόξα συνεκτικές συνιστώσες.

Οϱισµός 19.3: (Τοπική και τοπική κατά τόξα συνεκτικότητα). ΄Εστω (X,T) ένας τοπολογικός
χώϱος.
Ι. Ο τοπολογικός χώϱος ϑα λέγεται τοπικά συνεκτικός στο x ∈ X εάν υπάϱχει ϐάση πεϱιοχών Bx του
x από συνεκτικά σύνολα.
II. Ο τοπολογικός χώϱος ϑα λέγεται τοπικά κατά τόξα συνεκτικός στο x ∈ X εάν υπάϱχει ϐάση πεϱιοχών
Bx του x από κατά τόξα συνεκτικά σύνολα.
ΙΙΙ. Ο τοπολογικός χώϱος λέγεται τοπικά συνεκτικός εάν για κάϑε x ∈ X είναι τοπικά συνεκτικός στο
x.
ΙV. Ο τοπολογικός χώϱος λέγεται τοπικά κατά τόξα συνεκτικός εάν για κάϑε x ∈ X είναι τοπικά κατά
τόξα συνεκτικός στο x.

Παϱατήϱηση 19.2: Φυσικά ένα τοπικά κατά τόξα συνεκτικό σύνολο είναι τοπικά συνεκτικό (απόϱϱοια
της Παϱατήϱησης 18.2).

■ Παϱάδειγµα 19.2:

• Στο R το σύνολο (0, 1) ∪ (2, 3) δεν είναι συνεκτικό, είναι όµως τοπικά κατά τόξα συνεκτικό.

• Το Q δεν είναι ούτε τοπικά συνεκτικό. Οπότε δεν είναι συνεκτικό, κατά τόξα συνεκτικό, τοπικά
συνεκτικό, τοπικά κατά τόξα συνεκτικό.

■

Πϱόταση 19.2: ΄Εστω (X,T) ένας τοπικά κατά τόξα συνεκτικός τοπολογικός χώϱος. Κάϑε κατά τόξα
συνεκτική συνιστώσα είναι ανοικτή.

Απόδειξη: ΄Εστω Cp µια κατά τόξα συνεκτική συνιστώσα του X. Παϱατηϱούµε ότι για κάϑε
x ∈ Cp, Cp = Cp

x.

Για κάϑε x ∈ X υπάρχει ϐάση περιοχών Bx από κατά τόξα συνεκτικά σύνολα, και ειδικά για τα
x ∈ Cp = Cp

x ϑα έχουµε B ⊆ Cp
x για κάϑε B ∈ Bx (µιας και το Cp

x είναι το µεγαλύτεϱο κατά τόξα
συνεκτικό σύνολο που περιέχει το X). Το τελευταίο δείχνει ότι το Cp είναι περιοχή κάϑε σηµείου του,
οπότε ϐάσει της Πρότασης 6.1, iii. είναι ανοικτό σύνολο.

Θεώϱηµα 19.1: ΄Εστω (X,T) ένας τοπικά κατά τόξα συνεκτικός τοπολογικός χώϱος. Οι συνεκτικές
συνιστώσες ταυτίϹονται µε τις κατά τόξα συνεκτικές συνιστώσες.

Απόδειξη: Από την Παϱατήϱηση 19.1, για κάϑε x ∈ X αληϑεύει ο εγκλεισµός Cp
x ⊆ Cx. Υποϑέτουµε

τώϱα ότι τα δύο σύνολα δεν ταυτίϹονται, οπότε το σύνολο Cx\Cp
x είναι µη κενό. Γϱάϕουµε τότε:

Cx\Cp
x =

⋃
y∈Cx\Cp

x

Cp
y
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και παϱατηϱούµε ότι:

Cx = Cp
x ∪
Å ⋃
y∈Cx\Cp

x

Cp
y

ã
Αυτό είναι άτοπο, αϕού από την Πϱόταση 19.2 τα Cp

x,
⋃
y∈Cx\Cp

x
Cp
y είναι ανοικτά και το Cx δεν γϱάϕεται

ως ένωση ανοικτών, µη κενών, ξένων συνόλων.

Η επόµενη έννοια µε την οποία ϑα ασχοληϑούµε είναι η συµπάγεια.

Οϱισµός 19.4: (Συµπαγείς τοπολογικοί χώϱοι). ΄Ενας τοπολογικός χώϱος (X,T) λέγεται
συµπαγής εάν κάϑε ανοικτή κάλυψη {Ui}i∈I έχει πεπερασµένη υποκάλυψη {Uik}nk=1. ∆ηλαδή εάν:

X =
⋃
i∈I

Ui

τότε υπάϱχει πεπεϱασµένη υποοικογένεια {Uik}nk=1 ούτως ώστε:

X =

n⋃
k=1

Uik

≪΄Αχϱηστο≫ σύνολο στην ένωση

X

Πϱόταση 19.3: ΄Εστω (X,T) ένας τοπολογικός χώϱος και F ⊆ X. Τότε ο χώϱος (F,TF ) µε τη
σχετική τοπολογία είναι συµπαγής εάν και µόνο αν για κάϑε ανοικτή κάλυψη {Ui}i∈I του F στην T
υπάϱχει πεπεϱασµένη υποκάλυψη {Uik}nk=1. ∆ηλαδή εάν:

F ⊆
⋃
i∈I

Ui, Ui ∈ T

τότε υπάϱχει πεπεϱασµένη υποοικογένεια {Uik}nk=1 ούτως ώστε:

F ⊆
n⋃
k=1

Uik

Απόδειξη:

X

F
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(⇒) ΄Εστω ότι ο (F,TF ) είναι συµπαγής. Θεωρούµε {Ui}i∈I µια ανοικτή κάλυψη του F στην T και
ορίζουµε Vi = Ui ∩ F . Εφόσον η {Ui}i∈I είναι κάλυψη του F στην T, η {Vi} είναι κάλυψη του F
στην TF . Επειδή ο F είναι συµπαγής, υπάρχει πεπερασµένη υποκάλυψη {Vik}nk=1, κι επειδή εν γένει
Ui ⊇ Vi, η {Uik}nk=1 είναι επίσης κάλυψη του F .

(⇐) Ας ϑεωρήσουµε {Vi}i∈I µια ανοικτή κάλυψη του F στην TF . Λόγω της µορφής των ανοικτών
συνόλων στις σχετικές τοπολογίες, µποϱούν να ϐρεθούν ανοικτά Ui ∈ T ούτως ώστε Vi = Ui ∩F , και κατά
συνέπεια:

F ⊆
⋃
i∈I

Ui

Από την υπόθεση υπάρχει πεπερασµένη υποκάλυψη {Uik}nk=1, η οποία µε τη σειϱά της οϱίϹει πεπερασ-
µένη υποκάλυψη {Vik}nk=1 (αϕού Vi = Ui ∩ F ).

Πϱόταση 19.4: ΄Εστω (X,T) ένας συµπαγής τοπολογικός χώϱος και F ⊆ X ένα κλειστό σύνολο. Το
F είναι συµπαγές σύνολο.

Απόδειξη: Θεωϱούµε {Ui}i∈I µια ανοικτή κάλυψη του F στην T. Επειδή το F είναι κλειστό, το σύνολο
F c ϑα είναι ανοικτό, και κατά συνέπεια η οικογένεια:

{Ui}i∈I ∪ {F c}

αποτελεί ανοικτή κάλυψη του X. Επειδή ο X είναι συµπαγής, υπάρχει πεπερασµένη υποκάλυψη
{Uik}nk=1 ∪ {F c} - εδώ παϱατηϱήστε ότι το F c ενδέχεται να µην χρειάζεται να προστεθεί, το προσθέτουµε
όµως για να µην ϐλάψουµε τη γενικότητα της πεϱίπτωσης. Τότε λοιπόν:

F ⊆ X =

Å n⋃
k=1

Uik

ã
∪ F c

δηλαδή F ⊆
⋃n
k=1 Uik , αϕού F ̸⊆ F c. Αυτά δείχνουν τη συµπάγεια του F , σύµφωνα µε την Πρόταση

19.3.

Οϱισµός 19.5: (Ιδιότητα των πεπεϱασµένων τοµών). Λέµε ότι µια οικογένεια συνόλων {Fi}i∈I
έχει την ιδιότητα των πεπεϱασµένων τοµών εάν όλες οι πεπεϱασµένες τοµές δεν είναι κενές. ∆ηλαδή αν
για κάϑε πεπεϱασµένη υποοικογένεια {Fik}nk=1:

n⋂
k=1

Fik ̸= ∅

Πϱόταση 19.5: ΄Ενας τοπολογικός χώϱος (X,T) είναι συµπαγής εάν και µόνο αν για κάϑε οικογένεια
{Fi}i∈I κλειστών υποσυνόλων του X που έχει την ιδιότητα των πεπεϱασµένων τοµών αληϑεύει:⋂

i∈I
Fi ̸= ∅

Απόδειξη: (⇒) ΄Εστω µια οικογένεια {Fi}i∈I κλειστών υποσυνόλων του X που έχει την ιδιότητα των
πεπεϱασµένων τοµών. Υποϑέτουµε πϱος άτοπο ότι:⋂

i∈I
Fi = ∅, δηλαδή

⋃
i∈I

F ci = X

Τα Fi είναι κλειστά, οπότε η οικογένεια {F ci }i∈I αποτελεί ανοικτή κάλυψη του X. Επειδή ο X είναι
συµπαγής, υπάϱχει πεπεϱασµένη υποκάλυψη {F cik}

n
k=1 του X, το οποίο είναι άτοπο αϕού:

n⋃
k=1

F cik = X ⇒
n⋂
k=1

Fik = ∅
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(⇐) ΄Εστω {Ui}i∈I µια ανοικτή κάλυψη του X. Τα σύνολα Ui είναι ανοικτά, οπότε τα U c
i είναι κλειστά. Η

οικογένεια {U c
i }i∈I δεν έχει την ιδιότητα των πεπεϱασµένων τοµών, αϕού:⋃

i∈I
Ui = X ⇒

⋂
i∈I

U c
i = ∅

οπότε υπάϱχει κάποια πεπεϱασµένη υποοικογένεια {U c
ik
}nk=1 ούτως ώστε:

n⋂
k=1

U c
ik

= ∅

∆ηλαδή:
n⋃
k=1

Uik = X

το οποίο αποδεικνύει ότι η κάλυψη {Ui}i∈I έχει πεπερασµένη υποκάλυψη {Uik}nk=1.
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Θεώϱηµα 20.1: ΄Ενας χώϱος (X,T) είναι συµπαγής εάν και µόνο αν κάϑε δίκτυο έχει οριακό σηµείο.

Χϱησιµοποιώντας το Θεώϱηµα 9.1 αποδεικνύεται επιπλέον ότι ο χώϱος είναι συµπαγής εάν
και µόνο αν κάϑε δίκτυο έχει συγκλίνον υποδίκτυο.

Απόδειξη: (⇒) ΄Εστω (xλ)λ∈Λ ένα δίκτυο στον X. Για κάϑε µ ∈ Λ οϱίϹουµε τα ≪τελικά τµήµατα≫:

Sµ = {xλ | λ ≥ µ}

τα οποία συνηστούν µια οικογένεια από κλειστά σύνολα, από τον οϱισµό τους. Επιπλέον:

µ1 ≤ µ2 ⇒ Sµ1 ⊇ Sµ2

Η οικογένεια {Sµ}µ∈Λ έχει την ιδιότητα των πεπεϱασµένων τοµών, λόγω αυτής της µονοτονίας. Πϱάγµατι,
για κάϑε πεπεϱασµένο πλήϑος {Sµk

}nk=1 µποϱεί να ϐϱεϑεί µ ≥ µ1, · · · , µn, και λόγω µονοτονίας:

Sµ ⊆ Sµ1
, · · · , Sµn

, δηλαδή ∅ ≠ Sµ ⊆
n⋂
k=1

Sµk

Επειδή τώϱα ο χώϱος είναι συµπαγής, ϐάσει της Πϱότασης 19.5:⋂
µ∈Λ

Sµ ̸= ∅

Φαίνεται ότι κάϑε x ∈
⋂
µ∈Λ Sµ ϑα αποτελεί οριακό σηµείο του υποδικτύου - ϑα το δείξουµε ευθύς

αµέσως. Εάν U ∈ Nx και µ ∈ Λ, τότε x ∈ Sµ = {xλ | λ ≥ µ}. Από τον χαρακτηρισµό των κλειστών ϑηκών
µε τοµές ανοικτών (Πϱόταση 5.2, ii.), U◦ ∩ {xλ | λ ≥ µ} ≠ ∅. ∆ηλαδή U ∩ {xλ | λ ≥ µ} ≠ ∅ και κατ’
επέκταση υπάρχει λ ≥ µ µε xλ ∈ U .

(⇐) Θα δείξουµε ότι κάϑε οικογένεια κλειστών συνόλων µε την ιδιότητα των πεπερασµένων τοµών
έχει µη κενή τοµή, οπότε από την Πρόταση 19.5 ϑα έχει αποδειχθεί η συµπάγεια του X.

΄Εστω {Fi}i∈I µια οικογένεια από κλειστά µε την ιδιότητα των πεπερασµένων τοµών. Για κάϑε
πεπερασµένο J ⊆ I επιλέγουµε:

xJ ∈
⋂
j∈J

Fj

(εϕόσον τα διάφορα
⋂
j∈J Fj δεν είναι κενά) και κατασκευάζουµε δίκτυο (xJ)J⊆I, J πεπεϱ.. Για να ορί-

σουµε ϐέϐαια καλά το δίκτυο χρειαζόµαστε ένα κατευθυνόµενο σύνολο, το οποίο κατασκευάζουµε τώϱα:
Ορίζουµε:

Λ = {J ⊆ I | J πεπεϱασµένο}

και τη σχέση J1 ≤ J2 :⇔ J1 ⊆ J2. Το σύνολο (Λ,≤) είναι κατευθυνόµενο και το εν λόγω δίκτυο γίνεται
(xJ)J∈Λ.

Από την υπόθεση το δίκτυο αυτό έχει οριακό σηµείο, έστω x, εποµένως για κάϑε U ∈ Nx και για
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κάϑε πεπερασµένο J0 ⊆ I, υπάρχει J ≥ J0 µε xJ ∈ U . Ειδικότερα, για κάϑε i ∈ I, αν ορίσουµε J0 = {i}
τότε υπάρχει J ≥ J0 = {i} τέτοιο ώστε xJ ∈ U .

ΥπενϑυµίϹουµε ότι xJ ∈
⋂
j∈J Fj και J ≥ J ⇒ J ⊇ J0 ⇒ i ∈ J , οπότε:

xJ ∈
⋂
j∈J

Fj ⊆ Fi

Αυτό δείχνει ότι για κάϑε i ∈ I έχουµε U ∩ Fi ̸= ∅, δηλαδή x ∈ Fi (αϕού τα U ∈ Nx ήταν τυχόντα, οι
πεϱιοχές είναι υπεϱσύνολο των ανοικτών πεϱιοχών, και ισχύει η Πϱόταση 5.2, ii.). Τα διάϕοϱα Fi είχαν
εξ αϱχής υποτεϑεί κλειστά, οπότε στην πϱαγµατικότητα έχουµε δείξει ότι:

x ∈ Fi για κάϑε i ∈ I ⇒ x ∈
⋂
i∈I

Fi

το οποίο ήταν το Ϲητούµενο (η τοµή δεν είναι κενή).

Πόϱισµα του Θεωϱήµατος 20.1 είναι το ακόλουϑο.

Παϱατήϱηση 20.1: Εάν ένας τοπολογικός χώϱος (X,T) είναι T2 και K ⊆ X είναι ένα συµπαγές
υποσύνολο, τότε το K είναι κλειστό.

Απόδειξη: ΄Εστω (xλ)λ∈Λ ένα δίκτυο του K το οποίο συγκλίνει σε x ∈ X. Το x είναι το µοναδικό όϱιο του
δικτύου διότι ο X είναι T2 χώϱος (Θεώϱηµα 13.1). Κατ’ επέκταση το x είναι το µοναδικό οϱιακό σηµείο.
Το Θεώϱηµα 20.1 εξασϕαλίϹει ότι το x ανήκει στο K, αϕού ο χώϱος K είναι συµπαγής και το (xλ)λ∈Λ

έχει οϱιακό σηµείο στο K. Μέσω της Πϱότασης 8.2, i. αποδεικνύεται ότι το K είναι κλειστό.

Παϱατήϱηση 20.2: Ως τώϱα έχουµε δει ότι αν ένας τοπολογικός χώϱος (X,T) είναι συµπαγής, τότε τα
κλειστά είναι συµπαγή (Πϱόταση 19.4). Επίσης είδαµε ότι αν είναι T2, τότε τα συµπαγή είναι κλειστά
(Παϱατήϱηση 20.1). Οπότε σε έναν T2 και συµπαγή τοπολογικό χώϱο τα κλειστά σύνολα ταυτίϹονται µε
τα συµπαγή.

Πϱόταση 20.1: ΄Εστω (X,T) ένας συµπαγής τοπολογικός χώϱος και K ⊆ X.

i. ΄Εστω F ⊆ X. Εάν για κάϑε x ∈ K τα x και F διαχωϱίϹονται από ανοικτά, τότε και τα K, F
διαχωϱίϹονται από ανοικτά. (Αυτή η ιδιότητα µοιάϹει µε την T4, δεν πϱοϋποϑέτει όµως τα K, F
να είναι κλειστά).

ii. Εάν ο (X,T) είναι T2 χώϱος και F ⊆ X συµπαγές µε K ∩ F = ∅, τα K, F διαχωϱίϹονται από
ανοικτά.

iii. Εάν ο (X,T) είναι T3 και το F ⊆ X είναι κλειστό µε K ∩ F = ∅, τα K, F διαχωϱίϹονται από
ανοικτά.

Απόδειξη: Για το i.: Υποϑέτουµε ότι για κάϑε x ∈ K υπάϱχουν ανοικτά Ux, Vx τέτοια ώστε:

x ∈ Ux, F ⊆ Vx και Ux ∩ Vx = ∅

ΜαϹεύοντας για τα διάφορα x ∈ K, η οικογένεια {Ux}x∈K αποτελεί κάλυψη του συµπαγούς K - οπότε
υπάρχει πεπερασµένη υποκάλυψη {Uxk

}nk=1. Ορίζουµε U =
⋃n
k=1 Uxk

, το οποίο είναι ανοικτό σύνολο.

Θέτουµε V =
⋂n
k=1 Vxk

και παϱατηϱούµε ότι αυτό είναι ανοικτό σύνολο, κι επιπλέον F ⊆ V .
Ισχυριζόµαστε ότι U ∩ F = ∅, οπότε τα U , V είναι ανοικτά σύνολα που διαχωρίζουν τα K, F . Πράγµατι,
εάν z ∈ U ∩ V , τότε:

z ∈ Uxk
για κάποιο k και z ∈ Vxℓ

για όλα τα ℓ

Αυτό είναι άτοπο, αϕού για ℓ = k έχουµε Uxk
∩ Vxk

̸= ∅.

Για το ii.: ΄Εστω x ∈ K. Για κάϑε y ∈ F τα x, y δεν ταυτίζονται (αϕού K ∩ F ̸= ∅). Λόγω του
T2 του χώϱου µποϱούν να ϐρεθούν Uy, Vy ∈ T τέτοια ώστε:

x ∈ Uy, y ∈ Vy και Uy ∩ Vy = ∅

και µαζεύοντας για τα διάφορα y ∈ F , το σύνολο {Vy}y∈F αποτελεί κάλυψη του F . Επειδή το F είναι
συµπαγές, υπάρχει πεπερασµένη υποκάλυψη {Vyk}nk=1. Ορίζουµε λοιπόν V =

⋃n
k=1 Vyk .
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Επιπλέον, ϑεωρούµε το σύνολο U =
⋂n
k=1 Uyk , το οποίο εξ ορισµού του περιέχει το x. Μάλιστα τα U , V

είναι ξένα, αϕού αν υπήρχε z ∈ U ∩ V , τότε (όπως και στην απόδειξη του i.) ϑα καταλήγαµε σε άτοπο.
Επειδή τα U , V είναι ξένα, έχουµε δείξει ότι για κάϑε x ∈ K τα x και F διαχωρίζονται από ανοικτά. Από
το i. και τα K, F διαχωρίζονται από ανοικτά σύνολα.

Για το iii.: Λόγω του T3 του χώϱου για κάϑε x ∈ K τα x, F διαχωρίζονται από ανοικτά. Από το i.
έπεται ότι και τα K, F διαχωρίζονται από ανοικτά.

Με ϐάση την προηγούµενη πρόταση µποϱούµε να αποδείξουµε το ακόλουϑο αποτέλεσµα.

Πϱόταση 20.2: Εάν ένας τοπολογικός χώϱος (X,T) είναι T2 και συµπαγής, τότε είναι και T4.

Απόδειξη: ΄Εστω F1, F2 δύο κλειστά και ξένα σύνολα. Από την Πρόταση 19.4 τα F1, F2 είναι συµπαγή,
κι από την Πρόταση 20.1, ii. διαχωρίζονται από ανοικτά.

Πϱόταση 20.3: ΄Εστω (X,TX), (Y,TY ) δύο τοπολογικοί χώϱοι εκ των οποίων ο πρώτος είναι
συµπαγής. Εάν f : (X,TX) → (Y,TY ) είναι συνεχής απεικόνιση, τότε το f(X) είναι συµπαγές
σύνολο.

Απόδειξη: Ας ϑεωρήσουµε {Vi}i∈I ένα ανοικτό κάλυµµα του f(X). Τότε το {f−1(Vi)}i∈I ϑα είναι ανοικτή
κάλυψη του συµπαγούς X, οπότε υπάρχει πεπερασµένη υποκάλυψη {f−1(Vik)}nk=1. Η τελευταία δίνει
µία κάλυψη {Vik}nk=1 του f(X), που είναι υποκάλυψη της {Vi}i∈I .

Πϱόταση 20.4: (Θεώϱηµα µέγιστης-ελάχιστης τιµής). ΄Εστω (X,T) ένας συµπαγής τοπολογικός
χώϱος και f : X → R συνεχής συνάϱτηση (εννοείται το R εϕοδιάϹεται µε τη συνήϑη µετϱική τοπολογία).
Τότε η f παίϱνει µέγιστη και ελάχιστη τιµή.

Απόδειξη: Κατ’ αρχάς από την Πρόταση 20.3 το σύνολο f(X) ⊆ R είναι συµπαγές, οπότε είναι και
κλειστό (Παϱατήϱηση 20.1). Θα δείξουµε ότι κάϑε συµπαγές σύνολο στον R είναι ϕραγµένο, οπότε το
f(X) ϑα είναι κλειστό και ϕραγµένο.

Πϱάγµατι, εάν υπήρχε σύνολο συµπαγές και όχι ϕραγµένο, η {(−n, n)}n∈N ϑα ήταν µια ανοικτή
κάλυψή του που δεν έχει πεπερασµένη υποκάλυψη.

Εϕόσον το f(X) είναι ϕραγµένο, υπάρχουν οι αριθµοί inf f(X), sup f(X). Επιλέγουµε δύο ακολουθίες
(µn)n∈N και (mn)n∈N του f(X) τέτοιες ώστε:

µn → inf f(X), mn → sup f(X)

κι επειδή το f(X) είναι κλειστό, inf f(X), sup f(X) ∈ f(X). Εδώ να σηµειωθεί ότι η επιλογή των
ακολουθιών είναι δυνατή από τον οϱισµό των inf, sup. Αυτά δείχνουν ότι inf f(x) = min f(X) και
sup f(X) = max f(X).

Θεώϱηµα 20.2: ΄Εστω (X,TX) ένας συµπαγής τοπολογικός χώϱος και (Y,TY ) ένας T2. Εάν µια
f : X → Y είναι συνεχής και αµϕιµονοσήµαντη, τότε και η f−1 είναι συνεχής. Οπότε η f είναι
οµοιοµοϱϕισµός.

Απόδειξη: Βάσει του Θεωρήµατος 7.1, iii., η f−1 είναι συνεχής εάν και µόνο αν η f είναι κλειστή.
Θεωρούµε λοιπόν ένα K ⊆ X κλειστό σύνολο. Επειδή ο χώϱος είναι συµπαγής, το K ϑα είναι κι αυτό
συµπαγές (Πϱόταση 19.4). Επειδή η f είναι συνεχής, το f(K) ϑα είναι συµπαγές (Πϱόταση 20.3).
Επειδή ο Y είναι T2, το f(K) ϑα είναι κλειστό (Παϱατήϱηση 20.1), οπότε αποδεικνύεται ότι η f είναι
κλειστή.
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Λήµµα 20.1: (Λήµµα του σωλήνα). ΄Εστω (X,TX), (Y,TY ) δύο τοπολογικοί χώϱοι µε τον δεύτεϱο
να είναι συµπαγής. Αν x0 ∈ X και U ⊆ X × Y είναι ένα ανοικτό σύνολο στην τοπολογία γινόµενο Tγ
µε {x0} × Y ⊆ U , τότε υπάϱχει ανοικτή πεϱιοχή V του x0 τέτοια ώστε:

{x0} × Y ⊆ V × Y ⊆ U

■

Απόδειξη:

( )

{x0 × Y }

U

V × Y

X × Y

Για κάϑε y ∈ Y το (x0, y) ανήκει στο ≪νήµα≫ {x0} × Y , οπότε και στο U . Βϱίσκουµε λοιπόν κανονικό
ϐασικό σύνολο:

Vy ×Wy ⊆ U, Vy ∈ TX , Wy ∈ TY

τέτοιο ώστε (x0, y) ∈ Vy ×Wy. ΜαϹεύοντας για τα διάϕοϱα y ∈ Y , η οικογένεια {Wy}y∈Y είναι ανοικτή
κάλυψη του Y , οπότε µποϱεί να ϐϱεϑεί πεπεϱασµένη υποκάλυψη {Wyk}nk=1 λόγω της συµπάγειας του
χώϱου Y . Παϱατηϱούµε τότε ότι:

{x0} × Y ⊆ Vy ×
n⋃
k=1

Wyk ⊆ U

οπότε ϑέτοντας V =
⋂n
k=1 Vyk , το V είναι ανοικτή πεϱιοχή του x0 και επιπλέον:

{x0} × Y ⊆ V × Y ⊆ U

Πϱάγµατι, αν (x, y) ∈ V × Y , τότε υπάϱχει Wyk0
µε y ∈ Wyk0

, και κατά συνέπεια υπάϱχει Vyk0
×Wyk0

ούτως ώστε (x, y) ∈ Vyk0
×Wyk0

. Οπότε:

(x, y) ∈ V × Y ⊆ Vyk0
×Wyk0

⊆ U
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Πϱόταση 21.1: ΄Εστω (X,TX), (Y,TY ) δύο τοπολογικοί χώϱοι µε τον δεύτεϱο να είναι συµπαγής.
Τότε η πϱοϐολή pX : X × Y → X είναι κλειστή.

Απόδειξη: ΄Εστω F ⊆ X × Y κλειστό σύνολο (στην τοπολογία γινόµενο). Θα δείξουµε ότι το pX(F ) ⊆ X
είναι κλειστό.

F

pX(F )

( )

{x} × Y

Αϱκεί να δείξουµε γι’ αυτό ότι το X\pX(F ) είναι ανοικτό. Θεωϱούµε λοιπόν x ∈ X\pX(F ). Για κάϑε
y ∈ Y ϑα έχουµε (x, y) ̸∈ F , δηλαδή {x} × Y ⊆ F c. Επειδή το F είναι κλειστό, το F c είναι ανοικτό, κι
από το Λήµµα 20.1 υπάϱχει ανοικτό V ∈ NTX

x ούτως ώστε:

{x} × Y ⊆ V × Y ⊆ F c

Επιπλέον ϑα δείξουµε ότι V ⊆ X\pX(F ). Πράγµατι, διαφορετικά ϑα υπήρχε z ∈ V µε z ̸∈ X\pX(F ),
δηλαδή ϑα υπήρχε z ∈ V και z ∈ pX(F ).

Αυτό είναι άτοπο, αϕού αν z ∈ pX(F ) τότε ϑα υπάρχει y ∈ Y µε (z, y) ∈ F , οπότε:

F ∋ (z, y) ∈ V × Y ⊆ F c
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Πϱόταση 21.2: ΄Εστω (X,TX), (Y,TY ) δύο τοπολογικοί χώϱοι εκ των οποίων ο δεύτεϱος είναι
συµπαγής και T2. Μια απεικόνιση f : X → Y είναι συνεχής εάν και µόνο αν το γϱάϕηµά της
Gr(f) = {(x, f(x)) | x ∈ X} είναι κλειστό στο X × Y (εννοείται µε την τοπολογία γινόµενο).

Απόδειξη: (⇒) ΄Εστω
(
(xλ, f(xλ))

)
λ∈Λ

ένα δίκτυο στο Gr(f) µε (xλ, f(xλ)) → (x, y). Λόγω της προηγού-
µενης σύγκλισης ϑα έχουµε xλ → x και f(xλ) → y. Επειδή επιπλέον η f είναι συνεχής, f(xλ) → f(x),
κι επειδή ο χώϱος Y είναι T2 το όϱιο είναι µοναδικό (Θεώϱηµα 13.1) - οπότε f(x) = y. Αυτό δείχνει ότι
(x, y) ∈ Gr(f) και κατ’ επέκταση ότι το Gr(f) είναι κλειστό.

(⇐) Θα δείξουµε ότι η f είναι συνεχής δείχνοντας ότι αντιστρέφει τα κλειστά σε κλειστά. ΄Εστω
λοιπόν F ⊆ Y κλειστό. Λόγω της συνέχειας της πϱοϐολής, το p−1

Y (F ) ϑα είναι κλειστό (στη σχετική
τοπολογία), οπότε και το p−1

Y (F )∩Gr(f) (ως τοµή κλειστών). Επιπλέον από την Πρόταση 21.1 το σύνολο:

pX
(
p−1
Y (F ) ∩Gr(f)

)
είναι κλειστό. ΙσχυϱιϹόµαστε ότι f−1(F ) = pX

(
p−1
Y (F ) ∩Gr(f)

)
, οπότε το f−1(F ) είναι κλειστό.

(⋆) (⋆)

F

(⋆) = pX
(
p−1
Y (F ) ∩Gr(f)

)

Πϱάγµατι:

x ∈ pX
(
p−1
Y (F ) ∩Gr(f)

)
⇔ ∃y ∈ Y µε (x, y) ∈ p−1

Y (F ) ∩Gr(f)

⇔ ∃y ∈ Y µε (x, y) ∈ p−1
Y (F ) και (x, y) ∈ Gr(f)

⇔ x ∈ f−1(F )

Πϱόταση 21.3: ∆ύο τοπολογικοί χώϱοι (X,TX), (Y,TY ) είναι συµπαγείς εάν και µόνο αν ο χώϱος
πηλίκο (X × Y,Tγ) είναι συµπαγής. Με επαγωγή µποϱεί να αποδειχϑεί ανάλογο αποτέλεσµα για
πεπεϱασµένο πλήϑος τοπολογικών χώϱων.

Απόδειξη: (⇒) Θα αποδείξουµε αυτήν την κατεύϑυνση κάνοντας χϱήση του Θεωρήµατος 20.1.

΄Εστω
(
(xλ, yλ)

)
λ∈Λ

ένα δίκτυο στον X × Y . Το (xλ)λ∈Λ είναι ένα δίκτυο στον συµπαγή χώϱο X,
οπότε από το Θεώϱηµα 20.1 υπάρχει συγκλίνον υποδίκτυο (xφ(µ))µ∈M , xφ(µ) → x.

Τώϱα το δίκτυο (yφ(µ))µ∈M ϐρίσκεται στον συµπαγή χώϱο Y , οπότε ξανά από το Θεώϱηµα 20.1
ϐρίσκουµε συγκλίνον υποδίκτυο (yφ◦ψ(κ))κ∈K , yφ◦ψ(κ) → y. Είναι ϕανερό ότι το υποδίκτυο
(xφ◦ψ(κ))κ∈K συγκλίνει στο x - αϕού είναι υποδίκτυο συγκλίνοντος δικτύου πϱος το x. Κατά συνέπεια το
δίκτυο

(
(xφ◦ψ(κ), yφ◦ψ(κ))

)
κ∈K , που είναι υποδίκτυο του

(
(xλ, yλ)

)
λ∈Λ

, συγκλίνει στο (x, y), κι από το
Θεώϱηµα 20.1 αποδεικνύεται η συµπάγεια του χώϱου γινόµενο.
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(⇐) Αυτή η κατεύϑυνση είναι συνέπεια της Πρότασης 20.3, µιας κάϑε πϱοϐολή είναι συνεχής
και επί.

Γενικά αληθεύει η παραπάνω ισοδυναµία για αυθαίρετο πλήϑος τοπολογικών χώϱων; Η απάντηση
είναι καταϕατική. Κατ’ αρχάς, η αντίστροφη κατεύϑυνση ισχύει πάντα, σύµφωνα µε την ακόλουϑη
παϱατήϱηση.

Παϱατήϱηση 21.1: ΄Εστω
(
Xi,Ti

)
i∈I µια οικογένεια τοπολογικών χώϱων. Εάν ο χώϱος γινόµενο

(
∏
i∈I Xi,Tγ) είναι συµπαγής, καθένας από τους επιµέϱους συντετγµένους τοπολογικούς χώϱους (Xi,Ti)

είναι συµπαγής.

Απόδειξη: Η παϱατήϱηση είναι συνέπεια της Πρότασης 20.3, µιας κάϑε πϱοϐολή είναι συνεχής και επί.

Η ευθεία κατεύϑυνση στη γενική πεϱίπτωση είναι δύσκολο να αποδειχθεί και είναι συνέπεια του ακόλου-
ϑου σηµαντικού ϑεωρήµατος, το οποίο ϑα παραθέσουµε χωϱίς απόδειξη.

Θεώϱηµα 21.1: (Θεώϱηµα του Tychonoff). ΄Εστω
(
Xi,Ti

)
i∈I µια οικογένεια τοπολογικών χώϱων.

Οι τοπολογικοί χώϱοι (Xi,Ti) είναι συµπαγείς εάν και µόνο αν ο χώϱος γινόµενο (
∏
i∈I Xi,Tγ) είναι

συµπαγής.

Μια απόδειξη µποϱεί να ϐρεθεί στο (Β2, Θεώϱηµα 7.3.4).

Στη συνέχεια ϑα ασχοληθούµε µε διάφορες έννοιες διαχωρισιµότητας σε τοπολογικούς χώϱους.

Οϱισµός 21.1: (∆ιαχωρίσιµοι τοπολογικοί χώϱοι). ΄Ενας τοπολογικός χώϱος (X,T) καλείται δι-
αχωρίσµος εάν υπάρχει αριθµήσιµο πυκνό σύνολο D ⊆ X.

■ Παϱάδειγµα 21.1:

• O (R,Tϱ) µε τη συνήϑη µετϱική τοπολογία είναι διαχωϱίσιµος, διότι το Q είναι αϱιϑµήσιµο και
πυκνό.

• O (R,TS) µε την τοπολογία των αϱιστεϱά ηµιάνοικτων διαστηµάτων είναι διαχωϱίσιµος, διότι το Q
είναι αϱιϑµήσιµο και πυκνό.

• Στον διακϱιτό τοπολογικό χώϱο (R,Tδ) το µόνο πυκνό σύνολο είναι το R, οπότε ο χώϱος δεν είναι
διαχωϱίσιµος.

• Γενικότεϱα, κάϑε διακριτός τοπολογικός χώϱος (X,Tδ) µε υπεραριθµήσιµο X δεν είναι διαχωρίσι-
µος.

■

Πϱόταση 21.4: ΄Εστω (X,T) ένας διαχωϱίσµος τοπολογικός χώϱος.

i. Για κάϑε ανοικτό A ⊆ X, ο (A,TA) µε τη σχετική τοπολογία είναι διαχωϱίσιµος.

ii. Κάϑε συνεχής εικόνα του X είναι διαχωρίσιµη. ∆ηλαδή, εάν f : X → Y είναι συνεχής πϱος τον
τοπολογικό χώϱο (Y,T′), τότε ο χώϱος (f(X),T′

f(X)) (µε τη σχετική τοπολογία) είναι διαχωρίσ-
µος.

Απόδειξη: Για το i.: ΄Εστω D ένα αριθµήσιµο πυκνό σύνολο. Εφόσον clTD = X, για κάϑε ανοικτό σύνολο
A ϑα έχουµε A ∩ D = ∅ (Πϱόταση 5.2, ii.). Αν δείξουµε ότι το αριθµήσιµο σύνολο A ∩ D είναι πυκνό
στο A, ϑα έχουµε δείξει το Ϲητούµενο.

΄Εστω U ⊆ A ανοικτό στο A. Γράφουµε U = A ∩ V για κάποιο ανοικτό V ∈ T και παϱατηϱούµε
ότι επειδή το A είναι ανοικτό στο X, και το U = A ∩ V ϑα είναι ανοικτό στο X. ΄Ετσι λοιπόν, αϕού
επιπλέον το D είναι πυκνό, U ∩D = U ∩ (A∩D) ̸= ∅. Η πϱώτη ισότητα δικαιολογείται από το ότι U ⊆ A.

Για το ii.: ΄Εστω f : (X,T) → (Y,T′) µια συνεχής συνάϱτηση. Εάν το D είναι πυκνό στο X, ϑα
δείξουµε ότι το f(D) είναι πυκνό στο f(X). Πράγµατι:

f(X) = f(clTD)
⋆
⊆ clT′f(D)
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όπου ο εγκλεισµός άστϱο (⋆) δικαιολογείται από το ότι η f είναι συνεχής (Θεώϱηµα 7.1, iv.).

Πϱόταση 21.5:

i. ΄Εστω (X,T) ένας διαχωϱίσιµος τοπολογικός χώϱος. Εάν (Vi)i∈I είναι µια οικογένεια ανοικτών,
µη κενών, ξένων ανά δύο συνόλων, τότε |I| ⩽ |N|.

ii. ΄Εστω
(
(Xi,Ti)

)
i∈I µια οικογένεια τοπολογικών χώϱων µε τον χώϱο γινόµενο (

∏
i∈I Xi,Tγ) να

είναι διαχωϱίσιµος. Τότε καϑένας από τους (Xi,Ti) είναι διαχωϱίσιµος.

iii. ΄Εστω (X1,T1), (X2,T2) δύο διαχωϱίσιµοι τοπολογικοί χώϱοι. Τότε και ο χώϱος γινόµενο (X1 ×
X2,Tγ) είναι διαχωϱίσιµος.

Απόδειξη: Για το i.: ΄Εστω D ⊆ X ένα αϱιϑµήσιµο και πυκνό σύνολο. Για κάϑε i ∈ I, επειδή τα Vi είναι
ανοικτά, Vi ∩ D ̸= ∅. Οπότε είναι δυνατόν να επιλεγεί ένα di ∈ Vi ∩ D για κάϑε δείκτη i ∈ I, και να
κατασκευαστεί συνάϱτηση:

f : I → D µε i 7→ di

Η f είναι 1− 1 απεικόνιση διότι τα Vi είναι ξένα. Οπότε |I| = |f(I)| ⩽ |D| = |N|.

Για το ii.: Οι διάφορες πϱοϐολές
∏
i∈I Xi → Xj είναι συνεχείς και επί, οπότε από την Πρόταση

21.4, ii. έχουµε το Ϲητούµενο.

Για το iii.: ΄Εστω D1, D2 δύο αριθµήσιµα πυκνά σύνολα του X1 και του X2 αντίστοιχα. Τότε:

D1 ×D2 = X1 ×X2

κι επειδή D1 ×D2 = D1 ×D2 (Παϱατήϱηση 11.1):

D1 ×D2 = X1 ×X2

∆ηλαδή το D1 ×D2 είναι πυκνό, και µε τετϱιµµένο τϱόπο αϱιϑµήσιµο.

Το αποτέλεσµα iii. στην Πϱόταση 21.5 µποϱεί µε επαγωγή να γενικευτεί για πεπεϱασµένα γινόµενα.
Στο ακόλουϑο ϑεώϱηµα ϑα δούµε ότι κανείς είναι δυνατόν να δείξει ότι το γινόµενο το πολύ |R| το πλήϑος
διαχωϱίσιµων τοπολογικών χώϱων είναι διαχωϱίσιµος τοπολογικός χώϱος.

Θεώϱηµα 21.2: ΄Εστω
(
(Xi,Ti)

)
i∈I µια οικογένεια διαχωϱίσιµων τοπολογικών χώϱων. Αν |I| ⩽ |R|,

τότε ο χώϱος γινόµενο (
∏
i∈I Xi,Tγ) είναι κι αυτός διαχωϱίσιµος.

Απόδειξη: Εφόσον |I| ⩽ |R|, ϑα υπάρχει κάποια f : I → R η οποία είναι 1− 1. Στα παϱακάτω κανονικά
ϑα έπϱεπε να χρησιµοποιήσουµε κατάλληλα τα στοιχεία του f(I), για απλοποίηση όµως ϑα κάνουµε τη
σύµβαση I ⊆ R (κατά µία έννοια, ταυτίζουµε το I µε το f(I)).

Βήµα Ι: Για κάϑε Xi ϑεωρούµε ένα αριθµήσιµο πυκνό σύνολο Di (µιας και οι χώϱοι (Xi,Ti)
είναι διαχωρίσιµοι) το οποίο το γράφουµε στη µοϱϕή:

Di = {di,k | k ∈ N}

Βήµα ΙΙ: Για τα διάϕοϱα n ∈ N ϑεωϱούµε τις διάϕοϱες n−άδες (I1, · · · , In) ανοικτών µη κενών, ξένων
διαστηµάτων (του R) µε ϱητά άκϱα. Το πλήϑος των n−άδων αυτών είναι αϱιϑµήσιµο, αϕού το σύνολο:

J =
⋃
n∈N

{
(I1, · · · , Ik, · · · , In)

∣∣ Ik ⊆ R ξένα διαστήµατα ϱητών άκϱων}

έχει πληϑικότητα το πολύ
∑
n∈N |(N2)n| = |N| και είναι άπειϱο (το N2 εµϕανίϹεται διότι κάϑε διάστηµα

Ik καϑοϱίϹεται από δύο ϱητά άκϱα και οι ϱητοί έχουν την πληϑικότητα του N). Επίσης, για κάϑε n ∈ N,
ϑεωϱούµε όλα τα διανύσµατα της µοϱϕής:(

n, (I1, · · · , In), (m1, · · · ,mn)
)

όπου (I1, · · · , In) ∈ J και (m1, · · · ,mn) ∈ Nn. Και πάλι µποϱούµε να παϱατηϱήσουµε ότι το σύνολο:

K =
⋃
n∈N

{(
n, (I1, · · · , In), (m1, · · · ,mn)

) ∣∣∣ (I1, · · · , In) ∈ J, (m1, · · · ,mn) ∈ Nn
}
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είναι αριθµήσιµο, αϕού έχει πληθικότητα
∑
n∈N |J | · |Nn| = |N|.

Βήµα ΙΙΙ: Σταθεροποιούµε ένα στοιχείο z = (zi)i∈I στο γινόµενο
∏
i∈I Xi, και για κάϑε επιλογή(

n, (I1, · · · , In), (m1, · · · ,mn)
)
∈ K αντιστοιχούµε:

(
n, (I1, · · · , In), (m1, · · · ,mn)

) φ7→ x = (xi)i∈I , όπου xi =

®
di,mk

, εάν ∃k ∈ {1, · · · , n} µε i ∈ Ik

zi, αλλιώς

Το σύνολο D όλων αυτών των x είναι αριθµήσιµο (από την κατασκευή του K και των x) κι εµείς ϑα
ισχυριστούµε ότι είναι και πυκνό.

Βήµα IV: Το D είναι πυκνό σύνολο. Για να το δείξουµε αυτό, ϑα αποδείξουµε ότι για κάϑε
κανονικό ϐασικό, µη κενό, σύνολο B, η τοµή B ∩D δεν είναι κενή. Για τυχόν κανονικό ϐασικό σύνολο
B, γράφουµε κατά τα γνωστά:

B =

n⋂
k=1

p−1
ik

(Gik)

για πεπεϱασµένη οικογένεια {ik}nk=1 ⊆ I δεικτών και ανοικτά Gik ∈ Tik . ΄Επειτα ϑεωϱούµε ανοικτά,
ξένα, µη κενά διαστήµατα ϱητών άκϱων Ik γύϱω από καϑένα ik.

i1
( )︸ ︷︷ ︸
I1

i2
( )︸ ︷︷ ︸
I2

· · · in
( )︸ ︷︷ ︸
In

Επειδή τα Gik είναι ανοικτά στους εκάστοτε χώϱους (Xik ,Tik) και τα Dik είναι πυκνά στους ίδιους
χώϱους, τα σύνολα Gik ∩ Dik δεν ϑα είναι κενά. Μάλιστα (αν ανατϱέξετε στο Βήµα Ι) ένα στοιχείο εντός
της τοµής Gik ∩Dik είναι της µοϱϕής dik,mk

. ∆ηλαδή υπάϱχει dik,mk
∈ Gik . ΜαϹεύοντας για τα διάϕοϱα

ik, k ∈ {1, · · · , n}, κατασκευάϹουµε το διάνυσµα:(
n, (I1, · · · , In), (m1, · · · ,mn)

)
το οποίο απεικονίζεται σ’ ένα στοιχείο x µέσω της φ. Αυτό το x από τον οϱισµό του και τον οϱισµό της
φ ϑα ανήκει στο

⋂n
k=1 p

−1
ik

(Gik), δηλαδή στο B. Με τετριµµένο τϱόπο ανήκει και στο D, πϱάγµα που
αποδεικνύει ότι το σύνολο B ∩D δεν είναι κενό.
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Στο Θεώϱηµα 21.2 δείξαµε ότι σχετικά ≪µικϱό≫ (|I| ⩽ |R|) γινόµενο διαχωϱίσµων τοπολογικών χώϱων
είναι διαχωϱίσµος τοπολογικός χώϱος. Το επόµενο απότέλεσµα ουσιαστικά µας δείχνει ότι κανείς δεν
µποϱεί να πεϱιµένει να ϐϱει ιδιάϹουσες πεϱιπτώσεις µεγάλων διαχωϱίσιµων τοπολογικών χώϱων, µε την
επιπλέον υπόϑεση του T2.

Πϱόταση 22.1: ΄Εστω µια οικογένεια T2 τοπολογικών χώϱων
(
(Xi,Ti)

)
i∈I µε |Xi| ⩾ 2. Εάν ο χώϱος

γινόµενο (
∏
i∈I Xi,Tγ) είναι διαχωϱίσµος, τότε |I| ⩽ |R|.

Απόδειξη: Εφόσον έχουµε υποθέσει ότι |Xi| ⩾ 2, i ∈ I, υπάρχουν στοιχεία xi, yi ∈ Xi µε xi ̸= yi. Λόγω
του αξιώµατος T2 των χώϱων, είναι δυνατόν να ϐρεθούν ανοικτά σύνολα Ui, Vi ∈ Ti\{∅} τέτοια ώστε
xi ∈ Ui, yi ∈ Vi και Ui ∩ Vi ̸= ∅. Αυτά τα Ui, Vi ϑα τα χρησιµοποιήσουµε στη συνέχεια.

Εϕόσον ο χώϱος
∏
i∈I Xi είναι διαχωρίσµος, ϑα υπάρχει ένα αριθµήσιµο πυκνό υποσύνολό του

D. Ορίζουµε απεικόνιση φ : I → P(D) µέσω του τύπου:

φ(i) = D ∩ p−1
i (Ui)

και ισχυριζόµαστε ότι είναι 1 − 1. Αν αποδείξουµε ότι είναι 1 − 1, τότε ϑα έχουµε δείξει ότι
|I| ⩽ |P(D)| ⩽ |P(N)| ⩽ |R|.

΄Εστω i, j ∈ I µε i ̸= j. Θα δείξουµε ότι φ(i) ̸= φ(j) δείχνοντας ότι φ(i)\φ(j) ̸= ∅. Γράφουµε:

φ(i)\φ(j) =
(
D ∩ p−1

i (Ui)
)
\
(
D ∩ p−1

j (Uj)
)

= D ∩
(
p−1
i (Ui)\p−1

j (Uj)
)

= D ∩ p−1
i (Ui) ∩ (p−1

j (Uj))
c

κι επειδή Uj ∩ Vj = ∅ ⇒ Vj ⊆ U c
j έχουµε p−1

j (Vj) ⊆ p−1
j (U c

j ) = (p−1
j (Uj))

c. Οπότε:

D ∩ p−1
i (Ui) ∩ (p−1

j (Uj))
c ⊇ D ∩ p−1

i (Ui) ∩ p−1
j (Vj)

⋆

̸= ∅

Η ανισότητα άστϱο (⋆) ισχύει µε κάπως τετϱιµµένο τϱόπο, αϕού xi ∈ Ui, yj ∈ Vj και τότε:

∏
k∈I

X̃k ⊆ p−1
i (Ui) ∩ p−1

j (Vj), όπου


X̃k = {xi}, εάν k = i

X̃k = {yi}, εάν k = j

X̃k = Xk, αλλιώς

∆ηλαδή αποδεικνύεται τελικά ότι φ(i)\φ(j) ̸= ∅.

Το παϱακάτω αποτέλεσµα στη ϐιϐλιογϱαϕία διατυπώνεται συνήϑως ως ≪λήµµα≫, γιατί για παϱάδειγµα
χϱησιµεύει στην απόδειξη του Παϱαδείγµατος 17.1 (δεύτεϱο •). Στη δική µας ανάλυση δεν ϑα το
χϱησιµοποιήσουµε πουϑενά, ϑα το αναϕέϱουµε όµως ως λήµµα.
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Λήµµα 22.1: (Λήµµα του Jones). ΄Εστω (X,T) ένας διαχωϱίσιµος T4 τοπολογικός χώϱος και F ⊆ X
ένα κλειστό σύνολο του οποίου η σχετική τοπολογία είναι διακϱιτή. Τότε |F | < |R|. ■

Απόδειξη: Εφόσον ο χώϱος (F,TF ) είναι διακριτός (µε τη σχετική τοπολογία), κάϑε υποσύνολό του
A ⊆ F ϑα είναι κλειστάνοικτο (ειδικότερα κλειστό). Κατά συνέπεια το A γράφεται A = F ∩K για κάποιο
κλειστό K στην T (Παϱατήϱηση 10.1) και, εφόσον το F είναι κλειστό στην T, το A ϑα είναι κλειστό στην T.

Εποµένως, για κάϑε κλειστό A ⊆ X, τα σύνολα A, F\A είναι κλειστά στην T. Λόγω του T4 του
χώϱου, υπάρχουν ανοικτά σύνολα UA, VA ούτως ώστε A ⊆ UA, F\A ⊆ VA και UA ∩ VA = ∅.

Επιπλέον ο χώϱος (X,T) είναι διαχωρίσµος, το οποίο εξασφαλίζει την ύπαϱξη αριθµήσιµου πυ-
κνού συνόλου D ⊆ X.

Με αυτά υπόψη µποϱούµε να ορίσουµε απεικόνιση φ : P(F ) → P(D) µέσω του τύπου:

φ(A) = D ∩ UA

Εάν αποδείξουµε το 1 − 1 της φ, τότε ϑα έχουµε δείξει ότι |P(F )| ⩽ |P(D)| ⩽ |P(N)| = |R|. Επειδή
|F | < |P(F )|, ϑα έχουµε ότι |F | < |R|.

΄Εστω A,B ⊆ F µε A ̸= B. Θα υποθέσουµε χωϱίς ϐλάϐη της γενικότητας ότι A\B ̸= ∅ (εξάλλου
η άλλη πεϱίπτωση είναι συµµετρική). Θα αποδείξουµε το 1 − 1 της φ δείχνοντας ότι φ(A)\φ(B) ̸= ∅.
Γράφουµε:

φ(A)\φ(B) = (D ∩ UA)\(D ∩ UB)

= D ∩ (UA\UB)
= D ∩ UA ∩ U c

B

κι επειδή UB ∩ VB = ∅, VB ⊆ U c
B. Εποµένως:

D ∩ UA ∩ U c
B ⊇ D ∩ UA ∩ VB

⊇ D ∩A ∩ (F\B)

⊇ D ∩A ∩ F ∩Bc

⋆
= D ∩A ∩Bc

= D ∩ (A\B)
⋆⋆

̸= ∅

όπου η ισότητα άστϱο (⋆) δικαιολογείται από το ότι A,B ⊆ F και η ανισότητα διπλό άστϱο (⋆⋆) από την
υπόθεση που κάναµε στην αϱχή.

Στη συνέχεια ϑα αναφερθούµε σε πεϱιπλοκότεϱες ≪συνθήκες αριθµησιµότητας≫, σε σχέση µε τη δι-
αχωρισιµότητα. Ξεκινούµε µε την έννοια των πϱώτων αριθµήσιµων χώϱων:

Οϱισµός 22.1: (Πϱώτοι αϱιϑµήσιµοι χώϱοι). ΄Ενας τοπολογικός χώϱος (X,T) ϑα λέγεται πϱώτος
αϱιϑµήσιµος εάν για κάϑε x ∈ X υπάϱχει ϐάση πεϱιοχών Bx η οποία είναι αϱιϑµήσιµη.

■ Παϱάδειγµα 22.1:

• Οι µετϱικοί χώϱοι είναι πϱώτοι αϱιϑµήσιµοι, και µάλιστα για κάϑε x το σύνολο Bx = {B(x, 1/n) | n ∈
N} είναι αϱιϑµήσιµη ϐάση πεϱιοχών.

• ΄Εστω (X,T) ένας τοπολογικός χώϱος και A ⊆ X. Ο τοπολογικός χώϱος µε τη σχετική τοπολογία,
(A,TA), είναι πϱώτος αϱιϑµήσιµος.

• Εάν (X,TX), (Y,TY ) είναι πϱώτοι αϱιϑµήσιµοι τοπολογικοί χώϱοι και (x, y) ∈ X × Y , τότε αν
Bx = {Uk | k ∈ N} και Bx = {Vk | k ∈ N} είναι αϱιϑµήσιµες ϐάσεις πεϱιοχών για τα x, y, το σύνολο:

B(x,y) = {Uk × Vℓ | k, ℓ ∈ N}

είναι αϱιϑµήσιµη ϐάση πεϱιοχών του (x, y).
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• ΄Εστω (X,Tδ) ένας διακϱιτός τοπολογικός χώϱος. Για κάϑε x ∈ X το σύνολο Bx =
{
{x}
}

είναι
αϱιϑµήσιµη ϐάση πεϱιοχών (µάλιστα πεπεϱασµένη).

■

Με την ιδιότητα της πϱώτης αριθµησιµότητας κανείς µεταϐιϐάϹει επιπλέον ιδιότητες µετϱικών χώϱων
σε τοπολογικούς χώϱους. Στους µετϱικούς χώϱους για κάϑε x υπάρχει η ϐάση περιοχών Bx =
{B(x, 1/n) | n ∈ N}, της οποίας τα στοιχεία εµφανίζουν κάποια µονοτονία (συγκεκριµένα η ακολου-
ϑία

(
B(x, 1/n)

)
n∈N είναι ϕθίνουσα). Εάν ένας τοπολογικός χώϱος είναι πρώτος αριθµήσιµος, αυτή η

ιδιότητα εξασφαλίζεται για κάϑε x του χώϱου.

Λήµµα 22.2: ΄Εστω (X,T) ένας πϱώτος αϱιϑµήσιµος τοπολογικός χώϱος και x ∈ X. Αν Bx =
{Bn}n∈N είναι αϱιϑµήσιµη ϐάση πεϱιοχών του x, τότε υπάϱχει αϱιϑµήσιµη ϐάση πεϱιοχών Cx =
{Cn}n∈N του x, η οποία είναι ϕϑίνουσα. ■

Απόδειξη: Για κάϑε n ∈ N ορίζουµε Cn =
⋂n
k=1 Bk. Το σύνολο Cn περιέχει το x (αϕού τα Bk περιέχουν

το x) και είναι ανοικτό (αϕού τα Bk είναι ανοικτά και η τοµή πεπερασµένη). Επιπλέον η ακολουθία
(Cn)n∈N είναι ϕθίνουσα.

Για να δείξουµε ότι το σύνολο Cx όλων αυτών των Cn είναι ϐάση περιοχών, ϑα κάνουµε χϱήση του
Ορισµού 6.1. ΄Εστω λοιπόν U ∈ Nx. Επειδή η Bx είναι ϐάση περιοχών του x, ϑα υπάρχει κάποιο
Bn ⊆ U . Επειδή τώϱα Cn ⊆ Bn, έχουµε δείξει ότι υπάρχει Cn ⊆ U .

Με το Λήµµα 22.2 υπόψη µποϱούµε να αποδείξουµε ότι, όπως και στους µετϱικούς χώϱους, στους
πρώτους αριθµήσιµους χώϱους τα δίκτυα (κατά µία έννοια) µποϱούν να αντικατασταθούν από ακουλου-
ϑίες.

Πϱόταση 22.2: ΄Εστω (X,T) ένας πϱώτος αϱιϑµήσιµος τοπολογικός χώϱος.

i. Για κάϑε A ⊆ X αληϑεύει η ισοδυναµία x ∈ A ⇔ Υπάϱχει ακολουϑία (xn)n∈N του A µε xn → x.

ii. Εάν (Y,T′) είναι τοπολογικός χώϱος, µια συνάϱτηση f : (X,T) → (Y,T′) είναι συνεχής εάν και
µόνο αν για κάϑε ακολουϑία (xn)n∈N του X µε xn → x έχουµε f(xn) → f(x).

Απόδειξη: Για το i.: Από την Πρόταση 8.1 αποδεικνύεται η κατεύϑυνση (⇐), αϕού κάϑε ακολουθία είναι
δίκτυο.

Για την κατεύϑυνση (⇒), ϑεωρούµε x ∈ A και αριθµήσιµη ϐάση περιοχών Cx, όπως αυτή εξασ-
ϕαλίζεται από το Λήµµα 22.2. Για κάϑε n ∈ N το σύνολο Cn ∩A δεν είναι κενό, οπότε µποϱεί να επιλεγεί
xn ∈ Cn ∩A και να κατασκευαστεί ακολουθία (xn)n∈N του A.

Θα δείξουµε ότι xn → x. Πράγµατι, αν U ∈ Nx, τότε υπάρχει κάποιο n0 ∈ N ούτως ώστε
Cn0

⊆ U (µιας και το Cx είναι ϐάση περιοχών). Από την µονοτονία της Cx, για κάϑε n ⩾ n0 έχουµε
xn ∈ Cn ⊆ Cn0 ⊆ U , το οποίο αποδεικνύει την σύγκλιση xn → x.

Για το ii.: Από το Θεώϱηµα 8.1 αποδεικνύεται η κατεύϑυνση (⇒).

Για την άλλη κατεύϑυνση (⇐), υποθέτουµε πϱος άτοπο ότι η f δεν είναι συνεχής σε κάποιο x.
Τότε υπάρχει V ∈ Nf(x) µε f−1(V ) ̸∈ Nx και κατά συνέπεια, για κάϑε n ∈ N, Cn ̸⊆ f−1(V ) - τα Cn
είναι περιοχές του x όπως στο Λήµµα 22.2. ΄Αϱα, για κάϑε n ∈ N, υπάρχει xn ∈ Cn\f−1(V ). Επειδή
xn ∈ Cn, κανείς µποϱεί να δείξει (για παϱάδειγµα όπως στο i.) ότι xn → x. Από την άλλη ϐέϐαια
xn ̸∈ f−1(V ) ⇒ f(xn) ̸∈ V , το οποίο δείχνει ότι f(xn) ̸→ f(x). Αυτό είναι άτοπο.

Πϱόταση 22.3: ΄Εστω (X,T) ένας πϱώτος αϱιϑµήσιµος, διαχωϱίσιµος και T2 τοπολογικός χώϱος.
Τότε |X| ⩽ |R|.

Απόδειξη: Ο χώϱος (X,T) είναι διαχωρίιµος, εποµένως υπάρχει αριθµήσιµο πυκνό σύνολο D ⊆ X. Από
τον Οϱισµό 4.2 σε συνδυασµό µε την Πρόταση 22.2, i. συµπαιραίνουµε ότι για κάϑε x ∈ X υπάρχει
ακολουθία (xn)n∈N του D µε xn → x.
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Για κάϑε x ∈ X επιλέγουµε µία τέτοια ακολουθία (xn)n∈N και ορίζουµε φ : X → DN µέσω του
τύπου φ(x) = (xn)n∈N. Αν δείξουµε ότι η φ είναι 1−1 τότε ϑα έχουµε δείξει ότι |X| ⩽ |DN| ⩽ |NN| = |R|.

Εάν λοιπόν για κάποια x, y ∈ X έχουµε φ(x) = φ(y), τότε (xn)n∈N = (yn)n∈N, και κατά συνέπεια οι δύο
ακολουθίες έχουν τα ίδια οριακά σηµεία. Επειδή ο χώϱος είναι T2 και οι ακολουθίες συγκλίνουν, από το
Θεώϱηµα 13.1 έπεται ότι x = y. ∆ηλαδή η φ είναι 1− 1.

Πϱόταση 22.4: ΄Εστω (X,T), (Y,T′) δύο τοπολογικοί χώϱοι µε τον πϱώτο να είναι πρώτος αριθµήσι-
µος. ΄Εστω επιπλέον f : (X,T) → (Y,T′) µια συνεχής, ανοικτή και επί απεικόνιση. Τότε ο (Y,T′)
είναι κι αυτός πρώτος αριθµήσιµος.

Απόδειξη: ΄Εστω y ∈ Y . Εφόσον η f είναι επί, υπάρχει κάποιο x ούτως ώστε y = f(x). Επειδή ο χώϱος
X είναι διαχωρίσιµος, υπάρχει αριθµήσιµη ϐάση περιοχών Bx = {Bn}n∈N του X. Επειδή η f είναι
ανοικτή, το σύνολο {f(Bn)}n∈N είναι αριθµήσιµη οικογένεια περιοχών του f(x), κι εµείς στη συνέχεια
ϑα δείξουµε ότι το εν λόγω σύνολο αποτελεί επίσης ϐάση περιοχών του f(x).

Πϱάγµατι, για κάϑε V ∈ Nf(x), λόγω της συνέχειας της f , έχουµε f−1(V ) ∈ Nx. Επειδή η Bx
είναι ϐάση περιοχών του X, ϑα υπάρχει κάποιο Bn ⊆ f−1(V ), δηλαδή f(Bn) ⊆ f ◦ f−1(V ) ⊆ V , το
οποίο αποδεικνύει ότι η {f(Bn)}n∈N είναι αριθµήσιµη ϐάση περιοχών του f(x).

Εϕόσον το y = f(x) ∈ Y ήταν τυχόν, αποδεικνύεται ότι ο χώϱος (Y,T′) είναι πρώτος αριθµήσι-
µος.

Στη συνέχεια ϑα ασχοληθούµε µε ακόµη µία έννοια αριθµησιµότητας, τη δεύτεϱη αριθµησιµότητα.

Οϱισµός 22.2: (∆εύτεϱοι αριθµήσιµοι χώϱοι). ΄Ενας τοπολογικός χώϱος (X,T) ϑα λέγεται δεύτε-
ϱος αριθµήσιµος εάν υπάρχει αριθµήσιµη ϐάση B της T.

■ Παϱάδειγµα 22.2:

• Εάν ένας τοπολογικός χώϱος είναι δεύτεϱος αϱιϑµήσιµος, τότε είναι και πϱώτος αϱιϑµήσιµος.1

• Εάν (X,T) είναι ένας δεύτεϱος αϱιϑµήσιµος τοπολογικός χώϱος και A ⊆ X, ο χώϱος (A,TA) µε τη
σχετική τοπολογία είναι κι αυτός δεύτεϱος αϱιϑµήσιµος.

• Εάν (X,TX), (Y,TY ) είναι δύο δεύτεϱοι αϱιϑµήσιµοι τοπολογικοί χώϱοι, τότε το γινόµενό τους
(X × Y,Tγ) είναι δεύτεϱος αϱιϑµήσιµος τοπολογικός χώϱος.

• Εάν
(
(Xi,Ti)

)
i∈N είναι οικογένεια δεύτεϱων αϱιϑµήσιµων τοπολογικών χώϱων, τότε το γινόµενό

τους (
∏
i∈N Xi,Tγ) είναι δεύτεϱος αϱιϑµήσιµος τοπολογικός χώϱος (η απόδειξη γίνεται όπως στο

Παϱάδειγµα 22.2, τϱίτο •).

• ΄Ενας διακϱιτός τοπολογικός χώϱος (X,Tδ) είναι δεύτεϱος αϱιϑµήσιµος εάν και µόνο αν το X είναι
αϱιϑµήσιµο. Αυτό µας δείχνει ότι η συνϑήκη της δεύτεϱης αϱιϑµησιµότητας είναι αϱκετά ισχυϱή
ώστε να µην ικανοποιείται από όλους τους µετϱικούς χώϱους.

• Ο συνήϑης τοπολογικός µετϱικός χώϱος (R,Tϱ) είναι δεύτεϱος αϱιϑµήσιµος και έχει ϐάση:

B = {(a, b) | a, b ∈ Q, a < b}

• Ο τοπολογικός χώϱος (R,TS) µε την τοπολογία των αϱιστεϱά ηµιάνοικτων διαστηµάτων είναι πϱώτος
αϱιϑµήσιµος αλλά όχι δεύτεϱος αϱιϑµήσιµος (Β2, Παϱάδειγµα 8.3.3 (ϐ)).

■

1Πιϑανότατα τα µαϑηµατικά είναι το µόνο µέϱος που αν κανείς είναι δεύτεϱος είναι και πϱώτος.
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Πϱόταση 23.1: Εάν ένας τοπολογικός χώϱος (X,T) είναι δεύτερος αριθµήσιµος, τότε είναι διαχωρίσι-
µος.

Απόδειξη: Υποϑέτουµε ότι η B = {Bn}n∈N είναι µια αϱιϑµήσιµη ϐάση του χώϱου, στην οποία (χωϱίς
ϐλάϐη της γενικότητας) έχουµε επιλέξει Bn ̸= ∅, n ∈ N. Εϕόσον Bn ̸= ∅, για κάϑε δείκτη n ∈ Bn υπάϱχει
στοιχείο xn ∈ Bn. Αν επιλέξουµε τέτοια xn ∈ Bn για τα διάϕοϱα xn ∈ Bn, τότε ϑα έχουµε κατασκευάσει
ένα σύνολο:

D = {xn | n ∈ N}
που είναι αϱιϑµήσιµο. Από την Παϱατήϱηση 5.1, το D είναι πυκνό.

Στους τοπολογικούς µετϱικούς χώϱους η έννοια της δεύτεϱης αϱιϑµησιµότητας και της διαχωϱισιµότητας
ταυτίϹονται.

Πϱόταση 23.2: Εάν (X,Tϱ) είναι ένας τοπολογικός µετϱικός χώϱος, αληϑεύει η ισοδυναµία:

(X,Tϱ) δεύτεϱος αϱιϑµήσιµος ⇔ (X,Tϱ) διαχωϱίσιµος

Απόδειξη: (⇒) Από την Πρόταση 23.1 έπεται αυτή η κατεύϑυνση.

(⇐) Υποθέτουµε ότι το σύνολο D = {xn}n∈N είναι πυκνό. Κατασκευάζουµε το σύνολο:

B =
{
B(xn, q) | n ∈ N, q ∈ Q∗

+

}
το οποίο είναι αριθµήσιµο, και ισχυριζόµαστε ότι είναι ϐάση της τοπολογίας. Πράγµατι, αν U ∈ Tϱ και
x ∈ U , τότε υπάρχει B(x, ε) ούτως ώστε B(x, ε) ⊆ U . Τώϱα το D είναι πυκνό και το B(x, ε) ανοικτό,
το οποίο εξασφαλίζει την ύπαϱξη κάποιου στοιχείου xn ∈ D ∩ B(x, ε). Επιπλέον µποϱεί να επιλεγεί
αρκετά µικϱή ακτίνα q ∈ Q∗

+ ώστε B(xn, q) ⊆ B(x, ε), κι έτσι έχουµε αποδείξει ότι το B είναι ϐάση της
τοπολογίας.

Πϱόταση 23.3: ΄Εστω (X,T) ένας δεύτερος αριθµήσιµος τοπολογικός χώϱος και (Gi)i∈I µία
οικογένεια ανοικτών συνόλων. Ορίζουµε G =

⋃
i∈I Gi και ϑα δείξουµε ότι υπάρχει αριθµήσιµο σύνολο

J ⊆ I µε G =
⋃
j∈J Gj .

Απόδειξη: Θεωϱούµε B µια αϱιϑµήσιµη ϐάση της τοπολογίας, κι οϱίϹουµε το σύνολο:

BG = {B ∈ B | ∃i ∈ I µε B ⊆ Gi}

το οποίο είναι αϱιϑµήσιµο (αϕού BG ⊆ B). Επιπλέον:

G =
⋃

BG =
⋃

B∈BG

B

Αν τώϱα διαλέξουµε για κάϑε B ∈ BG ένα iB ∈ I τέτοιο ώστε B ⊆ GiB , µποϱούµε να κατασκευάσουµε το
αϱιϑµήσιµο σύνολο:

J = {iB | B ∈ BG}
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για το οποίο:

G =
⋃

B∈BG

B
⋆
⊆
⋃
j∈J

Gj ⊆
⋃
i∈I

Gi = G

Ο εγκλεισµός άστϱο (⋆) αληϑεύει διότι B ⊆ GiB και iB ∈ J . Κατά συνέπεια:

G =
⋃
j∈J

Gj

ΣυνεχίϹουµε µε ακόµη µια έννοια αϱιϑµησιµότητας, αυτή των χώϱων Lindelöf.

Οϱισµός 23.1: (Χώϱοι Lindelöf). ΄Ενας τοπολογικός χώϱος (X,T) λέγεται χώϱος Lindelöf εάν κάϑε
ανοικτή κάλυψη του X έχει αριθµήσιµη υποκάλυψη.

Μάλιστα η ανοικτή κάλυψη µποϱεί να αντικατασταθεί από κάλυψη από ϐασικά σύνολα.

Η έννοια των χώϱων Lindelöf µοιάϹει µε αυτήν των συµπαγών τοπολογικών χώϱων, µόνο σ’ αυτήν την
πεϱίπτωση η υποκάλυψη είναι αϱιϑµήσιµη και όχι πεπεϱασµένη.

■ Παϱάδειγµα 23.1:

• ΄Ενας διακϱιτός τοπολογικός χώϱος (X,Tδ) είναι Lindelöf εάν και µόνο αν το X είναι αϱιϑµήσιµο
σύνολο.

• ΄Εστω (X,T) ένας τοπολογικός χώϱος και A ⊆ X. O χώϱος (A,TA) µε τη σχετική τοπολογία
είναι Lindelöf εάν και µόνο αν για κάϑε ανοικτή κάλυψή του στον (X,T) υπάϱχει αϱιϑµήσιµη
υποκάλυψη.

■

Πϱόταση 23.4: ΄Εστω (X,T) ένας Lindelöf τοπολογικός χώϱος και (Y,T′) ένας τοπολογικός χώϱος.
Τα ακόλουϑα αληϑεύουν:

i. Αν το F ⊆ X είναι κλειστό, ο αντίστοιχος χώϱος (F,TF ) µε την σχετική τοπολογία είναι Lindelöf.

ii. ΄Εστω f : X → Y συνεχής απεικόνιση. Ο χώϱος
(
f(X),T′

f(X)

)
µε τη σχετική τοπολογία είναι

Lindelöf.

Απόδειξη: Για το i.: Πράγµατι ϑεωρούµε {Ui}i∈I µία ανοικτή κάλυψη του F , την οποία επεκτείνουµε
σε κάλυψη του X προσαρτώντας το X\F . Εφόσον ο χώϱος X είναι Lindelöf, υπάρχει αριθµήσιµη
υποκάλυψη {Uik}k∈N ∪ {X\F}, και κατά συνέπεια η {Uik}k∈N είναι αριθµήσιµη υποκάλυψη του F .

Για το ii.: Εάν {Vi}i∈I είναι µία ανοικτή κάλυψη του f(X), τότε η
{
Ui = f−1(Vi)

}
i∈I ϑα είναι

µία ανοικτή κάλυψη του X. Αυτό διότι:⋃
i∈I

Ui =
⋃
i∈I

f−1(Vi) = f−1
(⋃
i∈I

Vi

)
= f−1 ◦ f(X) ⊇ X

κι επιπλέον η f αντιστρέφει ανοικτά σε ανοικτά (αϕού είναι συνεχής).

Για την κάλυψη {Ui}i∈I - εφόσον ο X είναι Lindelöf - µποϱεί να ϐρεθεί αριθµήσιµη υποκάλυψη
{Uik}k∈N.

ΙσχυϱιϹόµαστε ότι το σύνολο {Vik)}k∈N είναι ανοικτή κάλυψη του f(X). Πράγµατι, αϱκεί να δείξ-
ουµε ότι καλύπτει το f(X).⋃

k∈N
Vik ⊇

⋃
k∈N

f ◦ f−1(Vik) = f
( ⋃
k∈N

f−1(Vik)
)
= f

( ⋃
k∈N

Uik

)
= f(X)
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Πϱόταση 23.5: Εάν ένας τοπολογικός χώϱος (X,T) είναι δεύτεϱος αϱιϑµήσιµος, τότε είναι Lindelöf.

Απόδειξη: Στην ουσία η πρόταση είναι άµεση συνέπεια της Πρότασης 23.3.

Στην Πρόταση 23.2 δείξαµε ότι στους τοπολογικούς µετϱικούς χώϱους η έννοια των δεύτεϱων αριθµήσιµων
χώϱων ταυτίζεται µ’ αυτήν των διαχωρίσιµων χώϱων. Στην επόµενη πρόταση ϑα δείξουµε ότι ταυτίζεται
επίσης µε την έννοια των χώϱων Lindelöf.

Πϱόταση 23.6: Εάν (X,Tϱ) είναι ένας τοπολογικός µετϱικός χώϱος, αληϑεύει η ισοδυναµία:

(X,Tϱ) δεύτεϱος αϱιϑµήσιµος ⇔ (X,Tϱ) Lindelöf

Απόδειξη: (⇒) Αυτή η κατεύϑυνση είναι συνέπεια της Πρότασης 23.5.

(⇐) Για την άλλη κατεύϑυνση, ϑα δείξουµε ότι ο χώϱος είναι διαχωρίσιµος, οπότε από την Πρό-
ταση 23.2 ϑα έχουµε αποδείξει το Ϲητούµενο.

Εϕόσον ο (X,Tϱ) είναι τοπολογικός µετϱικός χώϱος, για κάϑε n ∈ N το σύνολο:{
B(x, 1/n) | x ∈ X

}
είναι κάλυψη του X. Επειδή είναι και Lindelöf, υπάϱχει αϱιϑµήσιµη υποκάλυψη:{

B(xn(k), 1/n) | xn(k) ∈ X, k ∈ N
}

ΟϱίϹουµε Dn = {xn(k)}k∈N καϑώς επίσης και το αϱιϑµήσιµο σύνολο:

D =
⋃
n∈N

Dn

ΙσχυϱιϹόµαστε ότι το D είναι πυκνό. ΄Εστω λοιπόν U ∈ Tϱ\{∅} και ϐασικό σύνολο B(y, ε) ⊆ U . Επιλέ-
γουµε n0 ∈ N µε 1/n0 < ε και - επειδή το

{
B(xn0

(k), 1/n0) | xn0
(k) ∈ X, k ∈ N

}
είναι κάλυψη του X -

υπάρχει κάποιο B(xn0
(k0), 1/n0) ούτως ώστε y ∈ B(xn0

(k0), 1/n0). Εποµένως ϱ(xn0
(k0), y) < 1/n0 < ε

και τότε xn0(k0) ∈ B(y, ε). Αυτό δείχνει ότι η τοµή:

U ∩D ⊇ B(y, ε) ∩D ⊇ {xn0
(k0)}

δεν είναι κενή, οπότε το D είναι πυκνό κι ο χώϱος είναι διαχωρίσιµος.

Παϱατήϱηση 23.1: Με τις Πϱοτάσεις 23.1, 23.2, 23.5, 23.6 έχουµε δείξει το ακόλουϑο διάγϱαµµα:

∆εύτεϱοι αϱιϑµήσιµοι χώϱοι

Πϱώτοι αϱιϑµήσιµοι χώϱοι

µ.χ.

∆ιαχωϱίσιµοι χώϱοι Χώϱοι Lindelöf

µ.χ.

Τα κόκκινα ϐέλη (→) ισχύουν εν γένει σε τοπολογικούς µετϱικούς χώϱους.
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Θεώϱηµα 24.1: Κάϑε T3 και Lindelöf τοπολογικός χώϱος (X,T) είναι και T4.

Απόδειξη: ΄Εστω A,B ⊆ X δύο κλειστά και ξένα σύνολα. Εφόσον ο χώϱος X είναι T3, για κάϑε x ∈ A το
x δεν ανήκει στο B και κατά συνέπεια υπάρχει Ux ∈ T τέτοιο ώστε x ⊆ Ux και Ux ∩ B = ∅ (Πϱόταση
13.3, ii.). Αντίστοιχα, για κάϑε y ∈ B υπάρχει Vy ∈ T τέτοιο ώστε y ⊆ Vy και Vy ∩A = ∅.

Τα σύνολα {Ux}x∈A και {Vy}y∈B αποτελούν ανοικτές καλύψεις των A και B αντίστοιχα. Επειδή
από την Πρόταση 23.4, i. οι A, B είναι Lindelöf, υπάρχουν οι αντίστοιχες αριθµήσιµες υποκαλύψεις:

{Uxk
}k∈N και {Vyk}k∈N

Εν τω µεταξύ εµείς επιϑυµούµε - πϱοκειµένου να δείξουµε το T4 του χώϱου - να διαχωϱίσουµε τα A, B
µε ανοικτά σύνολα. Μήπως οι καλύψεις αυτές οδηγήσουν σε σύνολα A ⊆

⋃
k∈N Uxk

και B ⊆
⋃
k∈N Vyk

που διαχωϱίϹουν τα A και B; Εν γένει η απάντηση είναι όχι, οπότε ϑα χϱειαστεί να δουλέψουµε λίγο
πεϱισσότεϱο µε τις εν λόγω καλύψεις πϱιν καταλήξουµε στο Ϲητούµενο.

A

B

Οι καλύψεις του ενός συνόλου δεν τέµνουν το άλλο. Παϱόλα αυτά, οι καλύψεις τέµνονται µεταξύ τους.

΄Ετσι λοιπόν, για κάϑε n ∈ N οϱίϹουµε:

Un = Uxn\
( n⋃
k=1

Vyk

)
και U =

⋃
n∈N

Un

και αντίστοιχα:

Vn = Vyn\
( n⋃
k=1

Uxk

)
και V =

⋃
n∈N

Vn

Κατ’ αρχάς παϱατηϱούµε ότι τα U, V είναι (από τον οϱισµό τους) ανοικτά.

Επιπλέον, A ⊆ U , B ⊆ V . Πράγµατι, αν x ∈ A ⊆
⋃
k∈N Uxk

τότε υπάρχει n ∈ N µε x ∈ Uxn .
∆ηλαδή:

x ̸∈
n⋃
k=1

Vyk ⇒ x ∈ Uxn
\

n⋃
k=1

Vyk , αϕού Vy ∩A = ∅ για κάϑε y ∈ B

Κατά συνέπεια x ∈ Un ⊆ U ⇒ A ⊆ U . Ανάλογα αποδεικνύεται ο εγκλεισµός B ⊆ V .
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Τέλος, αν δείξουµε ότι U ∩ V = ∅, ϑα έχουµε αποδείξει ότι τα A, B διαχωρίζονται από ανοικτά
(κι άϱα ο χώϱος ϑα είναι T4). Υποθέτουµε πϱος άτοπο ότι U ∩V ̸= ∅. Σ’ αυτήν την πεϱίπτωση, γράφοντας:

∅ ≠
( ⋃
n∈N

Un

)
∩
( ⋃
m∈N

Vm

)
=
⋃
n∈N

⋃
m∈N

Un ∩ Vm

ϐλέπουµε ότι υπάϱχουν n, m µε Un ∩ Vm ̸= ∅. ∆ηλαδή, εάν χωϱίς ϐλάϐη της γενικότητας m ⩽ n:

∅ ≠ Un ∩ Vm =
(
Uxn

\
n⋃
k=1

Vyk

)
∩
(
Vym\

m⋃
k=1

Uxm

)
⊆
(
Uxn\

m⋃
k=1

Vyk

)
∩ Vym = ∅

το οποίο είναι άτοπο.

24.1 Ασκήσεις

΄Ασκηση 24.1: ΄Εστω (X,T) ένας τοπολογικός χώϱος και (xn)n∈N µία ακολουϑία του X τέτοια ώστε
xn → x ∈ X. Τότε το σύνολο K = {xn}n∈N ∪ {x} είναι συµπαγές.

Απάντηση: ΄Εστω {Ui}i∈I µία ανοικτή κάλυψη του K. Εϕόσον x ∈ K, υπάϱχει κάποιος δείκτης i0 ∈ I
ούτως ώστε x ∈ Ui0 (δηλαδή το εν λόγω σύνολο είναι ανοικτή πεϱιοχή του x). Τώϱα xn → x, οπότε υπάϱχει
n0 ∈ N ώστε για κάϑε n ⩾ n0, xn ∈ Ui0 . Κατά συνέπεια:

K = {x1, · · · , xn0−1} ∪ {xn0 , · · · } ∪ {x} ⊆ {x1, · · · , xn0−1} ∪ Ui0

Αυτό σχεδόν ολοκληϱώνει την απόδειξη. Επειδή x1, · · · , xn0−1 ∈ K και η {Ui}i∈I είναι κάλυψη του X,
µποϱούν να ϐϱεϑούν σύνολα Ui1 , · · · , Uin0−1

που να τα πεϱιέχουν, οπότε είναι δυνατόν να γϱαϕεί:

K ⊆
n0−1⋃
k=0

Uik

το οποίο ολοκληϱώνει την απόδειξη.
△

΄Ασκηση 24.2: ΄Εστω (X,T) ένας συµπαγής τοπολογικός χώϱος και (xλ)λ∈Λ ένα δίκτυο µε µοναδικό
οϱιακό σηµείο x ∈ X. ∆είξτε ότι xλ → x.

Απάντηση: Υποθέτουµε πϱος άτοπο ότι η εν λόγω σύγκλιση δεν αληθεύει. Τότε υπάρχει U ∈ Nx

τέτοιο ώστε για κάϑε λ ∈ Λ να υπάρχει µ ≥ λ µε xµ ̸∈ U . Επιλέγοντας τα διάφορα xµ, µποϱούµε να
κατασκευάσουµε (όπως στην Παϱατήϱηση 9.1) ένα υποδίκτυο (xµ)µ∈M του (xλ)λ∈Λ µε xµ ̸∈ U (όπου
το M είναι ουσιαστικά το MV της Παϱατήϱησης 9.1).

Λόγω της συµπάγειας του X, από το Θεώϱηµα 20.1 υπάρχει συγκλίνον υποδίκτυο (xκ)κ∈K του
(xµ)µ∈M , το οποίο ϑα συγκλινει στο x (αϕού δεν υπάρχει άλλο οριακό σηµείο). Αυτό είναι άτοπο, αϕού η
(xµ)µ∈M επιλέχϑηκε έτσι ώστε να είναι ≪µακϱυά≫ από το x.

△
΄Ασκηση 24.3: Θεωϱούµε τον χώϱο γινόµενο (RI ,Tγ) µε την τοπολογία γινόµενο και µε αυϑαίϱετα
µεγάλο I (οι χώϱοι R είναι οι συνήϑεις τοπολογικοί µετϱικοί χώϱοι). Επίσης ϑεωϱούµε F ⊆ RI . ∆είξτε ότι
το F είναι συµπαγές εάν και µόνο αν είναι κλειστό µε ϕϱαγµένες πϱοϐολές.

Απάντηση: (⇒) Κατ’ αρχάς καθένας από τους χώϱους R είναι T2, οπότε και το γινόµενό τους RI (Πϱόταση
13.2, iii.). Επειδή το F ⊆ RI είναι συµπαγές σε T2 χώϱο, είναι και κλειστό (Παϱατήϱηση 20.1).

Επιπλέον οι διάφορες πϱοϐολές pi είναι συνεχείς και επί, οπότε τα σύνολα pi(F ) ⊆ R είναι συµπαγή
(Πϱόταση 20.3), κι άϱα ϕραγµένα.

(⇐) Εφόσον οι πϱοϐολές pi(F ) ⊆ R είναι ϕραγµένες, µποϱούν να ϐρεθούν κλειστά, ϕραγµένα
διαστήµατα [ai, bi] που να καλύπτουν τα pi(F ). ∆ηλαδή στο γινόµενο:

F ⊆
∏
i∈I

[ai, bi]
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Το Θεώϱηµα 21.1 δείχνει ότι ο χώϱος
∏
i∈I [ai, bi] είναι συµπαγής, οπότε επειδή το F είναι κλειστό

υποσύνολό του (αϕού είναι κλειστό στον RI ), από την Πϱόταση 19.4 είναι συµπαγές υποσύνολο του
οϱϑογωνίου (άϱα και του χώϱου).

△
΄Ασκηση 24.4: Εξετάστε αν ισχύει η ισοδυναµία:

(X,T) συνεκτικός ⇔ Για κάϑε A ∈ P(X)\{∅, X} έχουµε ∂A ̸= ∅

Απάντηση: Εάν ο χώϱος X είναι συνεκτικός, δεν υπάϱχουν µη κενά σύνολα (πέϱαν του X) που να είναι
κλειστάνοικτα. ∆ηλαδή δεν υπάϱχει A ∈ P(X)\{∅, X} µε ∂A = ∅. Παϱατηϱήστε ότι τα επιχειϱήµατα
αντιστϱέϕονται.

△
΄Ασκηση 24.5: Εξετάστε αν ισχύει η ισοδυναµία:

(X,TX), (Y,TY ) κατά τόξα συνεκτικοί ⇔ (X × Y,Tγ) κατά τόξα συνεκτικός

Απάντηση: (⇒) ΄Εστω (x1, y1), (x2, y2) ∈ X × Y . Εφόσον καθένας από τους X, Y είναι κατά τόξα
συνεκτικός, υπάρχουν συνεχεις απεικονίσεις f : [0, 1] → X και g : [0, 1] → Y µε f(0) = x1, f(1) = x2

και g(0) = y1, g(1) = y2. Τώϱα η συνάϱτηση h = (f, g) : [0, 1] → X × Y µε τύπο h(t) =
(
f(t), g(t)

)
είναι

συνεχής (αϕού έχει συνεχείς πϱοϐολές) και h(0) = (x1, y1), h(1) = (x2, y2). Αυτό δείχνει ότι ο χώϱος
γινόµενο είναι κατά τόξα συνεκτικός.

(⇐) Θα δείξουµε ότι ο X είναι κατά τόξα συνεκτικός - η πεϱίπτωση του Y είναι ανάλογη. ΄Εστω
λοιπόν x1, x2 ∈ X και y ∈ Y . Η κατά τόξα συνεκτικότητα του X × Y εξασφαλίζει την ύπαϱξη µιας
συνεχούς h : [0, 1] → X × Y µε h(0) = (x1, y) και h(1) = (x2, y), οπότε οι συνάϱτηση pX ◦ h (που είναι
συνεχής ως σύνθεση τέτοιων) καθιστά τον X κατά τόξα συνεκτικό χώϱο.

△
΄Ασκηση 24.6: ΄Εστω

(
(Xi,Ti)

)
i∈I µία οικογένεια µη τετϱιµµένων τοπολογικών χώϱων. ΟϱίϹουµε:

Bb =

{∏
i∈I

Ui

∣∣∣ Ui ∈ Ti

}

i. ∆είξτε ότι η Bb είναι ϐάση κάποιας τοπολογίας Tb.

ii. Συγκϱίνετε την Tb µε την τοπολογία γινόµενο Tγ του
∏
i∈I Xi.

iii. Εξετάστε τη συνέχεια των πϱοϐολών pj : (
∏
i∈I Xi,Tb) → (Xj ,Tj). Πϱοσέξτε ότι εδώ η συνέχεια ϑα

µελετηϑεί όταν ο
∏
i∈I Xi εϕοδιάϹεται µε την τοπολογία Tb.

iv. ΄Εστω τοπολογικός χώϱος (Y,T) και f : (Y,T) → (
∏
i∈I Xi,Tb). Εξετάστε την ισοδυναµία:

f συνεχής ⇔ pi ◦ f συνεχής

Πϱοσέξτε πάλι ότι εδώ η συνέχεια ϑα µελετηϑεί όταν ο
∏
i∈I Xi εϕοδιάϹεται µε την τοπολογία Tb.

Απάντηση: Για να απαντήσουµε στο i. ϑα χρησιµοποιήσουµε το Θεώϱηµα 2.1. Κατ’ αρχάς το σύνολο Bb
είναι κάλυψη του

∏
i∈I X, αϕού Xi ∈ Ti.

Επιπλέον, αν B1, B2 ∈ Bb, τότε B1 ∩ B2 ∈ Bb (οπότε υπάρχει ϐασικό σύνολο ως υποσύνολο της
τοµής - το ίδιο το σύνολο). Για το ii.: ΄Εστω Bγ η κανονική ϐάση της τοπολογίας γινόµενο. Είναι ϕανερό
ότι Bγ ⊆ Bb, οπότε Tγ ⊆ Tb.

Μάλιστα ο εγκλεισµός είναι γνήσιος. Γενικά τα κανονικά ϐασικά σύνολα (όπως έχουµε δει) είναι
καρτεσιανά γινόµενα ανοικτών συνόλων ώστε µόνο πεπερασµένα απ’ αυτά να είναι διαφορετικά από
Xi. Αν λοιπόν διαλέξουµε ένα U =

∏
i∈I Ui µε Ui ∈ Ti\{∅, Xi}, κανένα B ∈ Bγ δεν περιέχεται στο U

(αϕού το B είναι µεγαλύτεϱο από το U ). Οπότε το U δεν είναι ανοικτό στην Tγ , είναι όµως στην Tb. Να
σηµειωθεί ότι η επιλογή των Ui είναι εϕικτή µιας και ο τοπολογικοί χώϱοι είναι µη τετριµµένοι.

Για το iii. οι συναρτήσεις pj : (
∏
i∈I Xi,Tb) → (Xj ,Tj) αντιστρέφουν ανοικτά του Tj σε ανοικτά

του Tγ (άϱα και του Tb). Εποµένως οι συναρτήσεις είναι συνεχείς.

Για το iv., η συνεπαγωγή (⇒) αληθεύει (αϕού ϑα έχουµε σύνθεση συνεχών συναϱτήσεων).
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Η αντίστροφη συνεπαγωγή δεν ισχύει εν γένει. Αντιπαράδειγµα µποϱεί να αποτελέσει η οικογένεια
τοπολογικών χώϱων

(
(R,Tϱ)

)
n∈N και η συνάϱτηση f : (R,Tϱ) → (RN,Tb) µε τύπο:

f(t) = (t, t, · · · )

Καϑεµία από τις pj ◦ f = id είναι συνεχής, όµως η f δεν είναι. Το ανοικτό σύνολο B =
∏
n∈N(−1/n, 1/n)

δεν αντιστϱέϕεται σε ανοικτό, αϕού:

f−1(B) = {t ∈ R | f(t) ∈ B} =

{
t ∈ R

∣∣∣ f(t) ∈ ∏
n∈N

Å
− 1

n
,
1

n

ã}
=

= {t ∈ R | ∀n ∈ N, t ∈ (−1/n, 1/n)} = {0}

△



ΚΕΦΑΛΑΙO 25

Μάϑηµα 25

25.1 Ασκήσεις

΄Ασκηση 25.1: ΄Εστω (X,T) ένας τοπολογικός χώϱος και A ∈ T, F κλειστό.

i. Ελέγξτε τις σχέσεις A ⊆ (A)◦ και (A)◦ ⊆ A.

ii. Ελέγξτε τις σχέσεις F ⊆ F ◦ και F ◦ ⊆ F .

Απάντηση: Για το i. γϱάϕουµε:
A ⊆ A ⇒ A◦ ⊆ (A)◦ ⇒ A ⊆ (A)◦

οπότε η πϱώτη σχέση ισχύει. Η δεύτεϱη δεν ισχύει, όπως δείχνει το ακόλουϑο αντιπαϱάδειγµα:(
(0, 1) ∪ (1, 2)

)◦
= (0, 2) ̸⊆ (0, 1) ∪ (1, 2)

Για το ii. γϱάϕουµε:
F ◦ ⊆ F ⇒ F ◦ ⊆ F ⇒ F ◦ ⊆ F

οπότε η δεύτεϱη σχέση ισχύει. Η πϱώτη δεν ισχύει, όπως δείχνει το ακόλουϑο αντιπαϱάδειγµα:

{1} ̸⊆ ∅ = {1}◦

△
΄Ασκηση 25.2: ΕϕοδιάϹοντας τους χώϱους µε τη σχετική µετϱική τοπολογία του R, αληϑεύει ότι (0, 1) ∼
[0, 1);

Απάντηση: Εάν υπήρχε οµοιοµορφισµός φ : [0, 1) → (0, 1), τότε φ(0) ∈ (0, 1). Κατά συνέπεια η
απεικόνιση:

φ|(0,1) : (0, 1) → (0, 1)\{φ(0)}

είναι συνεχής και επί. Αυτό είναι άτοπο, αϕού το (0, 1) είναι συνεκτικό και το (0, 1)\{φ(0)} δεν είναι
(ϑυµηϑείτε την Πϱόταση 18.1 ή την 18.2).

△
΄Ασκηση 25.3: ΄Εστω (X,T) ένας τοπολογικός χώϱος και T∗ = T\{∅}. ∆είξτε ότι:

(X,T) διαχωϱίσιµος ⇔ Υπάϱχει ακολουϑία (T∗
n)n∈N του T∗ µε

⋃
n∈N

T∗
n και

⋂
T∗
n ̸= ∅

Απάντηση: (⇒) Εάν ο χώϱος είναι διαχωρίσµος, τότε υπάρχει αριθµήσιµο πυκνό σύνολο D = {xn}n∈N.
Θέτουµε T∗

n = {A ∈ T | xn ∈ A} και τότε
⋃
n∈N T∗

n = T∗,
⋂

T∗
n ⊇ {xn} ≠ ∅.

(⇐) Για κάϑε n ∈ N, εφόσον
⋂
T∗
n ̸= ∅, µποϱεί να επιλεγεί στοιχείο xn ∈

⋂
T∗
n. Μαζέυοντας για

τα διάφορα n, µποϱούµε να ορίσουµε το σύνολο D = {xn}n∈N, το οποίο ϑα ισχυριστούµε ότι είναι πυκνό.

΄Εστω A ∈ T∗ =
⋃
n∈N T∗

n. Επειδή το A ανήκει σε µία ένωση, υπάρχει κάποιο n0 ούτως ώστε
A ∈ T∗

n0
. Κατά συνέπεια, xn0

∈ A - δηλαδή η τοµή D ∩A δεν είναι κενή για κάϑε A ∈ T∗.
△



128 Κεϕάλαιο 25. Μάϑηµα 25

΄Ασκηση 25.4: ΄Εστω
(
(Xi,Ti)

)
i∈I µια οικογένεια τοπολογικών χώϱων και:

F = (fi : Y → Xi)i∈I

µια οικογένεια συναϱτήσεων που διαχωρίζει τα στοιχεία του Y . ∆ηλαδή, αν y1 ̸= y2, y1, y2 ∈ Y , τότε
υπάρχει fj µε fj(y1) ̸= fj(y2).

ΟϱίϹουµε φ : (Y,TY ) → (
∏
i∈I Xi,Tγ) µε φ(y) =

(
fi(y)

)
i∈I . Εάν TY είναι η αρχική τοπολογία

του Y από την οικογένεια F και Tγ η τοπολογία γινόµενο, τότε δείξτε ότι η απεικόνιση φ : Y → φ(Y )
είναι οµοιοµορφισµός.

Απάντηση: H φ είναι 1 − 1 διότι, αν y1 ̸= y2 είναι στοιχεία του Y , τότε fj(y1) ̸= fj(y2) για κάποιο j.
Εποµένως φ(y1) =

(
fi(y1)

)
i∈I ̸=

(
fi(y1)

)
i∈I = φ(y2). To επί είναι ήδη εξασφαλισµένο, αϕού ϑεωρούµε

την φ πϱος την εικόνα της φ(Y ).

Θα δείξουµε ότι η φ είναι συνεχής. Πράγµατι, αν (yλ)λ∈Λ είναι δίκτυο µε yλ → y, από την
συνέχεια των fj έχουµε fj(yλ) → fj(y) (εδώ σηµειώστε ότι οι fj είναι συνεχής λόγω του ότι η TY είναι η
αρχική τοπολογία από την οικογένεια F ). ∆ηλαδή:

pj
(
fi(yλ)

)
i∈I → pj

(
fj(y)

)
i∈I ⇒ pj

(
φ(yλ)

)
→ pj

(
φ(y)

)
⇒ φ(yλ) → φ(y)

(Πϱόταση 11.1). Αυτό αποδεικνύει την συνέχεια της φ.

Τέλος, δείχνουµε ότι η φ−1 είναι συνεχής. ΄Εστω (zλ)λ∈Λ µία ακολουθία του φ(Y ) µε zλ → z.
Ορίζουµε yλ = φ−1(zλ), y = φ−1(z) και έχουµε:

zλ → z ⇒ φ(yλ) → φ(y) ⇒
(
fi(yλ)

)
i∈I →

(
fi(y)

)
i∈I ⇒ pj

(
fi(yλ)

)
i∈I → pj

(
fi(y)

)
i∈I

δηλαδή fj(yλ) → fj(y) για κάϑε j ∈ I. Από την Πϱόταση 9.3 έπεται ότι yλ → y, δηλαδή φ−1(yλ) →
φ−1(y). Αυτό αποδεικνύει την συνέχεια της φ−1.

△
΄Ασκηση 25.5: Θεωϱούµε (X,TX) έναν τοπολογικό χώϱο εϕοδιασµένο µε την αϱχική τοπολογία από την
οικογένεια συναϱτήσεων (fn : X → R)n∈N που διαχωϱίϹει τα σηµεία του X. ∆είξτε ότι ο χώϱος (X,TX)
είναι µετϱικοποιήσιµος.

Απάντηση: Στην ΄Ασκηση 25.4 είδαµε ότι (X,TX) ∼
(
φ(X),Tφ(X)

)
(όπου η φ οϱίϹεται όπως στην ΄Ασκηση

25.4). Επειδή φ(X) ⊆ RN, ο χώϱος φ(X) είναι µετϱικοποιήσιµος, άϱα και ο X (µέσω οµοιοµοϱϕίας).
Εδώ να σηµειώσουµε ότι ο χώϱος RN είναι µετϱικοποιήσιµος λόγω του Θεωϱήµατος 11.1.

△
΄Ασκηση 25.6: ΄Εστω

(
(Xi,Ti)

)
i∈I µία οικογένεια τοπολογικών χώϱων. Σταϑεϱοποιούµε (zi)i∈I ∈∏

i∈I Xi και j ∈ I, κι οϱίϹουµε:

f : Xj →
∏
i∈I

Xi µε pi
(
f(xj)

)
=

®
zi, i ̸= j

xj , i = j

∆είξτε ότι οι (Xj ,Tj) και
(
f(Xj), (Tγ)f(Xj)

)
(όπου ο δεύτεϱος έχει τη σχετική τοπολογία του γινοµένου)

είναι οµοιοµοϱϕικοί.

Απάντηση: Κατ’ αρχάς η f είναι 1− 1 διότι οι εικόνες οποιονδήποτε δύο στοιχείων xj , x
∗
j ∈ Xj µε xj ̸= x∗

j

διαφέρουν στη j−συντεταγµένη. Το επί είναι εµφανές.

Για τη συνέχεια, παϱατηϱούµε ότι σχεδόν όλες οι πϱοϐολές (δηλαδή οι πϱοϐολές pi ◦ f µε i ̸= j)
είναι σταθερές, άϱα συνεχείς. Επίσης, η πϱοϐολή pj ◦ f είναι ταυτοτική, οπότε κι αυτή συνεχ ής. Κατά
συνέπεια, η συνάϱτηση f : (Xj ,Tj) → (

∏
i∈I Xj ,Tγ) είναι συνεχής, το οποίο είναι σχεδόν αυτό που

ϑέλουµε να δείξουµε - εµείς ϑέλουµε η συνάϱτηση if(Xj) ◦ f : (Xj ,Tj) →
(
f(Xj), (Tγ)f(Xj)

)
να είναι

συνεχής, όπου if(Xj) : (
∏
i∈I Xj ,Tγ) ↪→

(
f(Xj), (Tγ)f(Xj)

)
. Αυτό όµως είναι συνέπεια της Πρότασης

10.1, i..

Για την αντίστροφη συνέχεια, παϱατηϱούµε ότι:

(if(Xj) ◦ f)
−1
(
(xi)i∈I

)
= xj = pj

(
(xi)i∈I

)
= pj ◦ if(Xj)

(
(xi)i∈I

)
Οπότε η αντίστροφη είναι συνεχής ως σύνθεση συνεχών, κι έτσι αποδεικνύεται ο Ϲητούµενος οµοιοµορφισ-
µός.

△
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΄Ασκηση 25.7: Θεωϱούµε τον τοπολογικό χώϱο [0, 1] µε την τοπολογία (TS)[0,1] που είναι σχετική της
τοπολογίας TS των αϱιστεϱά ηµιάνοικτων διαστηµάτων του R.

i. Αληϑεύει ότι 1/n → 0 (n ∈ N);

ii. ΟϱίϹουµε την f :
(
[0, 1], (TS)[0,1]

)
→ (R,Tϱ) µε τύπο:

f(x) =


1

x
, x ̸= 0

0, x = 0

Είναι η f συνεχής; (Η τοπολογία Tϱ είναι η συνήϑης µετϱική τοπολογία).

iii. Είναι ο [0, 1] συµπαγής;

Απάντηση: Για το i.: Η σύγκλιση δεν αληθεύει. Αυτό διότι το σύνολο {0} = (−1, 0] ∩ [0, 1] είναι στοιχείο
της (TS)[0,1] (άϱα {0} ∈ N (TS)[0,1]

0 ) και κανένα στοιχείο της µορφής 1/n δεν ανήκει στο {0}.

Για το ii.: ΄Εστω ε > 0 και (−ε, ε) ∈ Tϱ. Η τιµή f(0) ανήκει στο εν λόγω σύνολο, οπότε
(−ε, ε) ∩ [0, 1] ∈ NTϱ

f(0). Τώϱα γράφουµε:

f−1
(
(−ε, ε)

)
=
(
{0} ∪ (−∞,−1/ε) ∪ (1/ε,∞)

)
∩ [0, 1]

Εάν ε ⩽ 1, το σύνολο f−1
(
(−ε, ε)

)
εκφυλίζεται στο {0}, το οποίο είναι ανοικτό. Αν πάλι ε > 1, τότε

το σύνολο f−1
(
(−ε, ε)

)
= {0} ∪ (1/ε, 1] είναι και πάλι ανοικτό ως ένωση τέτοιων. Αυτό αϱκεί να για

αποδειχθεί η συνέχεια της f στο 0. Επειδή η f είναι συνεχής οπουδήποτε αλλού, αποδεικνύεται η
συνέχεια της f .

Για το iii.: Ο χώϱος
(
[0, 1], (TS)[0,1]

)
δεν είναι συµπαγής. Η f είναι συνεχής και επί, οπότε από

την Πρόταση 20.3 αν ο
(
[0, 1], (TS)[0,1]

)
ήταν συµπαγής, το ίδιο ϑα έπϱεπε να συµβαίνει και για τον

(R,Tϱ).
△
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