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1. ΄Εστω (X ,A ,µ) χώρος µέτρου µε µ(X) < +∞ και 1 6 p < q < +∞. ∆είξτε ότι Lp(X ,A ,µ) ⊇
Lq(X ,A ,µ) και ότι

‖ f‖p 6 [µ(X)]1/p−1/q ‖ f‖q

για κάθε µετρήσιµη συνάρτηση f επί του X .

2. (α) ΄Εστω (X ,A ,µ) χώρος µέτρου. ∆είξτε ότι, για κάθε µετρήσιµη συνάρτηση f επί του X ,

‖ f‖
∞
= min

{
t > 0: µ

(
{x ∈ X : | f (x)|> t}

)
= 0
}
.

(ϐ) ΄Εστω f µετρήσιµη συνάρτηση επί του X και έστω ϕ(p) := ‖ f‖p
p για p > 0. ΄Εστω επίσης E :=

{p ∈ (0,∞) : ϕ(p)<+∞} και έστω ότι ‖ f‖
∞
> 0.

(i) Αν r < p < q και r,q ∈ E, δείξτε ότι p ∈ E.
(ii) ∆είξτε ότι lnϕ είναι κυρτή συνάρτηση στο εσωτερικό του E και συνεχής στο E.
(iii) Από το (i) το E είναι διάστηµα. Είναι πάντα ανοικτό ; Κλειστό ; Μπορεί το E να είναι µονοσύνολο ;
(γ) Αν r < p < q και f µετρήσιµη συνάρτηση επί του X , δείξτε ότι ‖ f‖p 6 max

{
‖ f‖q ,‖ f‖r

}
. Συµπε-

ϱάνατε ότι Lq(X ,A ,µ)∩Lr(X ,A ,µ)⊆ Lp(X ,A ,µ).
(δ) ∆είξτε ότι, αν f ∈ Lp(X ,A ,µ) για κάποιο p < ∞, τότε

lim
p→∞
‖ f‖p = ‖ f‖

∞
.

3. ΄Εστω (X ,A ,µ) χώρος πιθανότητας (δηλαδή µ(X) = 1). ∆είξτε ότι αν f ∈ Lp(X ,A ,µ) για κάποιο
p > 0, τότε

lim
p→0
‖ f‖p = exp

(∫
X

ln | f | dµ

)
.

4. Για f µετρήσιµη συνάρτηση επί του Rn και y ∈ Rn, έστω fy η συνάρτηση fy(x) := f (x− y), x ∈ Rn.
∆είξτε ότι, αν f ∈ Lp(Rn), µε 1 6 p <+∞, τότε limy→0 ‖ fy− f‖p = 0.
[Υπόδειξη: Θεωρείστε πρώτα f ∈Cc(Rn).]

5. (Γενικευµένη ανισότητα Hölder) ΄Εστω (X ,A ,µ) χώρος µέτρου και p1 > 1, . . . , pm > 1 τέτοιοι ώστε
∑

m
j=1 1/p j = 1. Αν f j ∈ Lp j(X ,A ,µ) για κάθε j ∈ {1, . . . ,m}, δείξτε ότι∥∥∥∥∥ m

∏
j=1

f j

∥∥∥∥∥
1

6
m

∏
j=1

∥∥ f j
∥∥

p j
.

6. (Ανισότητα Minkowski για ολοκληρώµατα) ΄Εστω (X ,A ,µ) και (Y,B,ν) σ-πεπερασµένοι χώροι
µέτρου, 1 6 p 6 ∞ και f : X ×Y → [0,+∞) µετρήσιµη συνάρτηση ως προς την σ-άλγεβρα γινόµενο
A ⊗B. ∆είξτε ότι, αν fy(x) := f (x,y), x ∈ X , y ∈ Y , τότε∥∥∥∥∫Y

fy dν(y)
∥∥∥∥

Lp(X)

6
∫

Y
‖ fy‖Lp(X) dν(y),
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υπό την έννοια ότι[∫
X

(∫
Y

f (x,y)dν(y)
)p

dµ(x)
]1/p

6
∫

Y

(∫
X

f (x,y)p dµ(x)
)1/p

dν(y).

7. (Ανισότητα Hardy) ΄Εστω 1 < p <+∞, f ∈ Lp(0,+∞) και

F(x) :=
1
x

∫ x

0
f (y)dy (x ∈ R).

(α) ∆είξτε την ανισότητα του Hardy:
‖F‖p 6

p
p−1

‖ f‖p .

Η ανισότητα αυτή δείχνει ότι ο µετασχηµατισµός f 7→ F απεικονίζει τον Lp(0,+∞) στον Lp(0,+∞).
(ϐ) ∆είξτε ότι ισότητα στην παραπάνω ανισότητα ισχύει ανν f είναι η µηδενική συνάρτηση στον
Lp(0,+∞) (δηλαδή f = 0 σχεδόν παντού).
(γ) ∆είξτε ότι η σταθερά p/(p−1) είναι ϐέλτιστη, δηλαδή δεν µπορεί να αντικατασταθεί µε µικρότερη.
(δ) Αν f > 0 και f ∈ L1(0,+∞) τότε F /∈ L1(0,+∞).
[Υπόδειξη: Θεωρείστε πρώτα την περίπτωση f > 0. Ολοκλήρωση κατά µέρη δίνει∫ b

a
F(x)p dx = bF(b)p−aF(a)p− p

∫ b

a
F(x)p−1xF ′(x)dx

για κάθε 0 < a < b <+∞ και συµπεράνατε ότι∫ b

0
F(x)p dx = bF(b)p− p

∫ b

0
F(x)p−1xF ′(x)dx >−p

∫ b

0
F(x)p−1xF ′(x)dx

για κάθε b∈ (0,∞), όταν f ∈ Lp(0,+∞). Παρατηρείστε ότι xF ′(x)= f (x)−F(x) και χρησιµοποιείστε την
ανισότητα Hölder. Εναλλακτικά για το (α), παρατηρείστε ότι F(x) =

∫ 1
0 f (xy)dy και χρησιµοποιείστε

την ανισότητα Minkowski για ολοκληρώµατα. Για το (γ) ϑεωρείστε την f (x) = x−1/p1[1,A](x).]

8. Για µετρήσιµες συναρτήσεις f ,g στον Rn, η συνέλιξη f ∗g ορίζεται ως

f ∗g(x) =
∫
Rn

f (x− y)g(y)dy.

(α) Αν f ∈ Lp(Rn), µε 1 6 p 6 +∞, και g ∈ L1(Rn), δείξτε ότι η συνάρτηση y 7→ f (x− y)g(y) είναι
µετρήσιµη και ολοκληρώσιµη ως προς y, για σχεδόν κάθε x ∈Rn, και άρα η f ∗g είναι καλά ορισµένη,
f ∗g ∈ Lp(Rn) και

‖ f ∗g‖p 6 ‖ f‖p ‖g‖1 .

(ϐ) ΄Εστω p,q > 1 µε p−1 +q−1 = 1 και f ∈ Lp(Rn) και g ∈ Lq(Rn). ∆είξτε ότι τότε f ∗g ∈ L∞(Rn) και

‖ f ∗g‖
∞
6 ‖ f‖p ‖g‖q .

Επιπλέον η f ∗g είναι οµοιόµορφα συνεχής και lim|x|→∞ f ∗g(x) = 0.
[|x| συµβολίζει την ευκλείδεια νόρµα του x στον Rn.]
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9. ΄Εστω f : Rn → R µη µηδενική και ολοκληρώσιµη συνάρτηση. ∆είξτε ότι υπάρχει σταθερά c > 0
τέτοια ώστε

f ∗(x)>
c
|x|n

∀ |x|> 1

και εποµένως η f ∗ δεν είναι ολοκληρώσιµη.

10. ΄Εστω f : R→ R η συνάρτηση

f (x) =


1

|x|(ln |x|)2 αν |x|6 1
2

0 αλλιώς.

∆είξτε ότι η f είναι ολοκληρώσιµη. ∆είξτε επίσης ότι υπάρχει σταθερά c > 0 τέτοια ώστε

f ∗(x)>
c

|x| ln |x|
για |x|6 1

2

και συµπεράνατε ότι η f ∗ δεν είναι τοπικά ολοκληρώσιµη.

11. Μια οικογένεια συναρτήσεων {Kδ : δ > 0} στον Rn ονοµάζεται προσέγγιση της µονάδας αν : (i)∫
Rn Kδ (x)dx = 1 για κάθε δ > 0· (ii) υπάρχει σταθερά c < +∞ ώστε |Kδ (x)| 6 c/δ n για κάθε δ > 0

και y ∈ Rn· (iii) υπάρχει σταθερά c < +∞ ώστε |Kδ (x)| 6 cδ |y|−(n+1) για κάθε δ > 0 και y ∈ Rn. Αν
{Kδ : δ > 0} είναι µία προσέγγιση της µονάδας, δείξτε ότι υπάρχει σταθερά C <+∞ τέτοια ώστε

sup
δ>0
|Kδ ∗ f (x)|6C f ∗(x)

για κάθε f : Rn→ R ολοκληρώσιµη.

12. ΄Εστω E µετρήσιµο υποσύνολο του [0,1] που έχει την εξής ιδιότητα : υπάρχει α > 0 ώστε λ1(I∩E)>
αλ1(I) για κάθε διάστηµα I ⊆ [0,1]. ∆είξτε ότι λ1(E) = 1.

13. ΄Εστω A µετρήσιµο υποσύνολο του R µε (γνήσια) ϑετικό µέτρο. Υπάρχει πάντα ακολουθία (xn)n∈N
σηµείων του R τέτοια ώστε

λ1

(
Rr

∞⋃
n=1

(A+ xn)

)
= 0;

14. ΄Εστω f ∈ L2(T). ∆είξτε ότι ∑n∈Z

∣∣∣ f̂ (n)∣∣∣2 6 ‖ f‖2
2.
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