
602. Εισαγωγή στη Συναρτησιακή Ανάλυση – 6/6/2018

1. (2µ) (α) Αποδείξτε ότι ένας χώρος µε νόρµαX είναι διαχωρίσιµος αν και µόνο αν υπάρχει αριθµήσιµο
υποσύνολο A του X ώστε span(A) = X.
(ϐ) Αποδείξτε ότι ο c0 είναι κλειστός υπόχωρος του `∞ και ότι ο c∗0 είναι ισοµετρικά ισόµορφος µε τον
`1.

2. (2µ) (α) ΄Εστω x ∈ [0, 1] και Tx : C[0, 1] → R το συναρτησοειδές που ορίζεται από την Tx(f) =
f(x). Αποδείξτε ότι το Tx : (C[0, 1], ‖ · ‖∞) → R είναι ϕραγµένο γραµµικό συναρτησοειδές ενώ το
Tx : (C[0, 1], ‖ · ‖1)→ R δεν είναι ϕραγµένο.
(ϐ) ΄Εστω X = (C[−1, 1], ‖ · ‖∞) και ψ : X → R το γραµµικό συναρτησοειδές που ορίζεται από την

ψ(f) =

∫ 0

−1
f(t) dt−

∫ 1

0

f(t) dt.

Αποδείξτε ότι ψ ∈ X∗ αλλά δεν υπάρχει f ∈ BX τέτοια ώστε |ψ(f)| = ‖ψ‖. Χρησιµοποιώντας αυτό το
παράδειγµα εξηγήστε γιατί ο X δεν είναι αυτοπαθής.

3. (2µ) (α) ΄Εστω X χώρος µε νόρµα και A ⊆ X. Αποδείξτε πλήρως ότι αν για κάθε f ∈ X∗ το σύνολο
{f(x) : x ∈ A} είναι ϕραγµένο τότε υπάρχει M > 0 ώστε ‖x‖ 6M για κάθε x ∈ A.
(ϐ) Χρησιµοποιώντας το (α) αποδείξτε ότι αν ‖ · ‖1 και ‖ · ‖2 είναι δύο νόρµες σε έναν γραµµικό χώρο
X οι οποίες δεν είναι ισοδύναµες, τότε υπάρχει γραµµικό συναρτησοειδές f : X → R το οποίο είναι
συνεχές ως προς τη µία από τις δύο αυτές νόρµες αλλά ασυνεχές ως προς την άλλη.

4. (2µ) ΄Εστω X χώρος µε νόρµα πάνω από το R και x1, . . . , xn γραµµικά ανεξάρτητα διανύσµατα στον
X.

(α) Αποδείξτε ότι για κάθε επιλογή πραγµατικών αριθµών c1, . . . , cn ∈ R υπάρχει ϕραγµένο γραµ-
µικό συναρτησοειδές f : X → R τέτοιο ώστε f(xj) = cj για κάθε j = 1, . . . , n.

(ϐ) Αποδείξτε ότι υπάρχουν ϕραγµένα γραµµικά συναρτησοειδή fi : X → R ώστε fi(xj) = δi,j για
κάθε i, j = 1, . . . , n.

(γ) Θέτουµε Y = span{x1, . . . , xn}. Αποδείξτε ότι υπάρχει κλειστός υπόχωρος Z του X ώστε X =
Y ⊕ Z.

5. (2µ) ΄Εστω H χώρος Hilbert. Για κάθε µη κενό A ⊆ H ορίζουµε A⊥ = {x ∈ H : 〈x, a〉 =
0 για κάθε a ∈ A}. Επίσης ϑέτουµε A⊥⊥ = (A⊥)⊥.

(α) Αποδείξτε ότι, για κάθε ∅ 6= A ⊆ H, ο A⊥ είναι κλειστός υπόχωρος του H.

(ϐ) ΄Εστω F υπόχωρος του H. Αποδείξτε ότι F⊥⊥ = F .

(γ) ΄Εστω F,G κλειστοί υπόχωροι του H. Αποδείξτε ότι

(F +G)⊥ = F⊥ ∩G⊥ και (F ∩G)⊥ = F⊥ +G⊥.

6. (2µ) (α) ΄Εστω X,Y χώροι Banach και T : X → Y γραµµικός και επί τελεστής µε την εξής ιδιότητα :
υπάρχει σταθερά c > 0 τέτοια ώστε ‖T (x)‖ > c‖x‖ για κάθε x ∈ X. Αποδείξτε ότι ο T είναι ϕραγµένος
τελεστής.
(ϐ) ΄ΕστωH διαχωρίσιµος χώρος Hilbert, (em) ορθοκανονική ϐάση τουH, και (xn) ακολουθία στοιχείων
του H. ∆είξτε ότι τα εξής είναι ισοδύναµα:

(i) Για κάθε x ∈ H, 〈x, xn〉 → 0 καθώς n→∞.

(ii) Η (xn) είναι ϕραγµένη και, για κάθε m ∈ N, 〈em, xn〉 → 0 καθώς n→∞.

Καλή Επιτυχία !


