
ΜΑΘΗΜΑ 7

Παρακάτω ϑα ταυτίζουµε ένα προβολικό επίπεδο P ≡ (P,L,I) µε το αντίστοιχο

(P, L̃, ∈), δηλ. ϑα γράφουµε P ∈ ℓ αντί PIℓ.

Υπενθυµίζουµε ότι στους ισοµορφισµούς π.ε. κάθε µια από τις φ και ψ καθορίζει

την άλλη, δηλ. για κάθε P , Q ∈ P και k , ℓ ∈ L:

φ(k ∧ ℓ) = ψ(k) ∧ ψ(ℓ) και ψ(P ∨ Q) = φ(P) ∨ φ(Q).

ΟΡΙΣΜΟΣ 1. Μία συγγραµµικότητα ενός προβολικού επιπέδου P είναι ένας αυ-

τοµορφισµός του P, δηλαδή ένας ισοµορφισµός

(φ, ψ) : P −→ P

του P στον εαυτό του.

Το σύνολο των συγγραµµικοτήτων ενός προβολικού επιπέδου P συµβολίζεται µε

Aut(P).

ΠΡΟΤΑΣΗ 1. Το σύνολο Aut(P), εφοδιασµένο µε την πράξη της σύνθεσης, αποτελεί

οµάδα.

Απόδειξη. (i) Η σύνθεση

(φ2, ψ2) ◦ (φ1, ψ1) := (φ2 ◦ φ1, ψ2 ◦ ψ1)

δύο συγγραµµικοτήτων (φ1, ψ1) και (φ2, ψ2) είναι συγγραµµικότητα, άρα η πράξη

◦ : Aut(P) ×Aut(P) −→ Aut(P)

είναι καλά ορισµένη.

(ii) Η ◦ είναι προσεταιριστική.

(iii) Υπάρχει ουδέτερο στοιχείο, η συγγραµµικότητα (idP, idL).

(iv) Για κάθε (φ,ψ) ∈ Aut(P) υπάρχει αντίστροφο στοιχείο, η συγγραµµικότητα

(φ,ψ)−1 := (φ−1, ψ−1) ∈ Aut(P). ✷

Επειδή η οµάδα Aut(P) είναι πολύ "µεγάλη", ϑα ορίσουµε κάποιες µικρότερες (και

πιό εύχρηστες) υποοµάδες της.

ΟΡΙΣΜΟΣ 2. Μια συγγραµµικότητα (φ,ψ) ∈ Aut(P) λέγεται
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(α) κεντρική, αν υπάρχει ένα σηµείο A ∈ P, που λέγεται κέντρο µε την ιδιότητα

∀ k ∈ J(A) : ψ(k) = k.

(ϐ) αξονική, αν υπάρχει ευθεία ℓ ∈ L, που λέγεται άξονας, έτσι ώστε :

∀ P ∈ J(ℓ) : φ(P) = P.

∆ηλαδή: σε µία κεντρική συγγραµµικότητα, οι ευθείες που διέρχονται από το

κέντρο µένουν σταθερές (αναλλοίωτες), ενώ σε µία αξονική συγγραµµικότητα, τα

σηµεία του άξονα µένουν σταθερά.

ΛΗΜΜΑ 1. Αν (φi , ψi) ∈ Aut(P), i = 1,2, είναι κεντρικές µε κέντρο A, τότε η

σύνθεση (φ2 ◦ φ1, ψ2 ◦ ψ1) είναι επίσης κεντρική µε το ίδιο κέντρο.

Απόδειξη. ΄Εστω ℓ ∈ J(A). Από την υπόθεση, ψ1(ℓ) = ψ2(ℓ) = ℓ. ΄Αρα

ψ2 ◦ ψ1(ℓ) = ψ2(ψ1(ℓ)) = ψ2(ℓ) = ℓ,

που δείχνει ότι το A είναι κέντρο. ✷

ΛΗΜΜΑ 1΄. (δυϊκό) Αν (φi , ψi) ∈ Aut(P), i = 1,2, είναι αξονικές µε άξονα ℓ, τότε η

σύνθεση (φ2 ◦ φ1, ψ2 ◦ ψ1) είναι επίσης αξονική µε τον ίδιο άξονα. ✷

ΛΗΜΜΑ 2. Αν (φ, ψ) ∈ Aut(P) είναι κεντρική µε κέντρο A, τότε η αντίστροφη

(φ−1, ψ−1) είναι επίσης κεντρική µε το ίδιο κέντρο.

Απόδειξη. Αρκεί να παρατηρήσουµε ότι ισχύει η ισοδυναµία

ψ(ℓ) = ℓ ⇔ ℓ = ψ−1(ℓ). ✷

ΛΗΜΜΑ 2΄. (δυϊκό) Αν (φ,ψ) ∈ Aut(P) είναι αξονική µε άξονα ℓ, τότε η αντίστροφη

(φ−1, ψ−1) είναι επίσης αξονική µε τον ίδιο άξονα. ✷

∆είχνουµε τώρα ότι το κέντρο και ο άξονας είναι σταθερά στοιχεία.

ΠΡΟΤΑΣΗ 2. Αν (φ,ψ) ∈ Aut(P) είναι κεντρική συγγραµµικότητα µε κέντρο A, τότε

φ(A) = A.

Απόδειξη. ΄Εστω k , m ∈ J(A). Τότε A = k ∧m και ψ(k) = k, ψ(m) = m. ΄Αρα

φ(A) = φ(k ∧ ℓ) = ψ(k) ∧ ψ(ℓ) = k ∧ ℓ = A. ✷
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ΠΡΟΤΑΣΗ 2΄. (δυϊκή) Αν (φ,ψ) ∈ Aut(P) είναι αξονική συγγραµµικότητα µε άξονα

ℓ, τότε ψ(ℓ) = ℓ. ✷

ΠΡΟΤΑΣΗ 3. Αν (φ,ψ) ∈ Aut(P) είναι κεντρική µε κέντρο A, τότε για κάθε P ∈ P,

τα σηµεία A, P και φ(P) είναι συγγραµµικά.

Απόδειξη. Αν P = A, τότε P = φ(P) = A και το συµπέρασµα είναι τετριµµένο. Αν

P , A, τότε υπάρχει η ευθεία A∨P ∈ J(A) κι επειδή το A είναι κέντρο, ψ(A∨P) = A∨P.

P ∈ A ∨ P ⇒ φ(P) ∈ ψ(A ∨ P) = A ∨ P

άρα A, P και φ(P) είναι συγγραµµικά. ✷

ΠΡΟΤΑΣΗ 3΄. (δυϊκή) Αν (φ,ψ) ∈ Aut(P) είναι αξονική µε άξονα ℓ, τότε για κάθε

k ∈ L, οι ευθείες ℓ, k και ψ(k) συντρέχουν.

Απόδειξη. (αν και είναι πλεονασµός, δίνουµε τους δυϊκούς συλλογισµούς)

P = k ∧ ℓ ∈ ℓ ⇒ φ(P) = P

P ∈ k ⇒ φ(P) = P ∈ ψ(k) ✷
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ΛΗΜΜΑ 3. Αν (φ, ψ) ∈ Aut(P) είναι κεντρική µε κέντρο A, και k ∈ L µε k , ψ(k),

τότε το σηµείο k ∧ ψ(k) είναι αναλλοίωτο, δηλ.

φ(k ∧ ψ(k)) = k ∧ ψ(k).

Απόδειξη. ΄Εστω k ∈ L µε ψ(k) , k. Τότε k, ψ(k) < J(A), P := k ∧ ψ(k) , A και

υπάρχει η ευθεία A ∨ P. Οπότε

φ(P) = φ(k ∧ (A ∨ P)) = ψ(k) ∧ ψ(A ∨ P) = ψ(k) ∧ (A ∨ P) = P. ✷

ΛΗΜΜΑ 3΄. (δυϊκό) Αν (φ,ψ) ∈ Aut(P) είναι αξονική µε άξονα ℓ, και P ∈ P µε

P , φ(P), τότε η ευθεία P ∨ φ(P) είναι αναλλοίωτη, δηλ.

ψ(P ∨ φ(P)) = P ∨ φ(P). ✷

Η απόδειξη πάλι είναι περιττή, δίνουµε µόνο το αντίστοιχο σχήµα:

Η διάκριση των συγγραµµικοτήτων σε κεντρικές και αξονικές δεν υφίσταται στην

πραγµατικότητα, αφού ισχύει το επόµενο
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ΘΕΩΡΗΜΑ. Κάθε κεντρική συγγραµµικότητα είναι αξονική και αντιστρόφως.

Απόδειξη. ΄Εστω (φ,ψ) κεντρική µε κέντρο A. Θα δείξουµε ότι έχει και άξονα.

∆ιακρίνουµε δύο περιπτώσεις :

(1) ΄Εστω ότι υπάρχει ευθεία ℓ < J(A), µε ψ(ℓ) = ℓ. Θα δείξουµε ότι η ℓ είναι

άξονας. Αρκεί να δείξουµε ότι για κάθε P ∈ ℓ ισχύει φ(P) = P. ΄Εστω P ∈ ℓ. Τότε

P , A, A ∨ P , ℓ, ψ(A ∨ P) = A ∨ P και

φ(P) = φ(ℓ ∧ (A ∨ P)) = ψ(ℓ) ∧ ψ(A ∨ P) = ℓ ∧ (A ∨ P) = P.

(2) ΄Εστω ότι δεν υπάρχει ευθεία έξω από τη δέσµη ευθειών του A που να µένει

αναλλοίωτη. Αυτό σηµαίνει ότι, για κάθε k ∈ L µε k < J(A), ϑα είναι ψ(k) , k.

Θεωρούµε µια τέτοια ευθεία k ∈ L µε k < J(A). Τότε ψ(k) , k, ορίζεται το σηµείο

P = k ∧ ψ(k) , A και η ευθεία A ∨ P. Από το Λήµµα 3, είναι φ(P) = P. Θεωρούµε

τώρα άλλη µια ευθεία m ∈ L µε m < J(A) και m < J(P). ΄Οπως προηγουµένως,

υπάρχει το σηµείο Q = m ∧ ψ(m) και φ(Q) = Q , P. Η ευθεία ℓ = P ∨ Q έχει δύο

αναλλοίωτα σηµεία, άρα είναι αναλλοίωτη. Πράγµατι,

ψ(ℓ) = ψ(P ∨ Q) = φ(P) ∨ φ(Q) = P ∨ Q = ℓ.

Από την υπόθεση (2), η ℓ πρέπει να ανήκει στην δέσµη του A, δηλ. A ∈ ℓ, εποµένως

P ∨ Q = A ∨ P = A ∨ Q.
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Ακριβώς όπως η m, και κάθε άλλη ευθεία που δεν ανήκει στην δέσµη J(A),

τέµνεται µε την εικόνα της πάνω στην ευθεία ℓ = A ∨ P.

∆είχνουµε ότι η ℓ = A ∨ P είναι άξονας : Πράγµατι, αν R ∈ J(ℓ) τυχαίο, από το R

περνούν τουλάχιστον τρείς ευθείες, έστω n µια από αυτές µε n , ℓ. Τότε n < J(A),

n , ψ(n) και n τέµνεται µε την ψ(n) πάνω στην A ∨ P = ℓ στο σηµείο R που (Λήµµα

3) µένει αναλλοίωτο. ΄Αρα η ℓ είναι ο Ϲητούµενος άξονας.

Το αντίστροφο συµπέρασµα προκύπτει από την αρχή του δυϊσµού. ✷

΄Εστω A ∈ P και ℓ ∈ L. Συµβολίζουµε µε

L(A, ℓ)

το σύνολο των συγγραµµικοτήτων µε κέντρο A και άξονα ℓ.

Συνδυάζοντας τα Λήµµατα 1, 1΄, 2 και 2΄, παίρνουµε την επόµενη

ΠΡΟΤΑΣΗ. Για κάθε A ∈ P και ℓ ∈ L, το σύνολο L(A, ℓ) είναι υποοµάδα τηςAut(P).

✷

ΑΣΚΗΣΗ

∆ιατυπώστε το δυϊκό του Θεωρήµατος της σελ. 5 και σχεδιάστε τα δύο αντίστοιχα

σχήµατα.
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