
ΜΑΘΗΜΑ 4: ΣΤΟΙΧΕΙΩ∆ΕΙΣ ΑΠΕΙΚΟΝΙΣΕΙΣ

ΟΡΙΣΜΟΣ 1. ΄Εστω (P,L,I) ένα ΠΕ. Για κάθε m ∈ L ονοµάζουµε σηµειοσειρά ή

δέσµη σηµείων της m το σύνολο

J(m) = {P ∈ P | P I m}.

Η ευθεία m λέγεται άξονας της J(m).

Για κάθε O ∈ P ονοµάζουµε δέσµη ευθειών του O το σύνολο

J(O) = {k ∈ L | O I k}.

Το σηµείο O λέγεται κέντρο της J(O).

Παρατηρούµε ότι για τυχαία P ∈ P και k ∈ L, ισχύουν οι ισοδυναµίες

P ∈ J(k) ⇔ (P, k) ∈ I ⇔ k ∈ J(P).

ΠΡΟΤΑΣΗ 1. ΄Εστω (P,L,I) ένα ΠΕ και k, ℓ ∈ L. Τότε

k = ℓ ⇔ J(k) = J(ℓ).

Απόδειξη. (⇒) Προφανές.

(⇐) Γνωρίζουµε ότι υπάρχουν (τουλάχιστον) 3 διαφορετικά σηµεία A, B, C που

κείνται πάνω στην k. Τότε

A, B ∈ J(k) = J(ℓ) ⇒ k = A ∨ B = ℓ,

που αποδεικνύει το Ϲητούµενο. ✷

Παρακάτω ϑα συγκρίνουµε την ισχύ των συνόλων J(O) και J(m).

ΟΡΙΣΜΟΣ 2. ΄Εστω (P,L,I) ένα ΠΕ, O ∈ P και m ∈ L µε (O, m) < I. Ονοµάζουµε

στοιχειώδη απεικόνιση την απεικόνιση

δO,m : J(O) −→ J(m) : ℓ 7−→ ℓ ∧m

(ϐλ. Σχήµα 4.1).
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Σχήµα 4.1

ΠΡΟΤΑΣΗ 2. Σε ένα ΠΕ (P,L,I), για κάθε Ϲεύγος (O, m) < I η στοιχειώδης απεικό-

νιση δO,m είναι καλά ορισµένη, 1-1 και επί.

Απόδειξη. Επειδή (O, m) < I, έχουµε m < J(O). ΄Αρα, για κάθε ℓ ∈ J(O), είναι m , ℓ,

και ορίζεται ακριβώς ένα σηµείο P = ℓ∧m ∈ J(m). ∆ηλ. η δO,m είναι καλά ορισµένη.

(2) ΄Εστω k, ℓ ∈ J(O) µε δO,m(k) = δO,m(ℓ), δηλ. k ∧m = ℓ ∧m = P , O. Τότε

k = O ∨ P = ℓ

και η δO,m είναι 1-1.

(3) ΄Εστω P ∈ J(m). Τότε P , O, δηλ. υπάρχει η ευθεία O ∨ P ∈ J(O) για την

οποία ισχύει

δO,m(O ∨ P) = (O ∨ P) ∧m = P,

και η δO,m είναι επί. ✷

Από την προηγούµενη πρόταση προκύπτει ότι υπάρχει η αντίστροφη

δm,O := δ−1
O,m : J(m) −→ J(O) : P 7−→ P ∨ O.

ΠΟΡΙΣΜΑ 1. Σε ένα ΠΕ (P,L,I), για κάθε Ϲεύγος (O, m) < I, τα σύνολα J(m) και

J(O) είναι ισοπληθικά, δηλ.

|J(O)| = |J(m)|.
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ΠΟΡΙΣΜΑ 2. Σε ένα ΠΕ (P,L,I), για κάθε k, ℓ ∈ L, ισχύει

|J(k)| = |J(ℓ)|.

Απόδειξη. Αν k = ℓ, η ισότητα είναι προφανής. ΄Εστω k , ℓ. Τότε υπάρχει P ∈ P µε

(P, k) < I και (P, ℓ) < I. Οπότε

|J(k)| = |J(P)| = |J(ℓ)|. ✷

ΠΟΡΙΣΜΑ 3. Σε ένα ΠΕ (P,L,I), για κάθε P, Q ∈ P, ισχύει

|J(P)| = |J(Q)|.

Απόδειξη. Αν P = Q, η ισότητα είναι προφανής. ΄Εστω P , Q. Τότε υπάρχουν η

ευθεία P ∨ Q και σηµείο S της P ∨ Q µε S , P και S , Q. Επίσης υπάρχει ευθεία

ℓ , P ∨ Q µε (S, ℓ) ∈ I. Τότε (P, ℓ) < I και (Q, ℓ) < I. Οπότε

|J(P)| = |J(ℓ)| = |J(Q)|. ✷

Αντί της ανωτέρω απόδειξης, µπορούµε απλώς να παρατηρήσουµε ότι το Πόρισµα

3 είναι δυϊκό του Πορίσµατος 2.

ΠΡΟΤΑΣΗ 3. ΄Εστω (P,L,I) ένα ΠΕ και ℓ ∈ L µε |J(ℓ)| = n + 1 ∈ N, n ≥ 2. Τότε το

σύνολο P έχει ακριβώς n2
+ n + 1 σηµεία.

Απόδειξη. ΄Εστω

J(ℓ) = {P1, P2, . . . , Pn+1}.

Θεωρούµε ένα σηµείο O < J(ℓ). Γνωρίζουµε ότι το J(O) περιέχει ακριβώς n + 1

ευθείες, και αυτές είναι οι

O ∨ P1, O ∨ P2, . . . , O ∨ Pn+1.
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Σχήµα 4.2

Κάθε µια από αυτές έχει n +1 σηµεία, δηλ. n σηµεία εκτός από το O. ΄Ολες µαζί

περιέχουν (n + 1) · n = n2
+ n σηµεία χωρίς το O, άρα µε το O περιέχουν n2

+ n + 1

σηµεία.

Ισχυριζόµαστε οτι το P δεν έχει άλλα σηµεία. Πράγµατι, αν O , Q ∈ P, τότε

υπάρχει η ευθεία O ∨Q και έχει µε την ℓ ακριβώς ένα κοινό σηµείο, έστω το Pi. ΄Αρα

το Q είναι σηµείο της O ∨ Pi και έχει καταµετρηθεί στα n2
+ n + 1 σηµεία. ✷

Για το ερώτηµα αν υπάρχει προβολικό επίπεδο του οποίου οι ευθείες έχουν δεδο-

µένο αριθµό σηµείων, ϐλ. [Ε. Βασιλείου : Στοιχεία προβολικής Γεωµετρίας], σελ. 39,

και πρβλ. µε τις S3, S∗3 του Μαθήµατος 3, σελ. 5.

ΟΡΙΣΜΟΣ 3. ΄Εστω (P,L,I) ένα ΠΕ, k, ℓ ∈ L και O ∈ P, µε (O, k) < I και (O, ℓ) < I.

Ονοµάζουµε προοπτικότητα από την k στην ℓ µε κέντρο O την απεικόνιση

π ≡ π(k, ℓ, O) : J(k) −→ J(ℓ) : P 7−→ ℓ ∧ (O ∨ P).
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Σχήµα 4.3

Παρατηρείστε ότι σε µια προοπτικότητα όπως παραπάνω, το κέντρο O, το σηµείο

P ∈ J(k) και η εικόνα π(P) ∈ J(ℓ) είναι συγγραµµικά.

ΠΡΟΤΑΣΗ 4. Με τις υποθέσεις του προηγούµενου ορισµού, η π είναι καλά ορισµένη,

1-1 και επί.

Απόδειξη. ΄Αµεσο, από την σχέση

π = δO,ℓ ◦ δk,O = δO,ℓ ◦ δ−1
O,k

. ✷

Για τις προοπτικότητες αξίζει να σηµειωθούν τα επόµενα δύο αποτελέσµατα.

ΠΡΟΤΑΣΗ 5. Αν k, ℓ και O είναι όπως στον Ορισµό 3, τότε :

(i) π(k ∧ ℓ) = k ∧ ℓ.

(ii) Για κάθε P ∈ J(k) µε P , k ∧ ℓ, ισχύει π(P) , P.

ΠΡΟΤΑΣΗ 6. ΄Εστω (P,L,I) ένα ΠΕ, k, ℓ ∈ L µε k , ℓ και P = k ∧ ℓ. Τότε, για κάθε

A1, A2 ∈ J(k) \ {P} µε A1 , A2 και για κάθε B1, B2 ∈ J(ℓ) \ {P} µε B1 , B2, υπάρχει

ακριβώς ένα O ∈ P που είναι κέντρο προοπτικότητας π ≡ π(k, ℓ, O) µε την ιδιότητα

π(A1) = B1 και π(A2) = B2.
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Απόδειξη. Θεωρούµε τις ευθείες A1 ∨ B1 και A2 ∨ B2. Αν αυτές ταυτίζονται, τότε

A1, A2, B1, B2 είναι συγγραµµικά και k = ℓ, άτοπο. ΄Αρα A1∨B1 και A2∨B2 τέµνονται

σε ένα σηµείο O. Αυτό είναι το Ϲητούµενο.
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Σχήµα 4.4

Πράγµατι, αν ϑεωρήσουµε την προοτικότητα π ≡ π(k, ℓ, O), τότε

π(A1) = ℓ ∧ (A1 ∨ O) = B1

π(A2) = ℓ ∧ (A2 ∨ O) = B2

Το µονοσήµαντο του O προκύπτει από την παρατήρηση ότι O, A1, B1 είναι συγγραµ-

µικά και το ίδιο ισχύει για τα O, A2, B2. ✷

ΑΣΚΗΣΕΙΣ

1. Να διατυπώσετε την δυϊκή της Πρότασης 3 και να ελέγξετε αν ισχύει.

2. Να διατυπώσετε τον δυϊκό του Ορισµού 3.

3. Χρησιµοποιώντας την έννοια που προκύπτει από την Ασκηση 2, να διατυπώ-

σετε την δυϊκή της Πρότασης 6 και να ελέγξετε αν ισχύει.
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4. ΄Εστω (P,L,I) ένα ΣΕ, P ∈ P και ℓ ∈ L µε (P, ℓ) < I. Ισχύει η ισότητα

|J(P)| = |J(ℓ)|;

5. ΄Εστω (P,L,I) ένα ΣΕ και έστω ℓ ∈ L µε |J(ℓ)| = n + 1, n ∈ N. Πόσα σηµεία

έχει το P;
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