
ΜΑΘΗΜΑ 15

Στο προηγούµενο µάθηµα είδαµε ότι σε ένα προβολικό επίπεδο Desargues για

κάθε προσδιοριστική τετράδα (A, ℓ, X, X ′) µε A < ℓ, υπάρχει η αντίστοιχη οµολογία.

Εκφράζουµε αυτή την κατάσταση λέγοντας ότι ῾῾σε ένα επίπεδο Desargues υπάρχουν

όλες οι οµολογίες᾿᾿. Θα δείξουµε τώρα ότι σε αυτά τα επίπεδα ῾ὑπάρχουν και όλες οι

επάρσεις᾿᾿.

ΘΕΩΡΗΜΑ. ΄Εστω (P,L, ∈) ένα επίπεδο Desargues. Τότε για κάθε προσδιοριστική

τετράδα (A, ℓ, X, X ′) µε A ∈ ℓ, υπάρχει η αντίστοιχη έπαρση.

Απόδειξη. Υπενθυµίζουµε ότι στο προβολικό επίπεδο των 7 σηµείων υπάρχουν όλες

οι επάρσεις (Μάθηµα 14, ΄Ασκηση 2(2)). Στην απόδειξη που ακολουθεί ϑεωρούµε

ότι οι ευθείες έχουν τουλάχιστον 4 σηµεία. ΄Εστω (A, ℓ, X, X ′) µια προσδιοριστική

τετράδα µε A ∈ ℓ. Θεωρούµε ένα σηµείο Y ∈ P, µε X < ℓ και Y < A ∨ X . Με την

ϐοήθεια του Ϲεύγους (X, X ′) µπορούµε να ϐρούµε γραφικά το σηµείο Y ′ που ϑα ήταν

εικόνα του Y , αν υπήρχε µια έπαρση (φ,ψ) που αντιστοιχεί στην δεδοµένη τετράδα.

∆ηλ.:

(1) Φέρουµε την A∨Y . Το Y ′ ανήκει στην A∨Y , αφού A, Y, Y ′ είναι συγγραµµικά.

(2) Φέρουµε την X ∨ Y και τέµνουµε µε την ℓ στο Z . Το Y ′ ϐρίσκεται πάνω στην

X ′ ∨ Z , αφού X ∨ Y , X ′ ∨ Y ′ και ℓ συντρέχουν.
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΄Αρα, όπως εξάλλου γνωρίζουµε,

Y ′ = (A ∨ Y ) ∧ (X ′ ∨ Z ) = (A ∨ Y ) ∧ (X ′ ∨ ((X ∨ Y ) ∧ ℓ)).

Κατόπιν ϑέτουµε H = (X ′ ∨ Y ) ∧ ℓ, ϑεωρούµε την ευθεία H ∨ Y ′ και τα σηµεία

Y1 = (H ∨ Y ′) ∧ (X ∨ Y ) και P = (H ∨ Y ′) ∧ (A ∨ X ).

Παρατηρούµε τώρα ότι (X, ℓ, X ′, P) είναι προσδιοριστική τετράδα µιάς οµολογίας

(φ1, ψ1) ∈ H(X, ℓ), που υπάρχει, αφού το επίπεδο είναι Desargues. Για αυτή την

οµολογία ισχύει

φ1(X ) = X,

αφού το X είναι κέντρο, ενώ η γεωµετρική κατασκευή των εικόνων µας δίνει

φ1(Y ) = Y1.

Επίσης παρατηρούµε ότι (P, ℓ, X, X ′) είναι προσδιοριστική τετράδα µιάς οµολογί-

ας (φ2, ψ2) ∈ H(P, ℓ), που υπάρχει, για τον ίδιο λόγο.
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Για την δεύτερη οµολογία παρατηρούµε ότι

φ2(X ) = X ′

όπως προκύπτει από την προσδιοριστική τετράδα (P, ℓ, X, X ′), ενώ κατασκευάζοντας

γεωµετρικά την εικόνα του Y1 ϐρίσκουµε

φ2(Y1) = Y ′.

Θέτουµε

(φ,ψ) = (φ2, ψ2) ◦ (φ1, ψ1).

Η ανωτέρω σύνθεση είναι συγγραµµικότητα, σαν σύνθεση τέτοιων. Επίσης η ℓ είναι

άξονας της σύνθεσης, αφού είναι άξονας και της (φ1, ψ1) και της (φ2, ψ2). Υπολογί-

Ϲοντας τις εικόνες των X , Y µέσω της σύνθεσης παίρνουµε

φ2(φ1(X )) = φ2(X ) = X ′,

φ2(φ1(Y )) = φ2(Y1) = Y ′.

Επειδή η σύνθεση έχει άξονα, έχει και κέντρο, έστω O. Τότε τα σηµεία O, X , X ′ είναι

συγγραµµικά. Οµοίως τα O, Y , Y ′ είναι συγγραµµικά. ΄Αρα

O = (X ∨ X ′) ∧ (Y ∨ Y ′) = A.
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Καταλήγουµε ότι η σύνθεση (φ,ψ) είναι συγγραµµικότητα µε κέντρο A, άξονα ℓ (άρα

είναι έπαρση), και στέλνει το X στο X ′, δηλ. είναι η µοναδική έπαρση που αντιστοιχεί

στην προσδιοριστική τετράδα (A, ℓ, X, X ′). ✷

ΠΡΟΤΑΣΗ 1. ΄Εστω (P,L, ∈) ένα επίπεδο Desargues, που οι ευθείες του έχουν τουλά-

χιστον 4 σηµεία. ΄Εστω A ∈ P και ℓ ∈ L µε A ∈ ℓ. Τότε κάθε έπαρση (φ,ψ) ∈ E(A, ℓ)

είναι σύνθεση δύο οµολογιών µε τον ίδιο άξονα ℓ.

Απόδειξη. ΄Εστω µια προσδιοριστική τετράδα (A, ℓ, X, X ′) µε A < ℓ. Θεωρούµε ένα

σηµείο Y ∈ P µε Y < ℓ και Y < A ∨ X και προσδιορίζουµε τα σηµεία H, Y ′, Z , Y1

και P όπως στην προηγούµενη απόδειξη. Οι προσδιοριστικές τετράδες (X, ℓ, X ′, P)

και (P, ℓ, X, X ′) αντιστοιχούν σε οµολογίες, των οποίων η σύνθεση συµπίπτει µε την

(φ,ψ). ✷

Στις προηγούµενες αποδείξεις συνθέσαµε δύο οµολογίες µε τον ίδιο άξονα ℓ και

καταλήξαµε σε µια έπαρση µε τον ίδιο άξονα. ΄Αραγε µπορούµε να συνθέσουµε

δύο επάρσεις µε άξονα ℓ και να πάρουµε οµολογία ; Η απάντηση είναι όχι. Πιο

συγκεκριµµένα, έστω E(ℓ) το σύνολο των επάρσεων µε άξονα ℓ. Ισχύει η επόµενη

ΠΡΟΤΑΣΗ 2. ΄Εστω (P,L, ∈) ένα επίπεδο Desargues και ℓ ∈ L. Το σύνολο E(ℓ)

είναι κλειστό ως προς την σύνθεση συγγραµµικοτήτων. Ιδιαιτέρως, είναι αβελιανή

υποοµάδα της Aut(P).

Η απόδειξη παραλείπεται.

ΑΣΚΗΣΗ. (α) Γιατί το επίπεδο των 7 σηµείων παραλείπεται στην Πρόταση 1;

(ϐ) Να ελέγξετε αν η Πρόταση 2 ισχύει στο επίπεδο των 7 σηµείων.
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