
ΜΑΘΗΜΑ 12

΄Οπως είπαµε στο προηγούµενο µάθηµα, η επιλογή του διανύσµατος (1,0,0) που
έδωσε τα [1,0,0] και < 1,0,0 > έγινε για να διευκολυνθούν οι πράξεις. Θα δείξουµε
τώρα ότι η οµάδα H([1,0,0], < 1,0,0 >) είναι ισόµορφη µε την αντίστοιχη H(A, `),
για κάθε A ∈ P και ` ∈ L, µε A < `. Πρώτα χρειαζόµαστε ένα ϐοηθητικό αποτέλεσµα:

ΛΗΜΜΑ. ΄Εστω A, B, C, D σηµεία του P2(R), ανά τρία µη συγγραµµικά. Τότε υπάρχει
συγγραµµικότητα (σ, τ) : P2(R)→ P2(R) µε

σ([1,0,0]) = A, σ([0,1,0]) = B,
σ([0,0,1]) = C, σ([1,1,1]) = D.

Απόδειξη. Ζητάµε κατάλληλο γραµµικό ισοµορφισµό g : R3 → R3 που ορίζει
την (σ, τ). [Υπενθυµίζουµε ότι ένας τέτοιος g δεν είναι µονοσήµαντα ορισµένος (ϐλ.
Λήµµα 1, του Μαθήµατος 11)]. ΄Εστω

Mg =

g11 g12 g13

g21 g21 g23

g31 g2 g33


ο πίνακας του Ϲητούµενου g. ΄Εστω επίσης ότι

A = [a1, a2, a3], B = [b1, b2, b3],
C = [c1, c2, c3], D = [d1, d2, d3].

Εργαζόµενοι όπως στον υπολογισµό του πίνακα Mf στο Μάθηµα 11, παίρνουµε

σ([1,0,0]) = A ⇒ [(1,0,0) ·Mg] = [a1, a2, a3]
⇒ [g11, g12, g13] = [a1, a2, a3]
⇒ ∃λ , 0 : (g11, g12, g13) = λ(a1, a2, a3),

σ([0,1,0]) = B ⇒ [(0,1,0) ·Mg] = [b1, b2, b3]
⇒ [g21, g22, g23] = [b1, b2, b3]
⇒ ∃µ , 0 : (g21, g22, g23) = µ(b1, b2, b3)

σ([0,0,1]) = C ⇒ [(0,0,1) ·Mg] = [c1, c2, c3]
⇒ [g31, g32, g33] = [c1, c2, c3]
⇒ ∃ν , 0 : (g31, g32, g33) = ν(c1, c2, c3)
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΄Αρα ο Mg παίρνει την µορφή

Mg =

λa1 λa2 λa3

µb1 µb2 µb3

νc1 νc2 νc3

 .
Χρησιµοποιούµε τώρα την τελευταία ισότητα:

σ([1,1,1]) = D ⇒ [(1,1,1) ·Mg] = [d1, d2, d3]
⇒ ∃ρ , 0 : (1,1,1) ·Mg = ρ(d1, d2, d3).

Η τελευταία ισότητα ισοδυναµεί µε το σύστηµα των τριών εξισώσεων

λa1 + µb1 + νc1 − ρd1 = 0
λa2 + µb2 + νc2 − ρd2 = 0
λa3 + µb3 + νc3 − ρd3 = 0

µε τους τέσσερις αγνώστους (λ, µ, ν, ρ). Ο πίνακας των συντελεστών του συστήµατος
έχει και τις τέσσερις 3×3 υποορίζουσε µη-µηδενικές, διότι κάθε τρία από τα A, B, C, D
είναι µη συγγραµµικά. ΄Αρα υπάρχει µια οικογένεια λύσεων που αποτελούν ένα
µονοδιάστατο υπόχωρο του R4, δηλ. είναι όλες αριθµητικά πολλαπλάσια µιας µη-
µηδενικής λύσης. ΄Εστω (λo, µo, νo, ρo) , (0,0,0,0) µια λύση. Είναι λoµoνoρo , 0
και ο πίνακας

Mg =

λoa1 λoa2 λoa3

µob1 µob2 µob3

νoc1 νoc2 νoc3

 .
ορίζει ισοµορφισµό go που µε τη σειρά του ορίζει την Ϲητούµενη (σ, τ). 2

ΘΕΩΡΗΜΑ. Στο P2(R) ϑεωρούµε A ∈ P και ` ∈ L µε A < `. Τότε

H(A, `) � H([1,0,0], < 1,0,0 >).

Απόδειξη. Θεωρούµε δύο σηµεία B, C ∈ ` µε B , C και ένα D, έτσι ώστε τα A, B,
C, D ανά τρία να είναι µη συγγραµµικά. Ορίζουµε την απεικόνιση

h : H([1,0,0], < 1,0,0 >) −→ H(A, `) :
h(φ,ψ) = (σ ◦ φ ◦ σ−1

, τ ◦ ψ ◦ τ−1), ∀ (φ,ψ) ∈ H([1,0,0], < 1,0,0 >),

όπου (σ, τ) η συγγραµµικότητα του προηγούµενου Λήµµατος. Τότε :
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(1) Η h είναι καλά ορισµένη, δηλ. η εικόνα h(φ,ψ) είναι στοιχείο της οµάδας

H(A, `): Πράγµατι, η εικόνα είναι συγγραµµικότητα, αφού

h(φ,ψ) = (σ, τ) ◦ (φ,ψ) ◦ (σ, τ)−1

είναι σύνθεση τριών συγγραµµικοτήτων. ΄Εχει κέντρο A: ΄Εστω k ∈ J(A). Τότε :

A ∈ k ⇒ σ
−1(A) = [1,0,0] ∈ τ−1(k)

⇒ ψ(τ−1(k)) = τ−1(k) (αφού [1,0,0] κεντρο της(φ,ψ))
⇒ τ(ψ(τ−1(k))) = τ(τ−1(k)) = k

΄Εχει άξονα `: ΄Εστω P ∈ ` = B ∨ C. Τότε :

P ∈ B ∨ C ⇒ σ
−1(P) ∈ τ−1(B ∨ C) = σ−1(B) ∨ σ−1(C)

⇒ σ
−1(P) ∈ [0,1,0] ∨ [0,0,1] =< 1,0,0 >

⇒ φ(σ−1(P)) = σ−1(P) (αφού < 1,0,0 > άξονας της(φ,ψ))
⇒ σ(φ(σ−1(P))) = σ(σ−1(P)) = P

(2) Η h είναι 1-1 και επί : ΄Εστω (φ1, ψ1), (φ2, ψ2) ∈ H([1,0,0], < 1,0,0 >) µε
h(φ1, ψ1) = h(φ2, ψ2). Τότε :

h(φ1, ψ1) = h(φ2, ψ2) ⇒
(σ, τ)−1 ◦ h(φ1, ψ1) ◦ (σ, τ) = (σ, τ)−1 ◦ h(φ2, ψ2) ◦ (σ, τ) ⇒
(φ1, ψ1) = (φ2, ψ2)

και η h είναι 1-1. ΄Εστω και (φ̄, ψ̄) ∈ H(A, `). Θεωρούµε την συγγραµµικότητα

(φ,ψ) = (σ, τ)−1 ◦ (φ̄, ψ̄) ◦ (σ, τ).

Παρόµοια µε το (1), αποδεικνύουµε ότι (φ,ψ) ∈ H([1,0,0], < 1,0,0 >). Είναι
προφανές ότι h(φ,ψ) = (φ̄, ψ̄), και η h είναι επί.

(3) Η h είναι µορφισµός οµάδων : ΄Εστω (φ1, ψ1), (φ2, ψ2) ∈ H([1,0,0], < 1,0,0 >.
Τότε :

h((φ2, ψ2) ◦ (φ1, ψ1)) = (σ, τ) ◦ (φ2, ψ2) ◦ (φ1, ψ1) ◦ (σ, τ)−1

= (σ, τ) ◦ (φ2, ψ2) ◦ (σ, τ)−1 ◦ (σ, τ) ◦ (φ1, ψ1) ◦ (σ, τ)−1

= h(φ2, ψ2) ◦ h(φ1, ψ1)

που δείχνει ότι η h διατηρεί την πράξη των οµάδων, άρα είναι µορφισµός. 2
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ΠΟΡΙΣΜΑ. Στο P2(R), για κάθε A ∈ P και ` ∈ L µε A < `, ισχύει

(H(A, `), ◦) � (H([1,0,0], < 1,0,0 >), ◦) � (M̃, ·) � (R∗, ·).

ΑΣΚΗΣΗ. Να εξετάσετε ποιοί από τους παρακάτω γραµµικούς ενδοµορφισµούς του
R3 ορίζουν (φ,ψ) ∈ H([1,0,0], < 1,0,0 >):

(1) f (x, y, z) = (3x, y, z)
(2) f (x, y, z) = (2x,2y,3z)
(3) f (x, y, z) = (2x, x, z)
(4) f (x, y, z) = (x,−y,−z)
(5) f (x, y, z) = (2x,3y,3z)
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