
ΤΜΗΜΑ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΩΝ

΄Υπαρξη/Μοναδικότητα λύσης

Α1: ΄Εστω το σύστημα

x′′ +
x′

1 + x2
+ x = 0, x(0) = u0, x

′(0) = u1, t ≥ 0

(α) Δείξτε ότι το σύστημα γράφεται στη μορφή z′ = f(z), z(0) = z0, όπου z = [x x′]T ∈ R2
, z0 ∈ R2

και f : R2 → R2
.

(β) Βρείτε εκτίμηση της ‖f(z)‖ της μορφής ‖f(z)‖ ≤ γ‖z‖, γ > 0, όπου ‖ · ‖ η Ευκλείδια νόρμα,
‖z‖ =

√
zT z.

(γ) ΄Εστω J = [0, β) το μέγιστο διάστημα ύπαρξης λύσης του συστήματος. Με χρήση της ανισότητας
Gronwall δείξτε ότι ‖z(t)‖ ≤ ‖z0‖eγβ για κάθε t ∈ [0, β). Επομένως δείξτε ότι β =∞, δηλαδή ότι
η λύση του συστήματος είναι καλά ορισμένη για κάθε t ≥ 0.

Λύση: (α) Θέτουμε z1 = x, z2 = x′. Τότε

z′ =

[
z′1
z′2

]
=

[
x′

x′′

]
=

[
z2

−z1 − z2
1+z21

]
:= f(z), z(0) = z0 =

[
x(0)
x′(0)

]
=

[
u0

u1

]

(β) ΄Εχουμε

‖f(z)‖2 = z2
2 +

(
z1 +

z2

1 + z2
1

)2

= z2
2 + z2

1 +
2z1z2

1 + z2
1

+
z2

2

(1 + z2
1)2

≤ z2
1 + z2

2 +
z2

1 + z2
2

1 + z2
1

+
z2

2

(1 + z2
1)2
≤ 2z2

1 + 3z2
2 ≤ 3‖z‖2 := γ2‖z‖2

όπου γ =
√

3.

(γ) ΄Εχουμε

z(t) = z0 +

∫ t

0
f(z(s))ds, t ∈ [0, β)

Επομένως

‖z(t)‖ ≤ ‖z0‖+

∫ t

0
‖f(z(s))‖ds ≤ ‖z0‖+ γ

∫ t

0
‖z(s)‖ds ≤ ‖z0‖eγt ≤ ‖z0‖eγβ

για κάθε t ∈ [0, β). Εφόσον η λύση φεύγει έξω από κάθε συμπαγές υποσύνολο του R2
έχουμε β =∞.

Α2: Βρείτε την ροή φt(x0), φt(x0) : R \ {0} → R του συστήματος: x′ = 1
x2
και το μέγιστο διάστημα

ύπαρξης λύσης J(x0) = (α, β). Αν α > −∞ και β <∞ δείξτε ότι

lim
t→α+

φt(x0) ∈ Ē και lim
t→β−

φt(x0) ∈ Ē

όπου E = R\{0}. Σχεδιάστε το σύνολο Ω = {(t, x0) ∈ R2, t ∈ J(x0)}. Δείξτε ότι φt(φs(x0)) = φt+s(x0)
για s ∈ J(x0) και s+ t ∈ J(x0).
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Λύση: ΄Εχουμε

x′ =
1

x2
⇒
∫
x2dx =

∫
dt+ c′ ⇒ x3 = x3

0 + 3t⇒ x(t) = 3

√
x3

0 + 3t

Αν x0 > 0, τότε x(t) > 0 για κάθε t ∈ J(x0) και επομένως x3
0 + 3t > 0 ⇒ t > −x30

3 , δηλαδή

J(x0) = (−x30
3 ,∞). Εδώ έχουμε α = −x30

3 < 0, β = +∞, limt→α+ φt(x0) ∈ ∂E = {0}.

Αν x0 < 0, τότε x(t) < 0 για κάθε t ∈ J(x0) και επομένως x3
0 + 3t < 0 ⇒ t < −x30

3 , δηλαδή

J(x0) = (−∞,−x30
3 ). Εδώ έχουμε α = −∞, β = −x30

3 > 0, limt→β− φt(x0) ∈ ∂E = {0}.

Επίσης:

φt(x0) = (x3
0 + 3t)1/3, φs(x0) = (x3

0 + 3s)1/3

και

φt(φs(x0)) = ((x3
0 + 3s) + 3t)1/3 = ((x3

0 + 3s+ 3t)1/3 = φt+s(x0)

Α3: ΄Εστω το σύστημα x′ = A(t)x+ b(t), x(0) = x0, όπου A(t) ∈ Rn×n, b(t) ∈ Rn συνεχείς στο [0, T ].
Δείξτε με χρήση της ανισότητας Gronwall ότι η λύση του συστήματος είναι μοναδική στο διάστημα [0, T ].

Λύση: ΄Εστω L = max0≤t≤T ‖A(t)‖. ΄Εστω ότι έχουμε δύο λύσεις x(t) και y(t). Τότε:

x(t) = x0 +

∫ t

0
(A(s)x(s) + b(s))ds, y(t) = y0 +

∫ t

0
(A(s)y(s) + b(s))ds, t ∈ [0, T ]

Αφαιρώντας κατά μέλη:

x(t)− y(t) = x0 − y0 +

∫ t

0
A(s)(x(s)− y(s))ds, t ∈ [0, T ]

και επομένως

‖x(t)− y(t)‖ ≤ ‖x0− y0‖+

∫ t

0
‖A(s)‖ · ‖x(s)− y(s)‖ds ≤ ‖x0− y0‖+

∫ t

0
L‖x(s)− y(s)‖ds, t ∈ [0, T ]

Από την ανισότητα Gronwall:

‖x(t)− y(t)‖ ≤ ‖x0 − y0‖e
∫ t
0 Lds = ‖x0 − y0‖eLt ≤ ‖x0 − y0‖eLT , t ∈ [0, T ]

Επομένως αν x0 = y0 έχουμε ‖x(t)−y(t)‖ = 0 για κάθε t ∈ [0, T ] και άρα x(t) = y(t) για κάθε t ∈ [0, T ].

Α4: (α) Δείξτε την παρακάτω επέκταση του Λήμματος Gronwall: ΄Εστω λ : [α, β] → R συνεχής και
µ : [α, β] → R συνεχής και μή αρνητική συνάρτηση. Αν η συνεχής συνάρτηση y : [α, β] → R ικανοποιεί
την ανισότητα:

y(t) ≤ λ(t) +

∫ t

α
µ(s)y(s)ds

για κάθε t ∈ [α, β], τότε:

y(t) ≤ λ(t) +

∫ t

α
λ(s)µ(s)e

∫ t
s µ(τ)dτds

για κάθε t ∈ [α, β].

(β) ΄Εστω f(t, x) συνεχής ως προς t και τοπικά Lipschitz ως προς x, τέτοια ώστε

‖f(t, x)‖ ≤ k1 + k2‖x‖, ∀ (t, x) ∈ [t0,∞)× Rn, k1, k2 > 0
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Δείξτε ότι η λύση του ΠΑΤ x′ = f(t, x), x(t0) = x0 ικανοποιεί την ανισότητα:

‖x(t)‖ ≤ ‖x0‖ek2(t−t0) +
k1

k2

(
ek2(t−t0) − 1

)
για κάθε t ≥ t0 και ότι επομένως το σύστημα έχει μοναδική λύση για κάθε t ∈ [t0,∞).

(γ) Δείξτε ότι το σύστημα

x′1 = −x1 +
2x2

1 + x2
2

, x′2 = −x2 +
2x1

1 + x2
1

, x1(0) = a, x2(0) = b

έχει μοναδική λύση για κάθε t ≥ 0.

Λύση: (α) Θέτουμε: z(t) =
∫ t
α µ(s)y(s)ds και v(t) = z(t) + λ(t) − y(t) ≥ 0. Η συνάρτηση z(t) είναι

παραγωγίσιμη και:

z′(t) = µ(t)y(t) = µ(t)z(t) + µ(t)λ(t)− µ(t)v(t)

Επομένως:

e−
∫ t
α µ(τ)dτz′(t)− µ(t)e−

∫ t
α µ(τ)dτz(t) = e−

∫ t
α µ(τ)dτ (µ(t)λ(t)− µ(t)v(t))

Ισοδύναμα: (
e−

∫ t
α µ(τ)dτz(t)

)′
= e−

∫ t
α µ(τ)dτ (µ(t)λ(t)− µ(t)v(t))

Ολοκληρώνοντας:

e−
∫ t
α µ(τ)dτz(t) = z(α) +

∫ t

α
e−

∫ s
α µ(τ)dτ (µ(s)λ(s)− µ(s)v(s)) ds

και εφόσον z(α) = 0,

z(t) = e
∫ t
α µ(τ)dτ

∫ t

α
e−

∫ s
α µ(τ)dτ (µ(s)λ(s)− µ(s)v(s)) ds =

∫ t

α
e
∫ t
s µ(τ)dτ (µ(s)λ(s)− µ(s)v(s)) ds

΄Ομως: ∫ t

α
e
∫ t
s µ(τ)dτµ(s)v(s)ds ≥ 0

και επομένως

z(t) ≤
∫ t

α
e
∫ t
s µ(τ)dτµ(s)λ(s)ds⇒ y(t) ≤ λ(t) + z(t) ≤ λ(t) +

∫ t

α
e
∫ t
s µ(τ)dτµ(s)λ(s)ds

(β) Η λύση του ΠΑΤ (γιά t ≥ t0) είναι:

x(t) = x0 +

∫ t

t0

f(τ, x(τ))dτ

Επομένως:

‖x(t)‖ ≤ ‖x0‖+

∫ t

t0

‖f(τ, x(τ))‖dτ

≤ ‖x0‖+

∫ t

t0

(k1 + k2‖x(τ)‖)dτ

≤ ‖x0‖+ k1(t− t0) + k2

∫ t

t0

‖x(τ)‖)dτ
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Από την γενίκευση της ανισότηταω Gronwall στο (α):

‖x(t)‖ ≤ ‖x0‖+ k1(t− t0) + k2

∫ t

t0

[‖x0‖+ k1(s− t0)] ek2(t−s)ds

΄Εστω

I(s) =

∫
[‖x0‖+ k1(s− t0)] k2e

k2(t−s)ds, U(s) := [‖x0‖+ k1(s− t0)] ,
dV (s)

ds
:= k2e

k2(t−s)

Ολοκληρώνοντας κατά μέρη:

I(s) = U(s)V (s)−
∫
U ′(s)V (s)ds = − [‖x0‖+ k1(s− t0)] ek2(t−s) − k1

k2
ek2(t−s)

και επομένως

[I(s)]ts=t0 = ‖x0‖
(
ek2(t−t0) − 1

)
− k1(t− t0) +

k1

k2

(
ek2(t−t0) − 1

)
΄Αρα

‖x(t)‖ ≤ ‖x0‖+ k1(t− t0) + [I(s)]ts=t0 = ‖x0‖ek2(t−t0) +
k1

k2

(
ek2(t−t0) − 1

)
Παρατηρούμε ότι το άνω φράγμα είναι πεπερασμένο για κάθε t ≥ t0 (και τείνει στο ∞ στο όριο t→∞).
΄Αρα η λύση ορίζεται γιά κάθε t ≥ t0 και δεν εκρήγνυται σε πεπερασμένο χρόνο.

(γ) Η f είναι συνεχώς διαφορίσιμη στο R2
. Χρησιμοποιώντας την νόρμα p = 1,

‖f‖1 =

∣∣∣∣−x1 +
2x2

1 + x2
2

∣∣∣∣+

∣∣∣∣−x2 +
2x1

1 + x2
1

∣∣∣∣ ≤ |x1|+
2|x2|

1 + x2
2

+ |x2|+
2|x1|

1 + x2
1

΄Ομως

2|xi|
1 + x2

i

≤ 1⇔ 1 + x2
i − 2|xi| ≥ 0⇔ (1− |xi|)2 ≥ 0

και άρα ‖f‖1 ≤ ‖x‖1 + 2. Από το (β) η λύση είναι καλά ορισμένη και μοναδική στο [0,∞).

Α5:

(α) ΄Εστω το σύστημα: x′ = f(x), x(0) = x0 ∈ Rn, όπου f : Rn → Rn είναι συνάρτηση τοπικά
Lipschitz και φραγμένη. Δείξτε ότι η λύση του συστήματος x(t) υπάρχει και είναι μοναδική σε όλο
το R.

(β) ΄Εστω g : Rn → Rn συνεχώς διαφορίσιμη στο Rn. Ορίζουμε την συνάρτηση f : Rn → Rn:

f(x) =
g(x)

1 + ‖g(x)‖2
, όπου ‖g(x)‖ =

√
gT (x)g(x)

Δείξτε ότι: (i) ‖f(x)‖ ≤ 1
2 για κάθε x ∈ Rn και ότι, (ii) η λύση του συστήματος x′ = f(x),

x(0) = x0, υπάρχει και είναι μοναδική σε όλο το R.

Λύση: (α) Δείτε απόδειξη στις σημειώσεις (δεύτερο Θεώρημα ολικής ύπαρξης). (β) Η f είναι συνεχώς
διαφορίσιμη στον Rn και (με χρήση της p = 2 νόρμας):

‖f(x)‖2 = fT (x)f(x) =
gT (x)g(x)

(1 + ‖g(x)‖2)2
=

‖g(x)‖2

(1 + ‖g(x)‖2)2
⇒ ‖f(x)‖ =

‖g(x)‖
1 + ‖g(x)‖2

≤ 1

2
∀x ∈ Rn
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εφόσον

‖g(x)‖
1 + ‖g(x)‖2

≤ 1

2
⇔ 1 + ‖g(x)‖2 − 2‖g(x)‖ ≥ 0⇔ (1− ‖g(x)‖)2 ≥ 0

Από το (α) η λύση υπάρχει και είναι μοναδική σε όλο το R. (Απόδειξη επίσης με Λήμμα Gronwall).

Α6: ΄Εστω f : X → Y τοπικά Lipschitz κι A ⊆ X συμπαγές. Δείξτε ότι η f είναι Lipschitz στο A.

Λύση: Εξ΄ ορισμού γιά κάθε x ∈ A υπάρχει σφαίρα Bδ(x)(x) στην οποία η f είναι Lipschitz με σταθερά
Lipschitz K(x). Εφόσον A συμπαγές, υπάρχει πεπερασμένο υποσύνολο από αυτές τις σφαίρες που
καλύπτει το A, ακόμα και αν η ακτίνα κάθε σφαίρας μειωθεί στο μισό, δηλ. A ⊆ ∪nj=1Bδj/2(xj). ΄Εστω
Kj = K(xj), j = 1, 2, . . . , n, η σταθερά Lipschitz της f στη σφαίρα Bδj (xj) και έστω:

L1 = max
j=1,2,...,n

Kj και L2 =
4 maxz∈A ‖f(z)‖
minj=1,2,...,n δj

Θα δείξουμε ότι η f είναι Lipschitz στο A με σταθερά Lipschitz L = max(L1, L2). ΄Εστω x, y ∈ A. Το
πρώτο σημείο (x) ανήκει σε κάποια σφαίρα Bδj0/2(xj0), j0 ∈ {1, 2, . . . , n}. Εξετάζουμε δύο περιπτώσεις
γιά το y. (i) y ∈ Bδj0 (xj0). Τότε, ‖f(x)− f(y)‖ ≤ Kj0 ≤ L1. (ii) y /∈ Bδj0 (xj0). Τότε:

‖x− y‖ = ‖x− xj0 − (y − xj0)‖ ≥ ‖y − xj0‖ − ‖x− xj0‖ ≥ δj0 −
δj0
2

=
δj0
2
⇒ 2‖x− y‖

δj0
≥ 1

και

‖f(x)− f(y)‖ ≤ 2 max
z∈A
‖f(z)‖ ≤ 4‖x− y‖

δj0
max
z∈A
‖f(z)‖ ≤ 4‖x− y‖

minj=1,2,...,n δj0
max
z∈A
‖f(z)‖ ≤ L2‖x− y‖

και άρα η f είναι συνάρτηση Lipschitz στο A με σταθερά Lipschitz L.

Α7: Δείξτε ότι αν οι συναρτήσεις f1 ∈ R → R και f2 ∈ R → R είναι τοπικά Lipschitz, τότε f1 + f2,

f1f2 και f2 ◦ f1 είναι τοπικά Lipschitz.

Λύση: Γιά κάθε x0 ∈ R υπάρχουν θετικές σταθερές r, L1 και L2 τέτοιες ώστε

|f1(x)− f1(y)| ≤ L1|x− y|, |f2(x)− f2(y)| ≤ L2|x− y| ∀ x, y ∈ Br(x0) = {x ∈ R : |x− x0| < r}

Επιπλέον, για κάθε x ∈ Br(x0),

|f1(x)| = |f1(x)− f1(x0) + f1(x0)| ≤ |f1(x)− f1(x0)|+ |f1(x0)|
≤ L1|x− x0|+ |f1(x0)| < L1r + |f1(x0)| := K1

και παρομοίως: |f2(x)| < K2. Επομένως για την συνάρτηση f = f1 + f2:

|f(x)− f(y)| = |f1(x) + f2(x)− f1(y)− f2(y)|
≤ |f1(x)− f1(y)|+ |f2(x)− f2(y)|
≤ L1|x− y|+ L2|x− y| = (L1 + L2)|x− y|

Αν f = f1f2:

|f(x)− f(y)| = |f1(x)f2(x)− f1(y)f2(y)|
= |f1(x)f2(x)− f1(x)f2(y) + f1(x)f2(y)− f1(y)f2(y)|
≤ |f1(x)| · |f2(x)− f2(y)|+ |f2(y)| · |f1(x)− f1(y)|
≤ (K1L2 +K2L1)|x− y|
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Αν f = f2 ◦ f1:

|f(x)− f(y)| = |f2(f1(x))− f2(f1(y))| ≤ L2|f1(x)− f1(y)| ≤ L2L1|x− y|

Α8: ΄Εστω το ΠΑΤ: x′ = f(x), x(t0) = x0 ∈ Rn όπου η f : B̄b(x0)→ Rn είναι συνάρτηση Lipschitz με
σταθερά L > 0. Ακολουθώντας τα παρακάτω βήματα δώστε μία διαφορετική απόδειξη του Θεωρήματος
Picard-Lindelof (Θεώρημα 1, σελ. 12) έτσι ώστε το διάστημα Ja = [t0 − a, t0 + a] στο οποίο έχουμε
μοναδική λύση να μην εξαρτάται από την σταθερά Lipschitz L.

(i) Ορίζουμε τον διανυσματικό χώρο με νόρμα X = (C0(Ja,Rn),R, ‖ · ‖). Εξετάζουμε τις δύο νόρμες:
‖x‖C = maxt∈Ja ‖x(t)‖ (sup-νόρμα) και ‖x‖K = maxt∈Ja

(
‖x(t)‖e−K|t−t0|

)
(νόρμα Bielecki) όπου

K > L. Δείξτε ότι οι δύο νόρμες είναι ισοδύναμες. ΄Αρα δείξτε ότι το σύνολο C0(Ja, B̄b(x0)) (δηλ.
το σύνολο των συνεχών συναρτήσεων f : Ja → B̄b(x0)), εφοδιασμένο με την νόρμα ‖ · ‖K είναι
πλήρης μετρικός χώρος (έστω N).

(ii) ΄Εστω ο τελεστής T (x) = x0 +
∫ t
t0
f(x(s))ds, t ∈ Ja. Δείξτε ότι αν a ≤ b

M όπου M =
maxx∈B̄b(x0) ‖f(x)‖, τότε T : N → N . Δείξτε επίσης ότι ο T είναι τελεστής συστολής στο
N .

(iii) Συμπεράνετε από το Θεώρημα Συστολής ότι αν a ≤ b/M , ο T έχει μοναδικό σταθερό σημείο
x∗ = T (x∗) που αντιστοιχεί στην μοναδική λύση του ΠΑΤ.

Λύση: (i) ΄Εχουμε:

‖x‖K = max
t∈Ja

(
‖x(t)‖e−K|t−t0|

)
≤ max

t∈Ja
‖x(t)‖ = ‖x‖C

Αντίστροφα, αφού t ∈ Ja ⇒ e−K|t−t0| ≥ e−Ka:

‖x(t)‖e−K|t−t0| ≥ ‖x(t)‖e−Ka ⇒ max
t∈Ja

(
‖x(t)‖e−K|t−t0|

)
≥ max

t∈Ja
‖x(t)‖ · e−Ka

και επομένως:

‖x‖K ≥ e−Ka‖x‖C
΄Αρα

e−Ka‖x‖C ≤ ‖x‖K ≤ ‖x‖C ⇒ ‖ · ‖C ∼ ‖ · ‖K
και επομένως το σύνολο N ως κλειστό υποσύνολο του χώρου Banach X είναι πλήρες.
(ii) Αν x ∈ C0(Ja, B̄b(x0)) και t ∈ Ja:

‖T (x)(t)− x0‖ ≤
∣∣∣∣∫ t

t0

‖f(x(s))‖ds
∣∣∣∣ ≤M |t− t0| ≤Ma

Επομένως:

‖T (x)(t)−x0‖e−K|t−t0| ≤Mae−K|t−t0| ⇒ max
t∈Ja

(
‖T (x)(t)− x0‖e−K|t−t0|

)
≤Ma ·max

t∈Ja
e−K|t−t0| = Ma

και άρα ‖T (x)− x0‖K = Ma ≤ b αν a ≤ b
M . Αρα αν a ≤

b
M , T : N → N .

Αν x, y ∈ N και t ≥ t0:

‖T (x)(t)− T (y)(t)‖ ≤ L
∫ t

t0

‖x(s)− y(s)‖ds = L

∫ t

t0

‖x(s)− y(s)‖e−K(s−t0) · eK(s−t0)ds

≤ Lmax
t∈Ja

(
‖x(t)− y(t)‖e−K(t−t0)

)∫ t

t0

eK(s−t0)ds ≤ L‖x− y‖K

[
eK(s−t0)

K

]t
s=t0

=
L

K
‖x− y‖K

[
eK(t−t0) − 1

]
≤ L

K
‖x− y‖KeK(t−t0)

=
L

K
‖x− y‖KeK|t−t0| = ρ‖x− y‖KeK|t−t0|, ρ :=

L

K
< 1
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Παρόμοια αν t < t0:

‖T (x)(t)− T (y)(t)‖ ≤ −L
∫ t

t0

‖x(s)− y(s)‖ds = −L
∫ t

t0

‖x(s)− y(s)‖eK(s−t0) · e−K(s−t0)ds

≤ −Lmax
t∈Ja

(
‖x(t)− y(t)‖eK|t−t0|

)∫ t

t0

e−K(s−t0)ds ≤ −L‖x− y‖K

[
e−K(s−t0)

−K

]t
s=t0

=
L

K
‖x− y‖K

[
e−K(t−t0) − 1

]
≤ L

K
‖x− y‖Ke−K(t−t0)

=
L

K
‖x− y‖KeK|t−t0| = ρ‖x− y‖KeK|t−t0|

΄Αρα για κάθε t ∈ Ja:

‖T (x)(t)− T (y)(t)‖e−K|t−t0| ≤ ρ‖x− y‖K ⇒ max
t∈Ja

(
‖T (x)(t)− T (y)(t)‖e−K|t−t0|

)
≤ ρ‖x− y‖K

και επομένως: ‖T (x)− T (y)‖K ≤ ρ‖x− y‖K όπου ρ < 1. ΄Αρα T : N → N είναι συνάρτηση συστολής.

(iii) Προκύπτει άμεσα από το Θεώρημα Συστολής.
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