
ΤΜΗΜΑ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΩΝ

Θεωρία Ελέγχου: Ασκήσεις Γραμμικά Συστήματα

Α. Εκθετική Συνάρτηση

Α1: Η συνάρτηση sin(A) : Rn×n → Rn×n ορίζεται ως

sin(A) =
∞∑
k=0

(−1)k

(2k + 1)!
A2k+1

Δείξτε ότι |Apij | ≤ np−1‖A‖p όπου ‖A‖ = maxi,j=1,2,...,n |aij | και ότι η ακολουθία μερικών αθροισμάτων

m∑
k=0

(−1)k

(2k + 1)!
(A2k+1)ij

είναι Cauchy. ΄Αρα δειξτε ότι η συνάρτηση sin(A) είναι καλά ορισμένη.

Λύση: Επαγωγικά: Γιά p = 1: |aij | ≤ ‖A‖ ισχύει. ΄Εστω ότι ισχύει για κάποιο p ∈ N. Τότε για p+ 1:

|(Ap+1)ij | =

∣∣∣∣∣
n∑
k=1

aik(A
p)kj

∣∣∣∣∣ ≤
n∑
k=1

|aik|·|(Ap)kj | ≤
n∑
k=1

|aik|np−1‖A‖p ≤ np−1
n∑
k=1

‖A‖·‖A‖p+1 ≤ np‖A‖p+1

και επομένως η ανισότητα ισχύει για κάθε p ∈ N. Επομένως αν l < m:∣∣∣∣∣
m∑
k=0

(−1)k

(2k + 1)!
(A2k+1)ij −

l∑
k=0

(−1)k

(2k + 1)!
(A2k+1)ij

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
m∑

k=l+1

(−1)k

(2k + 1)!
(A2k+1)ij

∣∣∣∣∣
≤

m∑
k=l+1

1

(2k + 1)!
|(A2k+1)ij | ≤

m∑
k=l+1

n2k

(2k + 1)!
‖A‖2k+1 ≤

∞∑
k=l+1

n2k+1

(2k + 1)!
‖A‖2k+1

= sin(n‖A‖)−
l∑
0

n2k+1

(2k + 1)!
‖A‖2k+1 → 0

καθώς l→∞.

Α2: Να βρεθεί ο eAt αν

A =

 0 1 1
0 0 0
0 1 0


Λύση: Ο A είναι μηδενοδύναμος και επομένως

eAt = I3 +At+
1

2
A2t2 = ... =

 1 t+ 1
2 t

2 t
0 1 0
0 t 1



Α3: ΄Εστω λ = σ+ iω (σ, ω ∈ R, ω 6= 0) ιδιοτιμή του πίνακα A ∈ R4×4
με αλγεβρική πολλαπλότητα 2 και

γεωμετρική πολλαπλότητα 1. ΄Εστω {v1, v2} η αντίστοιχη αλυσίδα γενικευμένων ιδιοδιανυσμάτων, δηλ.,

(A− λI4)v1 = 0, (A− λI4)v2 = v1, v1 6= 0, v2 6= 0
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΄Εστω ότι x1 = Re(v1), y1 = Im(v1), x2 = Re(v2) και y2 = Im(v2). Δείξτε ότι (x1, x2, y1, y2) είναι
γραμμικά ανέξάρτητα και βρείτε τον εκθετικό πίνακα eAt (εκφρασμένο με πραγματικές συναρτήσεις).

Α4: ΄Εστω y = Az γραμμική απεικόνιση Rn → Rn που ορίζεται απο τον πίνακα A ∈ Rn×n. ΄Εστω E
A-αναλλοίωτος υπόχωρος του Rn, δηλαδη AE ⊆ E . ΄Εστω το σύστημα z′ = Az, z(0) = z0 ∈ Rn. Δείξτε
ότι αν z0 ∈ E τότε z(t) ∈ E για κάθε t ∈ R.

Λύση: Η λύση του ΠΑΤ είναι:

z(t) = eAtz0 =

(
I +At+

A2t2

2!
+ . . .+

Aktt

k!
+ . . .

)
z0

Εφόσον z0 ∈ E έχουμε Az ∈ E ⇒ A2z0 = A(Az0) ∈ E και γενικά Akz0 ∈ E για κάθε k ∈ N0. ΄Αρα

z(t) ∈ E για κάθε t ∈ R.

Α5: ΄Εστω A ∈ Rn×n, B ∈ Rn×n. Δείξτε ότι e(A+B)t = eAteBt αν και μόνο αν AB = BA.

Λύση: ΄Εστω Φ(t) = e(A+B)te−Bte−At. Παραγωγίζοντας:

Φ′(t) = e(A+B)t
{

(A+B)e−Bt −Be−Bt − e−BtA
}
e−At = e(A+B)t

{
Ae−Bt − e−BtA

}
e−At

΄Ομως

Ae−Bt = A

(
I −Bt+

B2t2

2!
− ....+ (−1)kBktk

k!
+ . . .

)
=

(
I −Bt+

B2t2

2!
− ....+ (−1)kBktk

k!
+ . . .

)
A = e−BtA

και άρα

Φ′(t) = 0⇒ Φ(t) = Φ(0) = I ⇒ e(A+B)t = eAteBt

Αντίστροφα, αν e(A+B)t = eAteBt για κάθε t ∈ R, τότε

[e(A+B)t]′′|t=0 = [eAteBt]′′|t=0

που συνεπάγεται ότι:

(A+B)2e(A+B)t|t=0 = A2eAteBt + 2AeAtBeBt + eAtB2eBt|t=0

Ισοδύναμα:

A2 + 2AB +B2 = A2 +AB +BA+B2 ⇒ AB = BA

Α6: ΄Εστω {v1, v2, . . . , vk} αλυσίδα γενικευμένων ιδιοδιανυσμάτων πίνακα A που αντιστοιχούν σε ιδιοτιμή
λ ∈ σ(A), δηλαδή,

(A− λI)vk = vk−1

(A− λI)vk−1 = vk−2

.

.

.

(A− λI)v2 = v1

(A− λI)v1 = 0
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όπου

(A− λI)kvk = 0, (A− λI)k−1vk 6= 0

Δείξτε ότι τα διανύσματα {v1, v2, . . . , vk} είναι γραμμικά ανεξάρτητα.

Λύση: ΄Εχουμε:

vk−1 = (A− λI)vk

vk−2 = (A− λI)vk−1 = (A− λI)2vk
.
.
.

v1 = (A− λI)v2 = A− λI)k−1vk


και γενικά: vi = (A− λI)k−ivk, i = 1, 2, . . . , k. Επίσης:

(A− λI)v1 = 0, (A− λI)2v2 = (A− λI)(A− λI)v2 = (A− λI)v1 = 0

και γενικά: (A − λI)ivi = 0, i = 1, 2, . . . , k. ΄Εστω αυθαίρετος γραμμικός συνδιασμός των {vi}ki=1 ίσος

με 0:

0 =

k∑
i=1

αivi = 0⇒
k∑
i=1

αi(λI −A)k−ivk = 0, αi ∈ C

Τότε:

0 = (A− λI)k−1
k∑
i=1

αivi = (A− λI)k−1
k∑
i=1

αivi = (A− λI)k−1
k∑
i=1

αi(A− λI)k−ivk

=

(
k∑
i=1

αi(A− λI)2k−i−1

)
vk

=
(
α1(A− λI)2k−2 + α2(A− λI)2k−2 + . . .+ αk−1(A− λI)k + αk(A− λI)k−1

)
vk

και επομένως:

αk(A− λI)k−1vk = 0⇒ αkv1 = 0⇒ αk = 0

Επομένως

0 = (A− λI)k−2
k∑
i=1

αivi = (A− λI)k−2
k−1∑
i=1

αivi

= (A− λI)k−2
k−1∑
i=1

αi(A− λI)k−ivk

= (A− λI)k−2
[
α1(A− λI)k−1 + α2(A− λI)k−2 + . . .+ αk−2(A− λI)2 + αk−1(A− λI)

]
vk

και επομένως

αk−1(A− λI)k−1vk = 0⇒ αk−1v1 = 0⇒ αk−1 = 0

και γενικά (με επαγωγή) αi = 0 για κάθε i = 1, 2, . . . , k και άρα τα {vi}ki=1 είναι γραμμικά ανεξάρτητα.

Α7: Να βρεθεί ο εκθετικός πίνακας eAt αν:

A =

 0 1 2
−5 −3 −7
1 0 0
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Λύση: Χαρακτηριστικό πολυώνυμο:

det(λI3−A) =

 λ −1 −2
5 λ+ 3 7
−1 0 λ

 = λ2(λ+ 3) + (5λ+ 7)− 2(λ+ 3) = λ3 + 3λ2 + 3λ+ 1 = (λ+ 1)3

Ιδιοδιανύσματα: −1 −1 −2
5 2 7
−1 0 −1

 α
β
γ

 = 0⇒ α+ β + 2γ = 0, α+ γ = 0, u1 =

 1
1
−1


Επομένως d = 1 και έχουμε μία αλυσίδα γενικευμένων ιδιοδιανυσμάτων μήκους 3. Η αλυσίδα είναι της
μορφής:

(A+ I)u1 = 0

(A+ I)u2 = u1

(A+ I)u3 = u2

 u3 =

 1
0
0

⇒ u2 = (A+ I)u3 =

 1 1 2
−5 −2 −7
1 0 1

 1
0
0

 =

 1
−5
1


και επομένως

u1 = (A+ I)u2 =

 1 1 2
−5 −2 −7
1 0 1

 1
−5
1

 =

 −2
−2
2


που επιβεβαυώνει τον παραπάνω υπολογισμό για το u1. ΄Αρα:

A =

 −2 1 1
−2 −5 0
2 1 0

 −1 1 0
0 −1 1
0 0 −1

 −2 1 1
−2 −5 0
2 1 0

−1

και

eAt =

 −2 1 1
−2 −5 0
2 1 0

 e−t te−t 1
2 t

2e−t

0 e−t te−t

0 0 e−t

 −2 1 1
−2 −5 0
2 1 0

−1

Β. Προβλήματα με σταθερούς συντελεστές

Β1: Βρείτε την λύση του Π.Α.Τ.:

x′(t) =

 −1 1 −2
0 −1 4
0 0 1

x(t), x(0) =

 1
1
1


και τον αντίστοιχο ευσταθή, ασταθή και κεντρικό υπόχωρο του συστήματος.

Λύση: Χαρακτηριστικό πολυώνυμο p(λ) = (λ+ 1)2(λ− 1). Ιδιοδιάνυσμα που αντιστοιχεί στην ιδιοτιμή
λ = 1:

(A− I)v3 =

 −2 1 −2
0 −2 4
0 0 0

 v3 = 0⇒ v3 =

 0
2
1


Γενικευμένα ιδιοδιανύσματα που αντιστοιχούν την ιδιοτιμή λ1 = λ2 = −1:

(A+ I)2v =

 0 0 0
0 0 8
0 0 4

 v = 0⇒ v =

 a
b
0
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Θέτοντας v1 = [1 0 0]T , v2 = [0 1 0]T και P = [v1 v2 v3], έχουμε

P =

 1 0 0
0 1 2
0 0 1

 , P−1 =

 1 0 0
0 1 −2
0 0 1


και

eAt = PeJtP−1 =

 e−t te−t −2te−t

0 e−t −2e−t + 2et

0 0 et

⇒ eAt

 1
1
1

 =

 e−t − te−t
−e−t + 2et

et



Β2: Να λυθεί το ΠΑΤ x′(t) = Ax(t) + b(t), x(0) = x0 όπου:

A =

[
3 4
0 5

]
, b(t) =

[
e3t

0

]
, x0 =

[
1
2

]

Λύση: Ιδιοτιμές και ιδιοδιανύσματα του πίνακα A:

λ1 = 3, λ2 = 5, u1 =

[
1
0

]
, u2 =

[
2
1

]
αντίστοιχα. Επομένως:

A = UΛU−1 =

[
1 2
0 1

] [
3 0
0 5

] [
1 −2
0 1

]
και επομένως:

eAt = UeΛtU−1 =

[
1 2
0 1

] [
e3t 0
0 e5t

] [
1 −2
0 1

]
=

[
e3t 2e5t − 2e3t
0 e5t

]
Η λύση του συστήματος είναι

x(t) = eAt
[
x0 +

∫ t

0
e−Asb(s)ds

]
= eAt

[[
1
2

]
+

∫ t

0

[
e−3s 2e−5s − 2e−3s

0 e−5s

] [
e3s

0

]
ds

]
Ισοδύναμα

x(t) =

[
e3t 2e5t − 2e3t

0 e5t

] [
t+ 1

2

]
=

[
(t+ 1)e3t + 4e5t − 4e3t

2e5t

]

Β3: Να λυθεί το ΠΑΤ y′ = Ay, y(0) = y0, όπου:[
1 1
5 −3

]
, y0 =

[
1
2

]

Λύση: Χαρακτηριστικό πολυώνυμο:

φ(λ) = det

[
λ− 1 −1
−5 λ+ 3

]
= λ2 + 2λ− 8 = (λ+ 4)(λ− 2) = 0⇒ λ1 = −4, λ2 = 2

Ιδιοδιανύσματα:

λ1 = −4 :

[
−5 −1
−5 −1

] [
α
β

]
= 0⇒ β + 5α = 0, u1 =

[
1
−5

]
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και

λ2 = 2 :

[
1 −1
−5 5

] [
α
β

]
= 0⇒ β = α = 0, u2 =

[
1
1

]
΄Αρα

A =

[
1 1
−5 1

] [
−4 0
0 2

] [
1 1
−5 1

]−1

=

[
1 1
−5 1

] [
−4 0
0 2

] [
1 −1
5 1

]
1

6

και

y(t) = eAty0 =

[
1 1
−5 1

] [
e−4 0
0 e2t

] [
1 −1
5 1

] [
1
2

]
1

6
=

1

6

[
7e2t − e−4t

7e2t + 5e−4t

]

Β4: Να βρεθεί η γενική λύση του συστήματος: x′1 = x1 − 2x3, x
′
2 = x2, x

′
3 = x1 − x2 − x3.

Λύση: Γράφουμε το σύστημα στη μορφή x′ = Ax όπου

A =

 1 0 −2
0 1 0
1 −1 −1


Το σύστημα έχει ιδιοτιμές: λ1 = 1, λ2 = i = λ̄3. Τα αντίστοιχα ιδιοδιανύσματα είναι:

u1 =

 1
1
0

 , u2 =

 i+ 1
0
1

 = ū3 =

 1
0
1

+ i

 1
0
0

 := x+ iz

΄Αρα

y(t) =

 1 1 1
1 0 0
0 1 0

 et 0 0
0 cos t sin t
0 − sin t cos t

  c1

c2

c3

 = c1e
t

 1
1
0

+

 c2 + c3

0
c2

 cos t+ c3

 1
0
1

 sin t

όπου ci ∈ R, i = 1, 2, 3.

Β5: ΄Εστω το σύστημα: x′1 = x1, x
′
2 = −x1 − x2. (α) Να βρεθεί η λύση του συστήματος. (β) Να βρεθεί

το σύνολο των αρχικών συνθηκών για τις οποίες limt→+∞ x(t) = 0.

Λύση: x′1 = x1 ⇒ x1 = x1(0)et. x′2 + x2 = −x1(0)et ⇒ x2 =
(
x2(0) + x1(0)

2

)
e−t − x1(0)

2 et. ΄Αρα

(x1 x2)→ 0 αν και μόνο αν x1(0) = 0, δηλ. x(0) = λ[0 1]T , λ ∈ R, που ειναι ο ευσταθής υπόχωρος του
συστήματος.

Β6: Να λυθεί το ΠΑΤ:

y′ = Ay + b :=

[
1 1
0 1

]
y +

[
1
0

]
, y(0) = 0

Λύση: Η λύση είναι της μορφής:

y(t) = eAty(0) +

∫ t

0
eA(t−τ)bdτ =

∫ t

0
eA(t−τ)bdτ

΄Εχουμε:

eAt = et
[

1 t
0 1

]
= eA(t−τ) =

[
et−τ (t− τ)et−τ

0 et−τ

]
⇒ eA(t−τ)b =

[
et−τ (t− τ)et−τ

0 et−τ

] [
1
0

]
=

[
et−τ

0

]
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και

y(t) =

[ ∫ t
0 e

t−τdτ
0

]
=

[
et[e−τ ]0t

0

]
=

[
et − 1

0

]

Β7: Να βρεθεί η γενική λύση της εξίσωσης:

y′ = Ay, A =

 −1 1 1
1 −1 1
1 1 −1



Λύση: Το χαρακτηριστικό πολυώνυμο είναι:

φ(λ) = det(λI3 −A) =

 λ+ 1 −1 −1
−1 λ+ 1 −1
−1 −1 λ+ 1

 = (λ− 1)(λ+ 2)2

μετά από μερικές πράξεις. Ιδιοδιανύσματα:

λ = 1 :

 2 −1 −1
−1 2 −1
−1 −1 2

 α
β
γ

 = 0⇒ 2α = β + γ, 2β = α+ γ, u1 =

 1
1
1


Επίσης:

λ = −2 :

 −1 −1 −1
−1 −1 −1
−1 −1 −1

 α
β
γ

 = 0⇒ α+ β + γ = 0,

 α
β
γ

 = β

 −1
1
0

+ γ

 −1
0
1


και ο ιδιόχωρος που αντιστοιχεί στην ιδιοτιμή λ = −2 έχει διάσταση 2. ΄Αρα τ = d = 2 και ο A είναι
απλής δομής:

A =

 1 −1 −1
1 1 0
1 0 1

 1 0 0
0 −2 0
0 0 −2

 1 −1 −1
1 1 0
1 0 1

−1

και

y(t) =

 1 −1 −1
1 1 0
1 0 1

 et 0 0
0 e−2t 0
0 0 e−2t

 c1

c2

c3

 = c1e
t

 1
1
1

+ c2e
−2t

 −1
1
0

+ c3e
−2t

 −1
0
1



Β8: Να λυθεί το ΠΑΤ:

y′ =

 1 0 0
0 1 −1
0 1 1

 , y(0) = y0 =

 1
1
1


Λύση: Ιδιοτιμές: σ(A) = {1, 1 + i, 1− i} και τα αντίστοιχα ιδιοδιανύσματα:

u1 =

 1
0
0

 , u2 =

 0
i
1

 =

 0
0
1

+ i

 0
1
0

 := x+ iz = ū3
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΄Αρα

y(t) = eAty0 =

 1 0 0
0 0 1
0 1 0

 et 0 0
0 et cos t et sin t
0 −et sin t et cos t

 1 0 0
0 0 1
0 1 0

 1
1
1

 = et

 1
cos t− sin t
cos t+ sin t



Γ. Περιοδικές Λύσεις

Γ1: Δείξτε ότι το σύστημα x′(t) = 1 + x(t) cos t δεν έχει 2π-περιοδική λύση.

Λύση: Ολοκληρωτικός παράγοντας µ(t) = e− sin t
. Τότε

d

dt

(
e− sin tx

)
= e− sin t

(
x′ − cos t x

)
= e− sin t

΄Αρα

x(t) = x(0)e− sin t + e− sin t

∫ t

0
e− sin sds

Επομένως

x(2π) = x(0) +

∫ 2π

0
e− sin sds

και αφού e− sin s > 0 για κάθε s ∈ [0, 2π] δεν μπορεί να έχουμε x(2π) = x(0).

Γ2: ΄Εστω το ΠΑΤ

x′(t) =

[
x′1
x′2

]
=

[
2x1 + x2 + sin t

2x2 + cos2 t

]
, x(0) =

[
x1(0)
x2(0)

]
=

[
x0

1

x0
2

]
Να βρεθούν τα x(0) ∈ R2

για τα οποία το σύστημα έχει 2π-περιοδική λύση.

Λύση: Γράφουμε:

x′(t) = Ax(t) + b(t), A =

[
2 1
0 2

]
, b(t) =

[
sin t
cos2 t

]
Η λύση του συστήματος είναι:

x(t) = eAtx(0) +

∫ t

0
eA(t−s)b(s)ds

Αν υπήρχε 2π-περιοδική λύση, τότε

x(0) = x(2π) = e2πAx(0) +

∫ 2π

0
eA(2π−s)b(s)ds⇒ (I − e2πA)x(0) = e2πA

∫ 2π

0
e−Asb(s)ds

Επίσης

A =

[
2 1
0 1

]
⇒ eAt = e2t

[
1 t
0 1

]
⇒ e2πA = e4π

[
1 2π
0 1

]
⇒ I2 − e2πA =

[
1− e4π −2πe4π

0 1− e4π

]
και det(I2 − e2πA) = (1− e4π)2 6= 0, και άρα το σύστημα είναι 2π-περιοδικό αν

x(0) = (I2 − e2πA)−1e2πA

∫ 2π

0
e−Asb(s)ds
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Γ3: ΄Εστω το σύστημα y′ = Ay + f(t) όπου f συνεχής και 2π-περιοδική συνάρτηση και A ∈ Rn×n.
Δείξτε ότι το σύστημα έχει 2π-περιοδικές λύσεις αν και μόνο αν∫ 2π

0
xT (t)f(t)dt = 0

για κάθε 2π-περιοδική λύση x(t) του συζυγούς συστήματος x′(t) = −ATx(t).

Λύση: Η λύση του ΠΑΤ: y′(t) = Ay(t) + f(t) είναι y(t) = eAty0 +
∫ t

0 e
A(t−s)f(s)ds. Η y(t) είναι

2π-περιοδική αν y(2π) = y(0), δηλαδή:

y(2π) = e2πAy0 +

∫ 2π

0
e2πA−sAf(s)ds = y0 ⇒ (I − e2πA)y0 = e2πA

∫ 2π

0
e−Asf(s)ds

⇒ e−2πA(I − e2πA)y0 =

∫ 2π

0
e−Asf(s)ds⇒ −(In − e−2πA)y0 =

∫ 2π

0
e−Asf(s)ds

Θέτοντας: B = In − e−2πA
και β =

∫ 2π
0 e−Asf(s)ds έχουμε −By0 = β. Η λύση του (αυτόνομου)

συζυγούς συστήματος είναι 2π-περιοδική αν:

x(t) = eAtx0 ⇒ x(2π) = e2πAx0 = x0 ⇒ (I − e−2πA)x0 = 0⇒ Bx0 = 0

Η εξίσωση −By0 = β έχει λύση ως προς y0 αν και μόνο αν β ∈ R(B) = Nr(BT )⊥ ενώ αρχικές συνθήκες
x0 ∈ Rn ορίζουν περιοδικές λύσεις για το συζυγές σύστημα αν και μόνο αν x0 ∈ Nr(B). ΄Αρα το σύστημα
έχει 2π-περιοδική λύση αν και μόνο αν

xT0

∫ 2π

0
e−Asf(s)ds = 0 για κάθε x0 ∈ Nr(B)

Ισοδύναμα: ∫ 2π

0
(e−A

T sx0)T f(s)ds = 0 για κάθε x0 ∈ Nr(B) ⇔
∫ 2π

0
ψT (s)f(s)ds = 0

για κάθε 2π-περιοδική λύση ψ(t) του συζυγούς.

Δ. Προβλήματα με μη-σταθερούς συντελεστές, Θ.Π.Λ., Πίνακας Μεταφοράς

Δ1: Δείξτε ότι ο πίνακας

Φ(t) =

[
2 ln t
0 1

t

]
είναι θεμελιώδης πίνακας λύσεων του συστήματος:

y′(t) =

[
0 1
0 −1

t

]
:= A(t)y(t), t > 0

Λύση: Αρκει να δείξουμε ότι Φ′(t) = A(t)Φ(t) και ότι η οριζουσα Wronski ειναι διάφορη του μηδενός
για ένα τουλάχιστον t ∈ R. Πράγματι έχουμε:

Φ′(t) =

[
0 1

t
0 − 1

t2

]
=

[
0 1
0 −1

t

] [
2 ln t
0 1

t

]
= A(t)Φ(t) και W (t) = det

[
2 ln t
0 1

t

]
=

1

t
6= 0, t > 0
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Δ2: ΄Εστω Φ(t) θεμελειώδης πίνακας λύσεων του y′(t) = A(t)y(t). Δείξτε ότι η γενική λύση της
y′(t) = A(t)y(t) + b(t) είναι y(t) = Φ(t)c+

∫
Φ−1(t)b(t)dt.

Λύση: Εφαρμόζουμε την μέθοδο μεταβολής παραμέτρων και αναζητούμε λύση της μορφής: y(t) =
Φ(t)x(t). ΄Εχουμε

y′(t) = Φ′(t)x(t) + Φ(t)x′(t) = A(t)Φ(t)x(t) + b(t)

⇒ A(t)Φ(t)x(t) + Φ(t)x′(t) = A(t)Φ(t)x(t) + b(t)

⇒ Φ(t)x′(t) = b(t)

΄Αρα

x′(t) = Φ−1(t)b(t)⇒ x(t) = c+

∫
Φ−1(t)b(t)dt⇒ y(t) = Φ(t)c+ Φ(t)

∫
Φ−1(t)b(t)dt

όπου c ∈ Rn.

Δ3: Να βρεθούν δύο γραμμικά ανεξάρτητες λύσεις της εξίσωσης: t2x′′(t) − 2x(t) = 0, t > 0. Με την
χρήση αυτών των λύσεων να βρεθεί η γενική λύση του συστήματος:

y′ =

[
0 1

2t−2 0

]
y +

[
0
1

]

Λύση: Ψάχνουμε λύση της μορφής x(t) = tp ⇒ x′(t) = ptp−1 ⇒ x′′(t) = p(p − 1)tp−2
. Αρα:

(p2 − p − 2)tp = 0 ⇒ (p − 2)(p + 1) = 0 και p1 = 2, p2 = −1. Αρα δύο γραμμικά ανεξάρτηρες
λύσεις στο (0,∞) είναι {t2, t−1}. Ορίζοντας y1 = x, y2 = x′ η εξίσωση γράφεται:[

x′

x′′

]
=

[
y′1
y′2

]
=

[
0 1

2t−2 0

]
y

που είναι της μορφής y′(t) = A(t)y(t). Εφόσον η εξίσωση έχει δύο λύσεις (γραμμικά ανεξάρτητες) x1 = t2

και x2 = t−1
ένας υ.π.λ. είναι:

Φ(t) =

[
t2 t−1

2t −t−2

]
Από την προηγούμενη άσκηση η γενική λύση του συστήματος y′ = Ay + b είναι: y(t) = Φ(t)c +∫

Φ−1(t)b(t)dt. Γιά b = [0 1]T έχουμε:

Φ−1(t) =

[
t2 t−1

2t −t−2

]−1

=
1

3

[
t−2 t−1

2t −t−2

]
⇒ Φ−1b =

1

3

[
t−2 t−1

2t −t−2

] [
0
1

]
=

1

3

[
t−1

−t2
]

Επομένως, ∫
Φ−1(t)bdt =

1

3

[ ∫
t−1dt

−
∫
t2dt

]
=

[
1
3 ln t
−1

9 t
3

]
και επομένως:

y(t) =

[
t2 t−1

2t −t−2

] [
c1

c2

]
+

[
t2 t−1

2t −t−2

] [
1
3 ln t
−1

9 t
3

]
=

[ (
c1 − 1

9

)
t2 + c2t

−1 + 1
3 t

2 ln t(
2c1 + 1

9

)
t− c2t

−2 + 2
3 t ln t

]

Δ4: ΄Εστω το σύστημα y′ = A(t)y, A(t) ∈ Rn×n, aij = [A(t)]ij συνεχείς συναρτήσεις στο R. Ορίζουμε
τον μετασχηματισμό: x(t) = P (t)y(t) όπου P (t) ∈ Rn×n, pij(t) = [P (t)]ij συνεχώς διαφορίσιμες
συναρτήσεις στο R. Επιπλέον υποθέτουμε ότι P−1(t) είναι καλά ορισμένος πίνακας για κάθε t ∈ R
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και ότι P−1(t) = [p̂ij(t)] όπου p̂ij είναι συνεχώς διαφορίσιμες συναρτήσεις στο R. (α) Δείξτε ότι x′ = Ãx
όπου Ã = (P ′+PA)P−1

. (β) Αν G̃(t, t0) είναι συνάρτηση μεταφοράς που αντιστοιχεί στο x′ = Ãx, τότε
G̃(t, t0) = P (t)G(t, t0)P−1(t) όπου G(t, t0) η συνάρτηση μεταφοράς που αντιστοιχεί στο y′ = Ax.

Λύση: ΄Εχουμε

x = Py ⇒ x′ = P ′y + Py′ = P ′P−1x+ PAP−1x⇒ x′ = (P ′ + PA)P−1x = Ãx

Επίσης

x(t) = G̃(t, t0)x(t0) = P (t)G(t, t0)y(t0) = P (t)G(t, t0)P−1(t0)x(t0)

και άρα:

G̃(t, t0) = P (t)G(t, t0)P−1(t)

Δ5: ΄Εστω η εξίσωση y′′ + a1(t)y′ + a0(t)y = 0 όπου a0(t), a1(t) συνεχείς συναρτήσεις σε διάστημα
I = (α, β) ⊆ R. ΄Εστω ότι y1(t) είναι μία λύση της εξίσωσης στο διάστημα I και ότι y1(t) 6= 0, t ∈ I.
΄Εστω επίσης ότι y2(t) = v(t)y1(t) όπου v ∈ C2(I). Δείξτε ότι y2(t) είναι επίσης λύση της εξίσωσης στο
I, όπου

y2(t) = y1(t)

∫
y−2

1 exp{−
∫
a1(t)dt}dt

και ότι {y1(t), y2(t)} είναι γραμμικά ανεξάρτητες στο I. Αν

A(t) =

[
0 1

−a0(t) −a1(t)

]
βρέιτε έναν θ.π.λ. του συστήματος z′ = A(t)z.

Λύση: ΄Εστω y1 η λύση της εξίσωσης και y2 = vy1. Αν y2 είναι επίσης λύση, τότε y
′
2 = v′y1 + vy′1 και

y′′2 = v′′y1 + 2v′y′1 + y′′1 και άρα

v′′y1 + 2v′y′1 + vy′′2 + a1(v′y1 + vy′1) + a0vy1 = 0⇒ v′′y1 + (2y′1 + a1y1)v′ = 0

Θέτοντας: v′ = u:

u′y1 + (2y′1 + a1y1) = 0⇒ u′ +

(
2y′1
y1

+ a1

)
= 0

Ορίζουμε ολοκληρωτικό παράγοντα:

µ(t) = exp

{∫ (
2y′1
y1

+ a1(t)

)
dt

}
Τότε

µu′ + µ

(
2y′1
y1

+ a1

)
= 0⇒ (µu)′ = 0⇒ µu = c1 ⇒ u = c1µ

−1

Επομένως

u = c1 exp

{
−
∫ (

2y′1
y1

+ a1

)
dt

}
= c1y

−2
1 exp

{
−
∫
a1(t)dt

}
και

v = c1

∫
y−2

1 exp

{
−
∫
a1(t)dt

}
dt+ c2 ⇒ y2 = c1y1

∫
y−2

1 exp

{
−
∫
a1(t)dt

}
dt+ c2y1

όπου c1, c2 ∈ R. ΄Αρα δύο γραμμικά ανεξάρτητες λύσεις είναι:(
y1, y1

∫
y−2

1 exp

{
−
∫
a1(t)dt

}
dt

)
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΄Εστω

A(t) =

[
0 1

−a0(t) −a1(t)

]
⇒
[
y′

y′′

]
=

[
0 1

−a0(t) −a1(t)

] [
y
y′

]
και αν x = [y y′]T τότε x′ = A(t)x και επομένως ένας θ.π.λ. είναι:

Φ(t) =

 y1 y1

∫
y−2

1 exp{−
∫
a1(t)dt}dt

y′1 y′1
∫
y−2

1 exp{−
∫
a1(t)dt}dt+ y−1

1 exp{−
∫
a1(t)dt}


Η γραμμική ανεξαρτησία επιβεβαιώνεται απο την ορίζουσα Wronski

W [y1, y2](t) = y1y
′
1

∫
y−2

1 exp

{
−
∫
a1(t)dt

}
dt+ exp

{
−
∫
a1(t)dt

}
− y1y

′
1

∫
y−2

1 exp

{
−
∫
a1(t)dt

}
dt

= exp

{
−
∫
a1(t)dt

}
6= 0

και επομένως ο πίνακας λύσεων Φ(t) είναι θεμελιώδης.

Δ6: Δείξτε ότι φ(t) = tet
2
είναι λύση της εξίσωσης: x′′− 4tx′+ (4t2− 2)x = 0 και βρείτε την λύση που

ικανοποιεί την αρχική συνθήκη x(1) = e, x′(1) = 2e. Επομένως να βρεθεί η λύση του ΠΑΤ:

y′ =

[
0 1

2− 4t2 4t

]
, y(1) =

[
e
2e

]

Λύση: ΄Εχουμε:

φ1(t) = tet
2 ⇒ φ′1(t) = et

2
+ 2t2et

2 ⇒ φ′′1(t) = 2tet
2

+ 4tet
2

+ 4t3et
2

= 6tet
2

+ 4t3et
2

Με αντικατάσταση στην διαφορική εξίσωση:

φ′′1 − 4φ′1 + (4t2 − 2)φ1 = [(6t− 4t3)− 4t(1 + 2t2) + (4t2 − 2)t]et
2

= 0

Επιζητούμε λύση της μορφής: φ2(t) = v(t)et
2
σε διάστημα I, 0 ∈ I. Από την προηγούμενη άσκηση

έχουμε:

φ2(t) = tet
2

∫
t−2e−2t2e

∫
4tdtdt = tet

2

∫
t−2dt = −et2

΄Αρα δύο γραμμικά ανεξάρτητες λύσεις είναι: (et
2
, tet

2
). Το σύστημα y′ = A(t)y έχει θ.π.λ.

Φ(t) =

[
et

2
tet

2

2tet
2

et
2

+ 2t2et
2

]
⇒ Φ(1) = e

[
1 1
2 3

]
⇒ Φ(1)−1 =

1

e

[
3 −1
−2 1

]
Επομένως

y(t) = G(t, 1)y(1) = Φ(t)Φ−1y(1) =
1

e

[
et

2
tet

2

2tet
2

et
2

+ 2t2et
2

] [
3 −1
−2 1

] [
e
2e

]
=

[
et

2

2tet
2

]

Δ7: Δείξτε ότι αν y′ = A(t)y, A(t) ∈ Rn×n, Aij(t) συνεχείς στο R, i = 1, 2, . . . , n, j = 1, 2, . . . , n και

A(t) =

[
A11(t) A12(t)

0 A22(t)

]
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όπου A11 ∈ Rn1×n1 , A22 ∈ Rn2×n2 , n1 + n2 = n, τότε ο πίνακας μεταφοράς του συστήματος είναι:

G(t, t0) =

[
G11(t, t0) G12(t, t0)

0 G22(t, t0)

]
όπου Gii(t, t0), i = 1, 2, είναι η λύση του ΠΑΤ:

G′ii(t, t0) = Aii(t)Gii(t, t0), Gii(t0, t0) = Ini

και G12(t, t0) είναι η λύση του ΠΑΤ:

G′12(t, t0) = A11(t)G12(t, t0) +A12(t)G22(t, t0), G12(t0, t0) = 0

Επομένως, βρείτε τον πίνακα μεταφοράς G(t, t0) αν

A(t) =

[
−1 e2t

0 −1

]
και υπολογίστε το όριο limt→+∞ y(t), αν y(t) = φ(t, t0, y0) όπου t0 = 0 και yT (0) = [0 1].

Λύση: ΄Εστω

G(t, t0) =

[
G11(t, t0) G12(t, t0)
G21(t, t0) G22(t, t0)

]
Τότε

G′(t, t0) =

[
G′11(t, t0) G′12(t, t0)
G′21(t, t0) G′22(t, t0)

]
=

[
A11(t) A12(t)

0 A22(t)

] [
G11(t, t0) G12(t, t0)
G21(t, t0) G22(t, t0)

]
και [

G11(t0, t0) G12(t9, t0)
G21(t0, t0) G22(t0, t0)

]
=

[
In1 0
0 In2

]
Από το block (2, 1) έχουμε:

G′21(t, t0) = A22(t)G21(t, t0), G21(t0, t0) = 0

και απο το μονοσήμαντο της λύσης έχουμε G21(t, t0) = 0 για κάθε t ∈ R. ΄Αρα

G′11(t, t0) = A11(t)G11(t, t0), G11(t0, t0) = In1

G′22(t, t0) = A22(t)G22(t, t0), G22(t0, t0) = In2

G′12(t, t0) = A11(t)G12(t, t0) +A12(t)G22(t, t0), G12(t0, t0) = 0

Αν

A(t) =

[
−1 e2t

0 −1

]
έχουμε: g′11(t, t0) = g11(t, t0), g11(t0, t0) = 1. ΄Εστω ĝ11(t) = g11(t, t0). Τότε ĝ′11(t) + ĝ11(t) = 0 και άρα
ĝ11(t) = ce−t. Επομένως g11(t, t0) = ce−t, c ∈ R και g11(t0, t0) = ce−t0 = 1 ⇒ c = et0 και g11(t, t0) =
e−(t−t0)

. Παρόμοια g22(t) = e−(t−t0)
. Επίσης, αν ĝ12(t) = g12(t, t0), τοτε ĝ′12 = −ĝ12(t) + e2te−t+t0 που

συνεπάγεται ότι ĝ′12 + ĝ12(t) = et+t0 πο έχει λύση της μορφής ĝ12(t) = ce−t +Bet. Αντικαθιστώντας την
ειδική λύση Bet στην εξίσωση: 2Bet = et+t0 ⇒ B = 1

2e
t0 και ĝ(t) = ce−t + 1

2e
t+t0 . Αρχική συνθήκη:

g12(t0, t0) = 0 = ce−t0 + 1
2e

2t0 ⇒ c = −1
2e

3t0 και g12(t, t0) = −1
2e

3t0−t + 1
2e
t0+t
. ΄Αρα:

G(t, t0) =

[
et0−t −1

2e
3t0−t + 1

2e
t0+t

0 et0−t

]
και

y(t) = G(t, 0)y0 =

[
e−t −1

2e
−t + 1

2e
t

0 e−t

] [
0
1

]
=

[
sinh t
e−t

]
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και άρα limt→+∞ y1(t) = ∞. (Συμπέρασμα: Οι αρνητικές ιδιοτιμές ΔΕΝ εξασφαλίζουν ασυμπτωτική
ευστάθεια όταν ο πίνακας A δεν είναι σταθερός).

Ε. Συζυγή Συστήματα

Ε1: ΄Εστω σύστημα Σ : y′ = Ay, y(0) = y0 όπου A ∈ Rn×n. Το σύστημα Σ′ : x′ = −ATx, x(0) = x0,

ονομάζεται συζυγές του Σ. Δείξτε ότι αν φ(t) και ψ(t) είναι οι λύσεις των Σ και Σ′, αντίστοιχα, τότε
ψT (t)φ(t) = xT0 y0 για κάθε t ∈ R.

Λύση: ΄Εχουμε φ(t) = eAty0, ψ(t) = e−A
T tx0 και επομένως:

ψT (t)φ(t) = xT0 (e−A
T t)T eAty0 = xT0 e

−AteAty0 = xT0 y0

για κάθε t ∈ R.

Ε2: Δείξτε ότι
∂
∂τG(t, τ) = −G(t, τ)A(τ) όπουG(t, τ) ο πίνακας μεταφοράς που αντιστοιχεί στο σύστημα

y′ = A(t)y, όπου τα στοιχεία το A είναι συνεχείς συναρτήσεις στο R.

Λύση: ΄Εχουμε

∂

∂τ
G(t, τ) =

∂

∂τ

(
Φ(t)Φ−1(τ)

)
όπου Φ(t) είναι θ.π.λ του συστήματος. ΄Εχουμε

Φ(τ)Φ−1(τ) = In ⇒ Φ′(τ)Φ−1(τ) + Φ(τ)[Φ−1(τ)]′ = 0⇒ [Φ−1(τ)]′ = −Φ−1(τ)Φ′(τ)Φ−1(τ)

΄Αρα

∂

∂τ
G(t, τ) = −Φ(t)Φ−1(τ)Φ′(τ)Φ−1(τ) = −G(t, τ)A(τ)Φ(τ)Φ−1(τ) = −G(t, τ)A(τ)

Ε3: ΄Εστω σύστημα y′ = A(t)y, A(t) ∈ Rn×n, Aij συνεχείς συναρτήσεις στο R. Ορίζουμε το συζυγές
σύστημα z′ = −AT (t)z. ΄Εστω G(t, t0) και Ĝ(t, t0) οι αντίστοιχοι πίνακες μεταφοράς. Δείξτε ότι
Ĝ(t, t0) = GT (t0, t).

Λύση: ΄Εστω Y (t) = GT (t, t0)Ĝ(t, t0). Τότε:

Y ′(t) = [GT (t, t0)]′Ĝ(t, t0) +GT (t, t0)Ĝ′(t, t0)

= [G′(t, t0)]T Ĝ(t, t0) +GT (t, t0)Ĝ′(t, t0)

= [A(t)G(t, t0)]T Ĝ(t, t0) +GT (t, t0)[−AT (t)Ĝ(t, t0)]

= GT (t, t0)AT (t)Ĝ(t, t0)−GT (t, t0)AT (t)Ĝ(t, t0)

= 0

Επομένως

Y (t) = GT (t, t0)Ĝ(t, t0)|t=t0 = In ⇒ Ĝ(t, t0) = [GT (t, t0)]−1 = GT (t0, t)
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