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Θεµα 1.

(1) Να αποδειχτεί ότι τα µέγιστα ιδεώδη του δακτυλίου k[x1, . . . , xn], όπου k είναι αλγε-
ϐρικά κλειστό σώµα είναι της µορφής (x1 − a1, . . . , xn − an), όπου a1, . . . , an ∈ k.

(2) Τι συµβαίνει αν το k δεν είναι αλγεβρικά κλειστό ;
(3) Ισχύει ότι κάθε πρώτο ιδεώδες είναι µέγιστο ;
(4) Να αποδειχθεί ότι κάθε πρώτο ιδεώδες του k[x] είναι µέγιστο.

Θέµα 2

(1) Να οριστεί η τοπολογία Zariski στο Spec(R), όπου το R είναι αντιµεταθετικός δακτύ-
λιος µε µονάδα.

(2) Να αποδειχθεί ότι η τοπολογία Zariski αποτελεί πράγµατι µία τοπολογία.
(3) Είναι η τοπολογία Zariski, Hausdorf;
(4) Να αποδειχθεί ότι το Spec(R) είναι quasicompact.

Θέµα 3.

(1) ∆ίνεται f ∈ R. Να αποδειχθεί ότι
√
〈f〉 =

⋂
P∈Spec(R):f∈P P .

(2) Να δοθεί ένας λόγος που χρειαζόµαστε το Spec(R) και δεν ήταν αρκετό το σύνολο των
µεγίστων ιδεωδών.

(3) Να περιγραφεί πως το σύνολο Z, µπορεί να ϑεωρηθεί ως σύνολο ϕυσιολογικών συ-
ναρτήσεων επί το Spec(Z).

(4) Να αποδειχθεί ότι αν f είναι nilpotent τότε Spec(Rf ) = ∅.

Θέµα 4.

(1) Πότε ένα σχήµα λέγεται συνεκτικό ; Να αποδειχθεί ότι ανA αντιµεταθετικός δακτύλιος
το Spec(A× A) δεν είναι συνεκτικό.

(2) Τι είναι ένας συναρτητής ; Πότε ένας συναρτητής λέγεται αναπαραστίσιµος ;
(3) Να περιγραφεί το σύνολο Spec(Z[x]).
(4) ∆ίνεται ένα πολ/κό σύνολο S. Να οριστεί το RS−1 και να συγκριθούν τα Spec(R) και

SpecRS−1.

΄Ολοι οι δακτύλιοι είναι Noether, αντιµεταθετικοί µε µονάδα.
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