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III.11 Ασκήσεις

1. Έστω I ένα ιδεώδες του δακτυλίου R. Να αποδειχτεί ότι το

NR := {f ∈ R : fm = y για καποιο n ∈ N}

ταυτίζεται με το
√
I στην περίπτωση που

V(I) = aT2+RX

2. Για μια πεπερασμένα παραγώμενη άλγεβρα R πάνω από ένα αλγεβρικά κλειστό σώμα k,
θεωρούμε το μέγιστο φάσμα aTKR εφοδιασμένο με την τοπολογία Zariski. Ως σύνολο το
aTKR είναι ένα υποσύνολο του aT2+R. Για ένα ιδεώδες J του R, για να διακρίνουμε το
κλειστό σύνολο V(J) (αντίστοιχα του ανοιχτό σύνολο D(J) του aT2+(R) θα γράφουμε Vm(J)
και αντίστοιχα Dm(J) για το κλειστό και ανοιχτό υποσύνολο του aTKR.
Να αποδειχτεί ότι

Vm(J) = V(J) ∩ aTKR και Dm(J) = D(J) ∩ aTKR

Δείξτε ότι το sheaf αντιμεταθετικών δακτυλίων OaTKR πάνω από aTKR μπορεί να οριστεί ως

Γ(Dm(J)-OaTKR) = Γ(D(J)-OaTKR)X

3. Θεωρούμε τον δακτύλιο R = k[xR- X X X - xn] και τον χώρο An
k = aT2+R. Αποδείξτε ότι για το

ανοιχτό σύνολο U = An
k − {y}, όπου το y είναι η αρχή συντεταγμένων του Ank, έχουμε

Γ(U-OAn
k
) = R- για n ! kX

Συνεπώς, το U δεν είναι ένα αφινικό ανοιχτό σύνολο.

4. Για ένα sheaf F πάνω από ένα τοπολογικό χώρο X ορίστηκε το stalk του F στο x ως

Fx = HBK →
x∈U

F(U)X

Στο σύνολο
F =

∏

x∈X
Fx

ορίζεται μια τοπολογία ως εξής. Ένα στοιχείο sx ∈ Fx είναι εξ ορισμού το φύτρο μιας section
s ∈ Γ(V-F) στο x, όπου V είναι ένα ανοιχτό που περιέχει το x. Θέτουμε V(s) να είναι το
υποσύνολο {sy : y ∈ V} ⊂ F. Δείξτε ότι μεταβάλλοντας τα x- sx και s ∈ Γ(V-F) παίρνουμε
μια τοπολογία η οποία για βάση ανοιχτών τα σύνολα {V(s)}. Θεωρούμε την p : F → X την
συνάρτηση που στέλνει τα στοιχεία του Fx στο x. Δείξτε ότι η p είναι συνεχής και τοπικά
ομοιομορφισμός, δηλαδή ομοιομορφισμός από το V(s) στο V.
Το F θα λέγεται ο sheaf χώρος του F και η p : F→ X η συνάρτηση δομής του F. Αποδείξτε
τα

(αʹ) Αν F είναι ένα sheaf προσθετικών ομάδων οι συναρτήσεις

a± : F×X F = {(ax-bx) ∈ Fx × Fx : x ∈ X} −→ F-
(ax-bx) (−→ ax ± bx

είναι συνεχείς. Η συνάρτηση

y : X −→ F-
x (−→ yx



III.11. ΑΣΚΗΣΕΙΣ 63

είναι επίσης συνεχής, όπου yx είναι το μηδενικό στοιχείο της προσθετικής ομάδας Fx.
Αν το F είναι ένα sheaf αντιμεταθετικών δακτυλίων, δείξτε ότι η συνάρτηση

m : F×X F −→ F-
(ax-bx) (−→ axbx

είναι επίσης συνεχής.
(βʹ) Για ένα ανοιχτό σύνολο U ⊂ X, θέτουμε

Γ(U-F) = {s : U→ F : p ◦ s = A/U- όπου s συνεχής}X

Δείξτε ότι Γ(U-F) = U.

5. Για ένα presheaf G υπεράνω ενός τοπολογικού χώρου X ορίζουμε το stalk του G στο x,

Gx = HBK→
x∈U

G(U)X

Ορίζουμε μια τοπολογία στο
G̃ =

∏

x∈X
GxX

Ορίζουμε
G̃(U) = {s : U→ G̃ : p ◦ s = A/U- s συνεχής}X

Δείξτε ότι το G̃ είναι ένα sheaf υπεράνω του X. Δείξτε ότι η φυσική συνάρτηση

G −→ G̃(U)-
t (−→ {U * y (→ ty}-

είναι ομομορφισμός προσθετικών ομάδων ή αντιμεταθετικών δακτυλίων. Το G̃ θα λέγεται
η sheafification του G̃. Δείξτε ότι ο sheaf χώρος G̃ είναι ομοιομορφισμός με το G̃.
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IV.8 Ασκήσεις

1. Στην κατηγορία των συνόλων (a2ib), για οποιεσδήποτε συναρτήσεις qR : X→ Z, qk : Y → Z,
δείξτε ότι το ινώδες γινόμενο (X×Z Y- (pR-pk)) υπάρχει και ότι

X×Z Y = {(x-y) ∈ X× Y : qR(x) = qk(y)}X

2. Σε μία κατηγορία C και για ένα μορφισμό p : X → Z και για τον ταυτοτικό μορφισμό
B/Z : Z→ Z αποδείξτε ότι το ινώδες γινόμενο X×Z Z υπάρχει και ότι X×Z Z ∼= X.

3. Για ένα αντικείμενο X σε μια κατηγορία C ορίζουμε τον συναρτητή hX(W) = >QKC(W-X).
Τότε για X- Y ∈ P#(C) ορίζουμε την συνάρτηση

φ : >QK(hX-hY) −→ >QKC(X- Y)

με
φ(η) = η(X)(A/X) ∈ hY(X) = >QKC(X- Y)

Δείξτε ότι η φ είναι 1-1 και επί.

4. Έστω L μια πεπερασμένη διαχωρίσιμη επέκταση ενός σώματος K και K η αλγεβρική κλει-
στότητα του K. Τότε X = aT2+L και Y = aT2+K είναι σχήματα πάνω από το Z = aT2+K.
Αποδείξτε ότι το X×Z Y είναι ισόμορφο με το ευθύ άθροισμα [L : K] το πλήθος αντιγράφων
του aT2+K (δηλαδή ξένη ένωση σχημάτων).

5. Έστω
Xy = aT2R[x-y]/〈xk + yk〉X

(αʹ) Δείξτε ότι το Xy είναι ακέραιο σχήμα.
(βʹ) Δείξτε ότι το Xy ×R C είναι ανηγμένο αλλά όχι ανάγωγο.
(γʹ) Δείξτε ότι υπάρχει μόνο ένα R-valued point στο Xy ενώ υπάρχουν άπειρα R-valued

points στο Xy.

6. Δείξτε ότι υπάρχει μια 1-1 αντιστοιχία ανάμεσα στα R-valued points στο X (δηλαδή f :
aT2+R→ X) και στα ζευγάρια (x-g) σημείων x ∈ X και τοπικών ομοιομορφισμών g : OX-x →
R.

7. Αποδείξτε ότι υπάρχει μια 1-1 αντιστοιχία ανάμεσα στα k-ρητά σημεία του προβολικού
χώρου Pn

k = S`QDk[xy- xR- X X X - xn] και στα σημεία [ay : aR : · · · : an] του προβολικού χώρου.


