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Ανανεωτική εξίσωση - Βασικό ανανεωτικό θεώρημα

(1) ΄Εστω μια ανανεωτική διαδικασία {N(t)} με κατανομή ενδιάμεσων χρόνων G(t), μέση
τιμή ενδιάμεσων χρόνων τ και διασπορά ενδιάμεσων χρόνων σ2

. ΄Εστω, επίσης M(t) =
E[N(t)], t ≥ 0 η αντίστοιχη ανανεωτική συνάρτηση και H(t) =M(t)− t

τ
, t ≥ 0.

(αʹ) Να διατυπωθεί μια ανανεωτική εξίσωση για την H(t) και να λυθεί.
(βʹ) Να υπολογιστεί το όριο limn→∞

(
M(t)− t

τ

)
(συναρτήσει των τ και σ).

(2) ΄Εστω μια ανανεωτική διαδικασία {N(t)} με κατανομή ενδιάμεσων χρόνων G(t) και έστω
H(t) = E[N(t)(N(t) − 1)], t ≥ 0. Να διατυπωθεί μια ανανεωτική εξίσωση για την H(t)
και να λυθεί.

(3) ΄Εστω μια ανανεωτική διαδικασία {N(t)} με κατανομή ενδιάμεσων χρόνων G(t) και έστω
H(t) = P (N(t) είναι περιττός), t ≥ 0.
(αʹ) Να διατυπωθεί μια ανανεωτική εξίσωση για την H(t) και να λυθεί.
(βʹ) Να υπολογιστεί η P (N(t) είναι περιττός) στην περίπτωση που η {N(t)} είναι διαδι-
κασία Poisson με ρυθμό λ.

(γʹ) Να υπολογιστεί το όριο limn→∞ P (N(t) είναι περιττός).

(4) ΄Εστω μια ανανεωτική διαδικασία {N(t)} με κατανομή ενδιάμεσων χρόνωνG(t) και ροπές r-
τάξης ενδιάμεσων χρόνων E[Xr] = µ′

r, r ≥ 1. ΄Εστω επίσης A(t) = t−SN(t) ο αναδρομικός

χρόνος ανανέωσης (παρελθών χρόνος ανανέωσης ή ηλικία της ανανεωτικής διαδικασίας) τη

χρονική στιγμή t και B(t) = SN(t)+1− t ο προδρομικός χρόνος ανανέωσης (υπολειπόμενος
χρόνος ανανέωσης της ανανεωτικής διαδικασίας). Θέτουμε H(t) = E[A(t)B(t)], t ≥ 0.
(αʹ) Να διατυπωθεί μια ανανεωτική εξίσωση για την H(t) και να λυθεί.
(βʹ) Να υπολογιστεί το όριο limn→∞E[A(t)B(t)] (συναρτήσει των µ′

r).

(5) ΄Εστω μια ανανεωτική διαδικασία {N(t)} με κατανομή ενδιάμεσων χρόνων G(t) και ροπές
r-τάξης ενδιάμεσων χρόνων E[Xr] = µ′

r, r ≥ 1. ΄Εστω επίσης A(t) = t − SN(t) ο

αναδρομικός χρόνος ανανέωσης (παρελθών χρόνος ανανέωσης ή ηλικία της ανανεωτικής

διαδικασίας) τη χρονική στιγμή t. Θέτουμε H(t) = E[A(t)2], t ≥ 0.
(αʹ) Να διατυπωθεί μια ανανεωτική εξίσωση για την H(t) και να λυθεί.
(βʹ) Να υπολογιστεί το όριο limn→∞E[A(t)2] (συναρτήσει των µ′

r).


