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1 ÂáóéêÞ ðåñéãñáöÞ

¸íá óýóôçìá åîõðçñÝôçóçò Þ ïõñÜ áíáìïíÞò (queueing system, queue) åßíáé óôçí ïõóßá Ýíá óýóôçìá

åéóüäïõ - åîüäïõ óôï ïðïßï õðåéóÝñ÷åôáé ôõ÷áéüôçôá. Áõôüò ï ïñéóìüò åßíáé ðïëý ãåíéêüò êáé ðåñéëáì-

âÜíåé ðïëëÝò ðñáãìáôéêÝò êáôáóôÜóåéò ðïõ ðáñáôçñïýìå óôçí êáèçìåñéíÞ æùÞ, êáèþò êáé óå ðåñßðëïêá

ôå÷íïëïãéêÜ óõóôÞìáôá. ÉóôïñéêÜ, ç óõãêåêñéìÝíç åðéóôçìïíéêÞ ðåñéï÷Þ Üñ÷éóå íá áíáðôýóóåôáé óôéò

áñ÷Ýò ôïõ 20ïõ áéþíá, üôáí ï äáíüò A.K. Erlang äçìïóßåõóå êÜðïéåò åñãáóßåò ôïõ ãéá ôç ìáèçìáôéêÞ

ìïíôåëïðïßçóç ôïõ óõíùóôéóìïý óå ôçëåöùíéêÜ äßêôõá. Ç ìåãÜëç åðéôõ÷ßá áõôþí ôùí ìåèüäùí óôç

ìåëÝôç ðñáãìáôéêþí óõóôçìÜôùí Ýäùóå ôåñÜóôéá þèçóç óôç ðåñáéôÝñù áíÜðôõîç ôçò èåùñßáò ôùí ïõñþí

áíáìïíÞò êáèþò êáé ôùí åöáñìïãþí ôçò êáé óå Üëëá ðåäßá.

Ôá âáóéêÜ ÷áñáêôçñéóôéêÜ åíüò óõóôÞìáôïò åîõðçñÝôçóçò åßíáé ç äéáäéêáóßá áößîåùí (arrival process),

ïé ÷ñüíïé åîõðçñÝôçóçò (service times), ï áñéèìüò ôùí ðáñï÷Ýùí åîõðçñÝôçóçò - õðçñåôþí (number of

servers), ç ÷ùñçôéêüôçôá ôïõ óõóôÞìáôïò (system capacity) êáé ç ðåéèáñ÷ßá ïõñÜò (queue discipline).

Ãéá ôï ëüãï áõôü ï âñåôáíüò ðéèáíïèåùñçôéêüò Kendall åéóÞãáãå Ýíá óýóôçìá ïíïìáôïëïãßáò ãéá ôéò

ðéï áðëÝò ïõñÝò ðïõ ðåñéãñÜöåé óõíïðôéêÜ áõôÜ ôá ÷áñáêôçñéóôéêÜ. Ç ïíïìáôïëïãßá ôïõ Kendall Ý÷åé

ôç ìïñöÞ A=B=c=k( ), üðïõ ôá Á, Â åßíáé ãñÜììáôá, ôá c, k áñéèìïß êáé ìÝóá óôçí ðáñÝíèåóç

ãñÜöåôáé ìéá áêñïóôïé÷ßäá ãñáììÜôùí. ÊáèåìéÜ áðü ôéò 5 ðáñáìÝôñïõò ôçò ïíïìáôïëïãßáò ôïõ Kendall

áíáöÝñåôáé óôá 5 ÷áñáêôçñéóôéêÜ ðïõ ðåñéãñÜøáìå ðáñáðÜíù.

Ç äéáäéêáóßá áößîåùí ðåñéãñÜöåé ôï ðþò Ýñ÷ïíôáé ïé ðåëÜôåò óôï óýóôçìá. Åßíáé óõíÞèùò ìéá

áíáíåùôéêÞ äéáäéêáóßá, äçëáäÞ èåùñïýìå üôé ïé ÷ñüíïé ìåôáîý äéáäï÷éêþí áößîåùí ðåëáôþí åßíáé áíå-

îÜñôçôåò êáé éóüíïìåò ôõ÷áßåò ìåôáâëçôÝò ìå êÜðïéá ãíùóôÞ ãåíéêÞ êáôáíïìÞ. Ç äéáäéêáóßá áößîåùí

áíôéóôïé÷åß óôï ãñÜììá Á ôçò ïíïìáôïëïãßáò Kendall. Ïé ôéìÝò ðïõ ðáßñíåé åßíáé GI Þ G (General

independent), M (Memoryless, Markovian), D (Deterministic) êáé Er (Erlang-r) ãéá ôéò ðåñéðôþóåéò

ðïõ ïé åíäéÜìåóïé ÷ñüíïé ìåôáîý ôùí áößîåùí åßíáé ãåíéêïß, åêèåôéêïß, óôáèåñïß êáé Erlang-r áíôßóôïé÷á.

ÕðÜñ÷ïõí âÝâáéá êáé Üëëåò ôéìÝò ãéá ôï ãñÜììá A ðïõ áíôéóôïé÷ïýí óå êáôáíïìÝò ðïõ åìöáíßæïíôáé

óðáíéüôåñá óôç âéâëéïãñáößá.
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Ïé ÷ñüíïé åîõðçñÝôçóçò èåùñïýíôáé óôá êëáóéêÜ ìïíôÝëá åðßóçò áíåîÜñôçôïé êáé éóüíïìïé êáé áíôé-

óôïé÷ïýí óôï ãñÜììá B ôçò ïíïìáôïëïãßáò Kendall ðïõ ðáßñíåé ôéò ßäéåò ôéìÝò ìå ôï ãñÜììá Á. Ïé ôéìÝò

GI êáé G ãéá ôï A êáé ôï B óçìáôïäïôïýí áêñéâþò ôï ßäéï, äçëáäÞ áíåîÜñôçôïõò éóüíïìïõò ÷ñüíïõò

ìå ãåíéêÞ êáôáíïìÞ. Ðáñüëá áõôÜ óõíçèßæåôáé åèéìéêÜ ç ôéìÞ GI ãéá ôï A êáé ç ôéìÞ G ãéá ôï B óôá

ðåñéóóüôåñá âéâëßá êáé óçìåéþóåéò ðïõ êõêëïöïñïýí äéåèíþò. Èá äéáôçñÞóïõìå áõôÞ ôç óýìâáóç êáé

óôéò ðáñïýóåò óçìåéþóåéò.

Ï áñéèìüò ôùí õðçñåôþí áíáöÝñåôáé óôï ðüóïé åßíáé ïé ðáñÜëëçëïé õðçñÝôåò ðïõ åîõðçñåôïýí ôç ñïÞ

ôùí ðåëáôþí ðïõ åéóÝñ÷åôáé óôï óýóôçìá. Ìå ôçí Ýííïéá \ðáñÜëëçëïé" õðçñÝôåò åííïïýìå üôé õðÜñ÷åé

ìéá êïéíÞ ïõñÜ ãéá üëïõò êáé ïé ðåëÜôåò ðçãáßíïõí óôïí ðñþôï õðçñÝôç ðïõ èá áäåéÜóåé, áí üëïé ïé

õðçñÝôåò åßíáé áðáó÷ïëçìÝíïé, Þ äéáëÝãïõí óôçí ôý÷ç êÜðïéïí áðü ôïõò Üäåéïõò õðçñÝôåò, áí õðÜñ÷ïõí

åëåýèåñïé õðçñÝôåò. Ï áñéèìüò ôùí õðçñåôþí áíôéóôïé÷åß óôïí áñéèìü c ôçò ïíïìáôïëïãßáò Kendall.

Ç ÷ùñçôéêüôçôá ôïõ óõóôÞìáôïò åêöñÜæåé ôï ìÝãéóôï ðëÞèïò ðåëáôþí ðïõ ìðïñåß íá ÷ùñÝóåé ôï

óýóôçìá, óõìðåñéëáìâáíïìÝíùí ôüóï áõôþí ðïõ ðåñéìÝíïõí íá åîõðçñåôçèïýí üóï êáé áõôþí ðïõ âñß-

óêïíôáé óå äéáäéêáóßá åîõðçñÝôçóçò. Áí Ýíá óýóôçìá Ý÷åé öôÜóåé óôï ìÝãéóôï ôçò ÷ùñçôéêüôçôÜò ôïõ

êáé áöé÷èåß Ýíáò ðåëÜôçò ôüôå óôï êëáóéêü ìïíôÝëï ôùí ïõñþí áíáìïíÞò ï ðåëÜôçò áðïññßðôåôáé êáé

èåùñåßôáé ÷áìÝíïò ãéá ðÜíôá. ÖõóéêÜ õðÜñ÷ïõí êáé ìïíôÝëá óôá ïðïßá ïé ðåëÜôåò ðïõ áðï÷ùñïýí ëüãù

ôçò ðåñéïñéóìÝíçò ÷ùñçôéêüôçôáò åðáíÝñ÷ïíôáé áñãüôåñá ìå ôçí åëðßäá íá õðÜñ÷åé äéáèÝóéìç èÝóç óôï

óýóôçìá. Óôçí ðåñßðôùóç áõôÞ ìéëÜìå ãéá ìïíôÝëá ìå åðáíáðñïóðÜèåéåò Þ åðáíáäïêéìÝò (retrials). Óå

ôÝôïéá ìïíôÝëá åßíáé áðáñáßôçôï íá áðïóáöçíéóèåß ç äéáäéêáóßá ìå ôçí ïðïßá ïé ðåëÜôåò åðáíÝñ÷ïíôáé

óôï óýóôçìá êáé Ýôóé ôá ìïíôÝëá áõôÜ äåí ðåñéãñÜöïíôáé óôï ðëáßóéï ôçò ïíïìáôïëïãßáò Kendall. Ðñïò

ôï ðáñüí, åðïìÝíùò, ìÝíïõìå óôï ðëáßóéï ôùí ìïíôÝëùí ÷ùñßò åðáíáðñïóðÜèåéåò, üðïõ ç ÷ùñçôéêüôçôá

ôïõ óõóôÞìáôïò áíôéóôïé÷åß óôïí áñéèìü k ôçò ïíïìáôïëïãßáò ôïõ Kendall.

Ç ðåéèáñ÷ßá ïõñÜò åßíáé ï ôñüðïò ìå ôïí ïðïßï ôï óýóôçìá äéáëÝãåé ðïéüí ðåëÜôç èá åîõðçñåôÞóåé,

ìüëéò âñåèåß êÜðïéïò äéáèÝóéìïò õðçñÝôçò. Ç ðëÝïí êëáóéêÞ ðåéèáñ÷ßá ïõñÜò åßíáé ç FCFS (First-

Come-First-Served) êáôÜ ôçí ïðïßá ïé ðåëÜôåò åîõðçñåôïýíôáé óýìöùíá ìå ôç óåéñÜ ôçò ÜöéîÞò ôïõò.

¸ôóé, ìüëéò áäåéÜóåé Ýíáò õðçñÝôçò, åðéëÝãåôáé ãéá åîõðçñÝôçóç ï ðåëÜôçò ðïõ Ý÷åé áöé÷èåß ðñþôïò

áðü üëïõò ðïõ ðåñéìÝíïõí. Ç ðåéèáñ÷ßá áõôÞ ìïéÜæåé ç ðéï äßêáéç ìå ðñþôç ìáôéÜ êáé ÷ñçóéìïðïéåßôáé

ðåñéóóüôåñï áðü ïðïéáäÞðïôå Üëëç óôçí ðåñßðôùóç ðïõ ïé ðåëÜôåò åßíáé Üíèñùðïé êáé ìÜëéóôá Ý÷ïõí

ïðôéêÞ åðáöÞ ìå ôï ôß óõìâáßíåé óôï óýóôçìá (êáé åðïìÝíùò ìðïñïýí êáé âëÝðïõí ðüôå öèÜíïõí ïé Üëëïé

ðåëÜôåò). Óå äéÜöïñåò åöáñìïãÝò, ðÜíôùò, ÷ñçóéìïðïéïýíôáé êáé Üëëåò ðåéèáñ÷ßåò ïõñÜò, üðùò ç LCFS

(Last-Come-First-Served) êáôÜ ôçí ïðïßá ïé ðåëÜôåò åîõðçñåôïýíôáé áíôßóôñïöá áðü ôç óåéñÜ áöéîÞò

ôïõò, ç SIRO (Service-In-Random-Order) üðïõ ïé ðåëÜôåò åîõðçñåôïýíôáé ôõ÷áßá, ÷ùñßò íá ëáìâÜíåôáé

õðüøéí ç óåéñÜ áöéîÞò ôïõò, ç SSTF (Shortest-Service-Time-First) üðïõ åðéëÝãåôáé ðñïò åîõðçñÝôçóç

ï ðåëÜôçò ðïõ Ý÷åé ôï ìéêñüôåñï ÷ñüíï åîõðçñÝôçóçò ê.á. ÕðÜñ÷ïõí åðßóçò ðåéèáñ÷ßåò ïõñÜò ãéá ôçí

ðåñßðôùóç ðïõ õðÜñ÷ïõí äéÜöïñá åßäç ðåëáôþí êáé ôï óýóôçìá ôïõò áíôéìåôùðßæåé äéáöïñåôéêÜ. Óôçí
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ðåñßðôùóç áõôÞ åßíáé äõíáôüí êÜðïéá åßäç ðåëáôþí íá Ý÷ïõí ðñïôåñáéüôçôá Ýíáíôé êÜðïéùí Üëëùí,

ïðüôå ìéëÜìå ãéá ðåéèáñ÷ßåò ïõñþí ìå ðñïôåñáéüôçôåò. ÃåíéêÜ, áí óêåöèïýìå ðñáêôéêÝò åöáñìïãÝò

ôùí ïõñþí áíáìïíÞò èá óõíåéäçôïðïéÞóïõìå üôé õðÜñ÷åé ìåãÜëç ðïéêéëßá óôéò ðåéèáñ÷ßåò ïõñÜò ðïõ

÷ñçóéìïðïéïýíôáé (óêåöôåßôå ôá ôáìåßá ãéá ðåëÜôåò ìå ìÝ÷ñé 10 ðñïúüíôá óôá supermarket, ôá ôáìåßá

ãéá åðé÷åéñçìáôéêÝò óõíáëëáãÝò óôéò ôñÜðåæåò, ôéò êñáôÞóåéò èÝóåùí óå åóôéáôüñéá êëð.).

Ç ÷ùñçôéêüôçôá ôïõ óõóôÞìáôïò k êáé/Þ ðåéèáñ÷ßá ïõñÜò ìðïñåß íá ðáñáëåßðïíôáé óôçí ïíïìáôïëï-

ãßá Kendall, áõôü óõìâáßíåé óôçí ðåñßðôùóç ðïõ Ý÷ïõìå áðåñéüñéóôç ÷ùñçôéêüôçôá (k = ∞) Þ ðåéèáñ÷ßá

FCFS áíôßóôïé÷á.

ÐáñÜäåéãìá 1: Ç M=M=1 ïõñÜ åßíáé Ýíá óýóôçìá åîõðçñÝôçóçò ìå Poisson äéáäéêáóßá áößîåùí (áíå-

îÜñôçôïõò åêèåôéêïýò åíäéÜìåóïõò ÷ñüíïõò áößîåùí), åêèåôéêïýò ÷ñüíïõò åîõðçñÝôçóçò êáé 1 õðçñÝôç

ðïõ Ý÷åé Üðåéñç ÷ùñçôéêüôçôá êáé ëåéôïõñãåß õðü ôçí ðåéèáñ÷ßá ïõñÜò FCFS.

ÐáñÜäåéãìá 2: Ç GI=E2=1=5(SIRO) ïõñÜ åßíáé Ýíá óýóôçìá åîõðçñÝôçóçò ìå áíáíåùôéêÞ äéáäéêáóßá

áößîåùí (áíåîÜñôçôïõò êáé éóüíïìïõò åíäéÜìåóïõò ÷ñüíïõò áößîåùí), Erlang-2 ÷ñüíïõò åîõðçñÝôçóçò

êáé 1 õðçñÝôç ðïõ Ý÷åé ÷ùñçôéêüôçôá ãéá 5 ðåëÜôåò êáé ëåéôïõñãåß õðü ôçí ðåéèáñ÷ßá ïõñÜò SIRO.

ÐïëëÝò öïñÝò ç äéáäéêáóßá áößîåùí êáé/ç êáôáíïìÞ ôùí ÷ñüíùí åîõðçñÝôçóçò äåí åßíáé áêñéâþò

ãíùóôÞ. Óôçí ðåñßðôùóç áõôÞ ìðïñåß íá äßíåôáé êÜðïéá áäñÞ ðëçñïöïñßá ãéá ôï ðþò Ýñ÷ïíôáé êáé

ðþò åîõðçñåôïýíôáé ïé ðåëÜôåò. Ð.÷. ìðïñåß íá äßíåôáé ï ìÝóïò åíäéÜìåóïò ÷ñüíïò a ìåôáîý äõï

äéáäï÷éêþí áößîåùí êáé ï ìÝóïò ÷ñüíïò åîõðçñÝôçóçò b. Éóïäýíáìá, ìðïñåß íá äßíåôáé ï ñõèìüò áößîåùí

� = 1=a êáé ï ñõèìüò åîõðçñÝôçóçò � = 1=b. Ôá a êáé b Ý÷ïõí ôç öõóéêÞ Ýííïéá ôçò ðåñéüäïõ ôùí

äéáäéêáóéþí ôùí áößîåùí êáé ôùí åîõðçñåôÞóåùí áíôßóôïé÷á, åíþ ôá � êáé � áíôéóôïé÷ïýí óôç öõóéêÞ

Ýííïéá ôçò óõ÷íüôçôáò. Ìå ôüóï åëëåéðÞ ðëçñïöïñßá, âåâáßùò, ôá áðïôåëÝóìáôá ðïõ èá ðñïêýøïõí áðü

ôç ìáèçìáôéêÞ áíÜëõóç ìðïñåß íá åßíáé ôåëåßùò áíáîéüðéóôá. Ãéá ôçí åîáãùãÞ áóöáëþí óõìðåñáóìÜôùí

÷ñåéÜæåôáé íá åßíáé ãíùóôÞ ç êáôáíïìÞ ôùí áíôßóôïé÷ùí ÷ñüíùí Þ ôïõëÜ÷éóôïí êÜðïéåò ñïðÝò áíþôåñçò

ôÜîçò. ÌåôÜ ôç ìÝóç ôéìÞ, ç äéáóðïñÜ ôùí ÷ñüíùí ìåôáîý ôùí áößîåùí êáé/Þ ôùí ÷ñüíùí åîõðçñÝôçóçò

åðçñåÜæåé óçìáíôéêÜ ôçí áðüäïóç åíüò óõóôÞìáôïò.

2 ÌÝôñá áðüäïóçò óõóôÞìáôïò

Áöïý ðåñéãñáöåß Ýíá óýóôçìá, ôï ðñüâëçìá ðïõ ôßèåôáé åßíáé íá ðñïâëÝøïõìå ðþò èá óõìðåñéöÝñåôáé.

ÔõðéêÜ åñùôÞìáôá ðïõ áðáó÷ïëïýí ôç èåùñßá ôùí ïõñþí áíáìïíÞò åßíáé:

1. Ðüóoé ðåëÜôåò èá âñßóêïíôáé óôï óýóôçìá êáôÜ ìÝóï üñï ìéá ôõ÷ïýóá ÷ñïíéêÞ óôéãìÞ;

2. Ðüóï ÷ñüíï èá ðåñÜóåé óôï óýóôçìá êáôÜ ìÝóï üñï Ýíáò ðåëÜôçò;

3. Ðïéü ðïóïóôü ôïõ ÷ñüíïõ ôïõ èá âñßóêåôáé áðáó÷ïëçìÝíïò Ýíáò õðçñÝôçò ðïõ äïõëåýåé óôï óõ-

ãêåêñéìÝíï óýóôçìá;
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¼ðùò âëÝðïõìå õðÜñ÷ïõí åñùôÞìáôá ðïõ áðáó÷ïëïýí ôï äéá÷åéñéóôÞ ôïõ óõóôÞìáôïò, ðïõ âëÝðåé

ôï óýóôçìá óõíïëéêÜ, óáí åîùôåñéêüò ðáñáôçñçôÞò (åñþôçìá 1), åñùôÞìáôá ðïõ áðáó÷ïëïýí ôïõò

ðåëÜôåò, ðïõ åðéäñïýí óôï óýóôçìá ìüíï ðáñïäéêÜ êáé êáôüðéí öåýãïõí (åñþôçìá 2) êáé åñùôÞìáôá

ðïõ áðáó÷ïëïýí ôïõò õðçñÝôåò, ðïõ åðéäñïýí äéáñêþò óôï óýóôçìá (åñþôçìá 3). Åßíáé óçìáíôéêü

íá êáôáíïçèåß üôé áõôïß ïé ðáñÜãïíôåò ôïõ óõóôÞìáôïò (äéá÷åéñéóôÞò, ðåëÜôåò êáé õðçñÝôåò) Ý÷ïõí

äéáöïñåôéêÝò ïðôéêÝò êáé ãéá ôï ëüãï áõôü õðÜñ÷ïõí ìÝôñá áðüäïóçò ôïõ óõóôÞìáôïò ðïõ ó÷åôßæïíôáé

ìå ôçí ïðôéêÞ ôïõ êáèåíüò.

Ãéá ôï äéá÷åéñéóôÞ ôïõ óõóôÞìáôïò ç ðéï óçìáíôéêÞ ðëçñïöïñßá åßíáé ï áñéèìüò ôùí ðåëáôþí ðïõ

âñßóêïíôáé óôï óýóôçìá ìéá ôõ÷áßá ÷ñïíéêÞ óôéãìÞ. ¸ôóé ïñßæïõìå

• Q(t) ôïí áñéèìü ôùí ðåëáôþí óôï óýóôçìá ôç óôéãìÞ t,

• Qq(t) ôïí áñéèìü ôùí ðåëáôþí óôï ÷þñï áíáìïíÞò ôç óôéãìÞ t (ï äåßêôçò q ìðáßíåé ãéá íá èõìßæåé

üôé áíáöåñüìáóôå óôï ðëÞèïò ôùí ðåëáôþí óôçí ïõñÜ - queue),

• Qs(t) ôïí áñéèìü ôùí ðåëáôþí óôï ÷þñï åîõðçñÝôçóçò ôç óôéãìÞ t (ï äåßêôçò s ìðáßíåé ãéá íá

èõìßæåé üôé áíáöåñüìáóôå óôï ðëÞèïò ôùí ðåëáôþí õðü åîõðçñÝôçóç - service).

Ðáñáôçñïýìå üôé

Q(t) = Qq(t) +Qs(t):

Åíäéáöåñüìáóôå ãéá ôï ôß óõìâáßíåé óôï óýóôçìá óå êáôÜóôáóç éóïññïðßáò, äçëáäÞ êáèþò t → ∞ êáé

ãéá ôï ëüãï áõôü ìáò åíäéáöÝñïõí ïé ïñéáêÝò ðéèáíüôçôåò

pj = lim
t→∞Pr[Q(t) = j]; j = 0; 1; : : : : (1)

Ç pj åßíáé ç ïñéáêÞ ðéèáíüôçôá óå óõíå÷Þ ÷ñüíï íá âñßóêïíôáé j ðåëÜôåò óôï óýóôçìá. Ìéá ðñþôç

ôçò åñìçíåßá åðïìÝíùò åßíáé üôé åêöñÜæåé ôçí ðéèáíüôçôá íá âñßóêïíôáé j ðåëÜôåò óôï óýóôçìá, áí ôï

êïéôÜîïõìå óå êÜðïéá ÷ñïíéêÞ óôéãìÞ ðïõ Ý÷åé ðáñÝëèåé ðïëýò ÷ñüíïò áðü ôçí Ýíáñîç ëåéôïõñãßáò ôïõ

óõóôÞìáôïò êáé åðïìÝíùò ç åðßäñáóç ôçò áñ÷éêÞò êáôÜóôáóçò ôïõ óõóôÞìáôïò (áñéèìüò ðåëáôþí óå áõôü

êáôÜ ôçí Ýíáñîç ôçò ëåéôïõñãßáò ôïõ) Ý÷åé ÷áèåß. Åßíáé üìùò óçìáíôéêüôåñï íá ôçí áíôéëáìâáíüìáóôå

ùò ôï ìáêñïðñüèåóìï ðïóïóôü ôïõ ÷ñüíïõ ðïõ âñßóêïíôáé j ðåëÜôåò óôï óýóôçìá, äçëáäÞ óáí ôï üñéï

(ìå ðéèáíüôçôá 1)

pj = lim
t→∞

×ñüíïò óôï [0,t] ðïõ âñßóêïíôáé j ðåëÜôåò óôï óýóôçìá
t

= lim
t→∞

∫ t
0 1{Q(u) = j}du

t
; (2)

üðïõ ìå 1{Q(u) = j} óõìâïëßæïõìå ôç äåßêôñéá ôõ÷áßá ìåôáâëçôÞ ôïõ åíäå÷ïìÝíïõ {Q(u) = j} ðïõ

ðáßñíåé ôçí ôéìÞ 1 üôáí Q(u) = j êáé ôçí ôéìÞ 0 äéáöïñåôéêÜ.

Åßíáé üìùò ïé åêöñÜóåéò - ïñéóìïß (1) êáé (2) éóïäýíáìåò; Ç áðÜíôçóç åßíáé üôé \íáß, åßíáé éóï-

äýíáìåò" êÜôù áðü ðïëý ãåíéêÝò óõíèÞêåò, óõãêåêñéìÝíá üôáí ç óôï÷áóôéêÞ äéáäéêáóßá {Q(t)} åßíáé
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áíáãåííçôéêÞ äéáäéêáóßá (regenerative process). ÐñáêôéêÜ áõôü óçìáßíåé üôé ðñÝðåé íá õðÜñ÷ïõí ÷ñï-

íéêÜ óçìåßá óôçí åîÝëéîç ôçò {Q(t)} óôá ïðïßá ç äéáäéêáóßá óõìðåñéöÝñåôáé óáí íá îåêéíÜåé áðü ôçí

áñ÷Þ. Óôéò ïõñÝò áíáìïíÞò êáôÜ êáíüíá áõôü éó÷ýåé êáé ìÜëéóôá ôá óçìåßá áõôÜ åßíáé ïé ÷ñïíéêÝò

óôéãìÝò ðïõ óôï óýóôçìá öèÜíåé Ýíáò ðåëÜôçò ðïõ ôï âñßóêåé êåíü. Ãéá ìéá áõóôçñÞ óõæÞôçóç ðÜíù

óôï èÝìá ôùí áíáãåííçôéêþí äéáäéêáóéþí ìðïñåß êáíåßò íá áíáôñÝîåé óôá âéâëßá ôùí Öáêßíïõ (2003) êáé

Wol� (1989). ¼ëá ôá óõóôÞìáôá ðïõ èá ìåëåôÞóïõìå åßíáé áíáãåííçôéêÜ êáé êáôÜ óõíÝðåéá ïé ïñéáêÝò

ðéèáíüôçôåò éóïýíôáé ìå ðïóïóôÜ, üðùò åßäáìå óôçí ðåñßðôùóç ôùí (1) êáé (2) ðáñáðÜíù. Ãéá ôï ëüãï

áõôü óå ü,ôé áêïëïõèåß èá ðáñáèÝôïõìå åíéáßá ôéò äõï åêöñÜóåéò, ÷ùñßò ðåñáéôÝñù ìíåßá.

Óõìâïëßæïíôáò ìå Q ôçí ïñéáêÞ ôõ÷áßá ìåôáâëçôÞ ðïõ Ý÷åé ôçí êáôáíïìÞ (pj : j = 0; 1; : : :) ïñßæïõìå

Q íá åßíáé ôï ïñéáêü ìÝóï ðëÞèïò ðåëáôþí óôï óýóôçìá (éóïäýíáìá ôï ìáêñïðñüèåóìï ìÝóï ðëÞèïò

ðåëáôþí óôï óýóôçìá) ðïõ äßíåôáé ùò

Q = E[Q] = lim
t→∞

1
t

∫ t

0
Q(u)du: (3)

Áí Ý÷ïõìå ðñïóäéïñßóåé ôçí (pj : n = 0; 1; : : :) (ðñÜãìá ðïõ äåí åßíáé ðÜíôá åýêïëï) ôüôå ìðïñïýìå íá

õðïëïãßóïõìå ôï Q áðü ôç ó÷Ýóç E[Q] =
∑∞

j=0 jpj . Óå êÜðïéåò ðåñéðôþóåéò ôï Q ìðïñåß íá õðïëïãéóôåß

êáé áðåõèåßáò ìå ðéèáíïèåùñçôéêÜ åðé÷åéñÞìáôá, ÷ñçóéìïðïéþíôáò êÜðïéá âáóéêÜ áðïôåëÝóìáôá ðïõ èá

ðáñïõóéáóôïýí ðáñáêÜôù. Ïìïßùò ìå ôï Q ïñßæïíôáé ôá Qq êáé Qs.

Ãéá ôïõò ðåëÜôåò ôï ðéï óçìáíôéêü ìÝôñï áðüäïóçò åßíáé ï ÷ñüíïò ðïõ ðáñáìÝíïõí óôï óýóôçìá.

¸ôóé ïñßæïõìå

• Sn ôï ÷ñüíï ðáñáìïíÞò óôï óýóôçìá ôïõ n-ïóôïý ðåëÜôç,

• Wn ôï ÷ñüíï áíáìïíÞò óôçí ïõñÜ (ìÝ÷ñé íá áñ÷ßóåé ç åîõðçñÝôçóç) ôïõ n-ïóôïý ðåëÜôç,

• Xn ôï ÷ñüíï åîõðçñÝôçóçò ôïõ n-ïóôïý ðåëÜôç.

Ðáñáôçñïýìå üôé

Sn = Wn +Xn:

Åíäéáöåñüìáóôå êáé ðÜëé ãéá ôï ôß óõìâáßíåé óå êáôÜóôáóç éóïññïðßáò êáé ãé áõôü åíäéáöåñüìáóôå ãéá

ôçí ïñéáêÞ êáôáíïìÞ ôïõ ÷ñüíïõ ðáñáìïíÞò

FS(x) = lim
n→∞Pr[Sn ≤ x]

= lim
n→∞

ÐëÞèïò ðåëáôþí ðïõ ðáñáìÝíïõí ãéá ÷ñüíï ≤ x ìåôáîý ôùí ðñþôùí n
n

= lim
n→∞

1
n

n∑

k=1

1{Sk ≤ x}; x ≥ 0;

üðïõ ìå 1{Sk ≤ x} óõìâïëßæïõìå ôç äåßêôñéá óõíÜñôçóç ôïõ åíäå÷ïìÝíïõ {Sk ≤ x} (ï k-ïóôüò ðåëÜôçò

íá ðáñáìåßíåé óôï óýóôçìá ôï ðïëý ãéá ÷ñüíï x) ðïõ ðáßñíåé ôçí ôéìÞ 1 üôáí Sk ≤ x êáé ôçí ôéìÞ 0

äéáöïñåôéêÜ.
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Óõìâïëßæïíôáò ìå S ôçí ïñéáêÞ ôõ÷áßá ìåôáâëçôÞ ðïõ Ý÷åé ôçí êáôáíïìÞ (FS(x) : x ≥ 0) ïñßæïõìå

S íá åßíáé o ïñéáêüò ìÝóïò ÷ñüíïò ðáñáìïíÞò åíüò ðåëÜôç óôï óýóôçìá (éóïäýíáìá ï ìáêñïðñüèåóìïò

ìÝóïò ÷ñüíïò ðáñáìïíÞò óôï óýóôçìá) ðïõ äßíåôáé ùò

S = E[S] = lim
n→∞

1
n

n∑

k=1

Sk:

Ï õðïëïãéóìüò ôïõ S åßíáé åýêïëïò áí Ý÷ïõìå õðïëïãßóåé ôçí êáôáíïìÞ (FS(x) : x ≥ 0) Þ ôçí

áíôßóôïé÷ç óõíÜñôçóç ðõêíüôçôáò ðéèáíüôçôáò (fS(x) : x ≥ 0). ÐñÜãìáôé ÷ñåéÜæåôáé íá ÷ñçóéìïðïéÞ-

óïõìå ôç ó÷Ýóç E[S] =
∫∞
0 xfS(x)dx =

∫∞
0 (1−FS(x))dx êáé åðïìÝíùò ðñüêåéôáé ãéá Ýíáí õðïëïãéóìü

ñïõôßíáò (ï ïðïßïò ìðïñåß ðÜíôùò íá Ý÷åé áñêåôÝò ðñÜîåéò). Óå êÜðïéåò ðåñéðôþóåéò üìùò, ôï S ìðïñåß

íá õðïëïãéóôåß êáé áðåõèåßáò ôáõôü÷ñïíá ìå ôï Q ìå ðéèáíïèåùñçôéêÜ åðé÷åéñÞìáôá. Ïìïßùò ìå ôï S

ïñßæïíôáé ôá W êáé X.

Ùò êýêëïò áðáó÷üëçóçò ôïõ óõóôÞìáôïò ïñßæåôáé ôï äéÜóôçìá áðü ôçí áíá÷þñçóç åíüò ðåëÜôç ðïõ

áöÞíåé ôï óýóôçìá êåíü, ìÝ÷ñé ôçí åðüìåíç áíá÷þñçóç ðåëÜôç ðïõ èá áöÞóåé ôï óýóôçìá êåíü. ÊÜèå

ôÝôïéïò êýêëïò áñ÷ßæåé ìå Ýíá ÷ñïíéêü äéÜóôçìá ðïõ ôï óýóôçìá ðáñáìÝíåé êåíü ìÝ÷ñé íá åìöáíéóôåß ï

ðñþôïò ðåëÜôçò. Ôï äéÜóôçìá áõôü áíáöÝñåôáé ùò ìéá ðåñßïäïò áñãßáò ôïõ óõóôÞìáôïò. Áðü ôç óôéãìÞ

ðïõ èá áöé÷èåß ï ðñþôïò ðåëÜôçò ôï óýóôçìá èá åßíáé óõíå÷þò áðáó÷ïëçìÝíï ìÝ÷ñé íá ôåëåéþóåé ï

êýêëïò áðáó÷üëçóçò. Ôï äéÜóôçìá áõôü áíáöÝñåôáé ùò ìéá ðåñßïäïò óõíå÷ïýò ëåéôïõñãßáò ôïõ óõóôÞ-

ìáôïò. Ïé äéÜñêåéåò ôùí ðåñéüäùí áñãßáò I, ôùí ðåñéüäùí óõíå÷ïýò ëåéôïõñãßáò Y êáé ôùí êýêëùí

áðáó÷üëçóçò Z ìáò åíäéáöÝñïõí êõñßùò áðü ôçí ïðôéêÞ óêïðéÜ ôùí õðçñåôþí êáé ôïõ äéá÷åéñéóôÞ ôïõ

óõóôÞìáôïò áöïý ôá ìÝôñá áõôÜ åßíáé óçìáíôéêÜ ãéá íá ëçöèïýí áðïöÜóåéò ó÷åôéêÜ ìå ôç óõíôÞñçóç

ôïõ óõóôÞìáôïò Þ ìå äéáêïðÝò-äéáëåßìáôá ôùí õðçñåôþí. Éó÷ýåé üôé Z = I+Y . Ãéá ôï ëüãï áõôü åíäéá-

öåñüìáóôå ãéá ôç ìåëÝôç ôùí áíôßóôïé÷ùí ïñéáêþí êáôáíïìþí FI(x), FY (x) êáé FZ(x), Þ ôïõëÜ÷éóôïí

ôùí áíôßóôïé÷ùí ìÝóùí ôéìþí ôïõò I, Y êáé Z.

3 ÅìöõôåõìÝíåò äéáäéêáóßåò óå óôéãìÝò áößîåùí êáé áíá÷ùñÞóåùí

¼ðùò åßðáìå ðáñáðÜíù ï äéá÷åéñéóôÞò ôïõ óõóôÞìáôïò, ðïõ ìðïñåß íá èåùñçèåß ùò Ýíáò åîùôåñéêüò

ðáñáôçñçôÞò ôïõ óõóôÞìáôïò, Ý÷åé ìéá äéáöïñåôéêÞ áíôßëçøç áðü ôïõò ðåëÜôåò ôïõ óõóôÞìáôïò. Ãéá ôï

ëüãï áõôü ïñßóáìå êáé ôá äéÜöïñá ìÝôñá áðüäïóçò. Ãéá íá ãßíåé ðåñéóóüôåñï êáôáíïçôÞ ç äéáöïñÜ ôùí

äõï ïðôéêþí, äéá÷åéñéóôÞ-åîùôåñéêïý ðáñáôçñçôÞ êáé ðåëáôþí áò öáíôáóôïýìå üôé Ý÷ïõìå Ýíá D=D=1

óýóôçìá êáé áò åîåôÜóïõìå ôß áíôéëáìâÜíåôáé ï äéá÷åéñéóôÞò êáé ôß ïé ðåëÜôåò.

Óå Ýíá ðñþôï óåíÜñéï, áò õðïèÝóïõìå üôé Ý÷ïõìå áößîåéò óå óôáèåñÜ ÷ñïíéêÜ äéáóôÞìáôá, êÜèå 10

ëåðôÜ êáé üôé ïé ÷ñüíïé åîõðçôÝôçóçò åßíáé åðßóçò óôáèåñïß êáé ßóïé ìå 9 ëåðôÜ. Ôüôå ï äéá÷åéñéóôÞò

âëÝðåé ôï óýóôçìá ðïëý áðáó÷ïëçìÝíï, ãéá ôçí áêñßâåéá âëÝðåé üôé ôï 90% ôïõ ÷ñüíïõ óôï óýóôçìá

õðÜñ÷åé 1 ðåëÜôçò åíþ ìüíï Ýíá 10% ôïõ ÷ñüíïõ ôï óýóôçìá åßíáé Üäåéï. Áðü ôçí Üëëç ìåñéÜ êÜèå
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ðåëÜôçò âëÝðåé ôï óýóôçìá Üäåéï ôç óôéãìÞ ðïõ öèÜíåé óå áõôü (áöïý ï ðñïçãïýìåíïò ðåëÜôçò Ý÷åé

öýãåé ðñéí 1 ëåðôü).

-
t

6
Q(t)

1

s
9

s s
19 29

s
39 · · ·

Óå Ýíá äåýôåñï óåíÜñéï, áò õðïèÝóïõìå üôé ïé ÷ñüíïé ìåôáîý ôùí áößîåùí åßíáé êáé ðÜëé óôáèåñïß êáé

ßóïé ìå 10 ëåðôÜ, áëëÜ ôþñá èåùñïýìå üôé ïé ÷ñüíïé åîõðçñÝôçóçò äéáñêïýí 1 ëåðôü ãéá êÜèå ðåëÜôç.

Ôþñá ï äéá÷åéñéóôÞò âëÝðåé ôï óýóôçìá ðïëý ëßãï áðáó÷ïëçìÝíï, áöïý ôï 10% ìüëéò ôïõ ÷ñüíïõ

õðÜñ÷åé 1 ðåëÜôçò åíþ ôï 90% ôïõ ÷ñüíïõ ôï óýóôçìá åßíáé Üäåéï. Áðü ôçí Üëëç ìåñéÜ ç åíôýðùóç ðïõ

áðïêïìßæåé êÜèå ðåëÜôçò öèÜíïíôáò óôï óýóôçìá äåí äéáöÝñåé áðü ôçí åíôýðùóç ðïõ Ý÷ïõí ïé ðåëÜôåò

óôï ðñþôï óåíÜñéï: Êáé ðÜëé êÜèå ðåëÜôçò âëÝðåé ôï óýóôçìá Üäåéï ôç óôéãìÞ ðïõ åéóÝñ÷åôáé óå áõôü.

-
t

6
Q(t)

1

s
1

s s
11 21

s
31 · · ·

Ôï óõìðÝñáóìá åßíáé üôé ïé ïðôéêÝò ôïõ åîùôåñéêïý ðáñáôçñçôÞ êáé ôïõ ðåëÜôç ìðïñåß íá äßíïõí

ðïëý äéáöïñåôéêÝò åéêüíåò ãéá ôï ßäéï óýóôçìá. Åðßóçò äõï óõóôÞìáôá ìðïñåß íá ìïéÜæïõí ðáñüìïéá

õðü ôç ìßá ïðôéêÞ (üðùò ôá äõï óåíÜñéá õðü ôçí ïðôéêÞ ôùí ðåëáôþí) êáé íá åßíáé ðïëý äéáöïñåôéêÜ õðü

ôçí Üëëç ïðôéêÞ (üðùò ôá äõï óåíÜñéá õðü ôçí ïðôéêÞ ôïõ äéá÷åéñéóôÞ). Áí óêåöôïýìå üôé ïé ðåëÜôåò

äåí åßíáé ðáèçôéêÝò ïíôüôçôåò áëëÜ ìðïñåß íá áðïöáóßæïõí ôé èá êÜíïõí óå ó÷Ýóç ìå ôï óýóôçìá (ð.÷.

íá ìðïõí óå áõôü Þ íá öýãïõí) Ý÷åé ìåãÜëç óçìáóßá íá ðïóïôéêïðïéÞóïõìå ìå êÜðïéï ôñüðï ôï ðþò

áíôéëáìâÜíïíôáé ôï óõíùóôéóìü ôïõ óõóôÞìáôïò ïé ðåëÜôåò êáôÜ ôçí ÜöéîÞ ôïõò Þ ôçí áíá÷þñçóÞ ôïõò.

Ðñïò ôï óêïðü áõôü Ýóôù t1 < t2 < t3 < : : : ïé äéáäï÷éêÝò óôéãìÝò áößîåùí êáé �1 < �2 < �3 < : : :

ïé äéáäï÷éêÝò óôéãìÝò áíá÷ùñÞóåùí ôùí ðåëáôþí. Îåêéíþíôáò áðü ôç óôï÷áóôéêÞ äéáäéêáóßá {Q(t)}
ðïõ ðåñéãñÜöåé ôïí áñéèìü ôùí ðåëáôþí óôï óýóôçìá óå óõíå÷Þ ÷ñüíï, ïñßæïõìå ôéò åìöõôåõìÝíåò

äéáäéêáóßåò {Q−n } êáé {Q+
n } óå óôéãìÝò áößîåùí êáé áíá÷ùñÞóåùí ðåëáôþí áíôßóôïé÷á. ¸ôóé ïñßæïõìå

• Q−n = Q(t−n ) ôïí áñéèìü ôùí ðåëáôþí áìÝóùò ðñéí ôçí n-ïóôÞ Üöéîç ðåëÜôç (äçëáäÞ ôùí áñéèìü

ôùí ðáñüíôùí ðåëáôþí ðïõ âëÝðåé ï n-ïóôüò ðåëÜôçò êáèþò åéóÝñ÷åôáé óôï óýóôçìá),
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• Q+
n = Q(�+

n ) ôïí áñéèìü ôùí ðåëáôþí áìÝóùò ìåôÜ ôçí n-ïóôÞ áíá÷þñçóç ðåëÜôç (äçëáäÞ ôùí

áñéèìü ôùí ðåëáôþí ðïõ áöÞíåé ðßóù ôïõ êáôÜ ôçí Ýîïäï ôïõ ï n-ïóôüò ðåëÜôçò ðïõ öåýãåé áðü

ôï óýóôçìá).

Åíäéáöåñüìáóôå ãéá ôéò áíôßóôïé÷åò ïñéáêÝò êáôáíïìÝò ðïõ ðåñéãñÜöïõí ôçí åíôýðùóç ðïõ äéáìïñ-

öþíåé Ýíáò ðåëÜôçò ôç óôéãìÞ ðïõ åéóÝñ÷åôáé óôï óýóôçìá êáé ôç óôéãìÞ ðïõ áíá÷ùñåß áðü áõôü, åöüóïí

ôï óýóôçìá âñßóêåôáé óå êáôÜóôáóç éóïññïðßáò. ÓõãêåêñéìÝíá ïñßæïõìå:

rj = lim
n→∞Pr[Q−n = j]

= lim
n→∞

ÐëÞèïò áößîåùí ðïõ âñßóêïõí j ðåëÜôåò óôï óýóôçìá ìåôáîý ôùí ðñþôùí n
n

= lim
n→∞

1
n

n∑

k=1

1{Q−k = j}; j = 0; 1; : : :

êáé

dj = lim
n→∞Pr[Q+

n = j]

= lim
n→∞

ÐëÞèïò áíá÷ùñÞóåùí ðïõ áöÞíïõí j ðåëÜôåò óôï óýóôçìá ìåôáîý ôùí ðñþôùí n
n

= lim
n→∞

1
n

n∑

k=1

1{Q+
k = j}; j = 0; 1; : : : :

Ïé rj êáé dj åßíáé ïé ïñéáêÝò ðéèáíüôçôåò íá âñßóêïíôáé j ðåëÜôåò óôï óýóôçìá óå óôéãìÝò áößîåùí

êáé áíá÷ùñÞóåùí áíôßóôïé÷á, åíþ ç pj åßíáé ç ïñéáêÞ ðéèáíüôçôá óå óõíå÷Þ ÷ñüíï. ¼ðùò êáé ç pj , Ýôóé

êáé ïé rj êáé dj Ý÷ïõí åñìçíåßåò ùò ðïóïóôÜ. ÓõãêåêñéìÝíá ç rj åêöñÜæåé ôï ìáêñïðñüèåóìï ðïóïóôü

ôùí áößîåùí ðïõ âñßóêïõí j ðåëÜôåò óôï óýóôçìá, åíþ ç dj åêöñÜæåé ôï ìáêñïðñüèåóìï ðïóïóôü ôùí

áíá÷ùñÞóåùí ðïõ áöÞíïõí j ðåëÜôåò óôï óýóôçìá.

Äåí õðÜñ÷åé êÜðïéïò ëüãïò ïé ïñéáêÝò êáôáíïìÝò (pj), (rj) êáé (dj) íá óõìðßðôïõí êáé ãåíéêÜ áõôü

äåí éó÷ýåé. ÐñÜãìáôé, ðáñáôçñåßóôå üôé óôá äõï óåíÜñéá ãéá ôçíD=D=1 ïõñÜ ðïõ ðåñéãñÜøáìå ðáñáðÜíù

åß÷áìå r0 = 1 êáé rj = 0; j ≥ 1, åíþ óôï ðñþôï óåíÜñéï åß÷áìå p0 = 0:1, p1 = 0:9, pj = 0; j ≥ 2 êáé

óôï äåýôåñï åß÷áìå p0 = 0:9, p1 = 0:1, pj = 0; j ≥ 2.

4 Ñõèìüò óõíùóôéóìïý - ÅõóôÜèåéá

Ôï ìÝóï ðïóü åñãáóßáò ðïõ åéóÝñ÷åôáé ðñïò äéåêðåñáßùóç óôï óýóôçìá áíÜ ÷ñïíéêÞ ìïíÜäá áíáöÝñåôáé

ùò ï ñõèìüò óõíùóôéóìïý � êáé éóïýôáé ìå ôï ãéíüìåíï ôïõ ñõèìïý áößîåùí � åðß ôï ìÝóï ÷ñüíï

åîõðçñÝôçóçò b:

� = �b:

Ôï ðïóü ôçò åñãáóßáò ðïõ ìðïñåß íá äéåêðåñáéþóåé ôï óýóôçìá áíÜ ÷ñïíéêÞ ìïíÜäá åßíáé ßóï ìå ôï

ðëÞèïò ôùí õðçñåôþí c áöïý êÜèå õðçñÝôçò ìðïñåß íá äéåêðåñáéþóåé ìéá ìïíÜäá åñãáóßáò áíÜ ÷ñïíéêÞ
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ìïíÜäá. ¸ôóé ãéá íá åßíáé ôï óýóôçìá åõóôáèÝò êáé íá íá ìçí áðåéñßæåôáé ç ïõñÜ áíáìÝíïõìå äéáéóèçôéêÜ

üôé èá ðñÝðåé ôï ìÝóï ðïóü åñãáóßáò ðïõ åéóÝñ÷åôáé áíÜ ÷ñïíéêÞ ìïíÜäá íá åßíáé ìéêñüôåñï áðü ôç

ìÝãéóôç äõíáôüôçôá äéåêðåñáßùóçò ôïõ óõóôÞìáôïò áíÜ ÷ñïíéêÞ ìïíÜäá. ÐñÜãìáôé, áðïäåéêíýåôáé üôé

Èåþñçìá 1 - ÅõóôÜèåéá: Óôï GI=G=c óýóôçìá ìå óõíå÷Þ êáôáíïìÞ ãéá ôïõò åíäéÜìåóïõò ÷ñüíïõò

ìåôáîý ôùí áößîåùí êáé/Þ ôïõò ÷ñüíïõò åîõðçñÝôçóçò éó÷ýåé Ýíá áêñéâþò áðü ôá ðáñáêÜôù:

1. � < c ïðüôå ôï óýóôçìá åßíáé åõóôáèÝò, äçëáäÞ õðÜñ÷ïõí ïé êáôáíïìÝò (pj), (rj) êáé (dj) êáé

åßíáé pj > 0; j ≥ 0 êáé
∑∞

j=0 pj = 1 (êáé üìïéá ãéá ôéò (rj) êáé (dj)).

2. � ≥ c ïðüôå ôï óýóôçìá åßíáé áóôáèÝò, äçëáäÞ ôï ðëÞèïò ôùí ðåëáôþí áðåéñßæåôáé êáèþò t→∞
êáé pj = rj = dj = 0; j ≥ 0.

Ç áðüäåéîç ôïõ áðïôåëÝóìáôïò áõôïý åßíáé éäéáßôåñá ðåñßðëïêç. Ï åíäéáöåñüìåíïò áíáãíþóôçò

ðáñáðÝìðåôáé óôï âéâëßï ôùí Baccelli and Bremaud (1994) üðïõ áðïäåéêíýïíôáé èåùñÞìáôá åõóôÜèåéáò

êáé Üëëá èåùñçôéêÜ áðïôåëÝóìáôá êÜôù áðü ãåíéêÝò óõíèÞêåò.

5 Éäéüôçôá ìåìïíùìÝíùí ìåôáâÜóåùí êáé éäéüôçôá PASTA

¼ðùò åßðáìå ïé ïñéáêÝò êáôáíïìÝò (pj), (rj) êáé (dj) ãåíéêÜ äåí óõìðßðôïõí. ÕðÜñ÷ïõí üìùò äõï ðåñé-

ðôþóåéò óôéò ïðïßåò êÜðïéåò áðü áõôÝò óõìðßðôïõí. ÓõãêåêñéìÝíá Ý÷ïõìå ôá áêüëïõèá áðïôåëÝóìáôá.

Èåþñçìá 2 - Éäéüôçôá ìåìïíùìÝíùí ìåôáâÜóåùí: Óå óõóôÞìáôá åîõðçñÝôçóçò óôá ïðïßá ïé ðåëÜ-

ôåò Ýñ÷ïíôáé êáé áíá÷ùñïýí ìåìïíùìÝíá, äçëáäÞ äåí õðÜñ÷ïõí ïìáäéêÝò áößîåéò ïýôå ïìáäéêÝò áíá÷ù-

ñÞóåéò ïé ïñéáêÝò êáôáíïìÝò óå óôéãìÝò áößîåùí êáé óå óôéãìÝò áíá÷ùñÞóåùí óõìðßðôïõí: (rj) = (dj).

Èåþñçìá 3 - Éäéüôçôá Poisson Arrivals See Time Averages (PASTA): Óå óõóôÞìáôá åîõðçñÝ-

ôçóçò óôá ïðïßá ïé ðåëÜôåò Ýñ÷ïíôáé óýìöùíá ìå ìéá äéáäéêáóßá Poisson (äçëáäÞ ïé åíäéÜìåóïé ÷ñüíïé

ìåôáîý ôùí áößîåùí åßíáé áíåîÜñôçôïé êáé éóüíïìïé ìå åêèåôéêÞ êáôáíïìÞ) ïé ïñéáêÝò êáôáíïìÝò óå

óôéãìÝò áößîåùí êáé óå óõíå÷Þ ÷ñüíï óõìðßðôïõí: (rj) = (pj).

Ç äéáéóèçôéêÞ áéôéïëüãçóç ôçò éäéüôçôá PASTA åßíáé üôé ç äéáäéêáóßá Poisson ìïíôåëïðïéåß ôçí éäÝá

ôùí åíôåëþò ôõ÷áßùí áößîåùí óôï ÷ñüíï êáé åðïìÝíùò ç ðáñáôÞñçóç ôïõ áñéèìïý ôùí ðåëáôþí êáôÜ ôç

óôéãìÞ ôçò Üöéîç åíüò ðåëÜôç óôï óýóôçìá éóïäõíáìåß ìå ôçí ðáñáôÞñçóç ôïõ áñéèìïý ôùí ðåëáôþí óå

ìéá ôõ÷áßá ÷ñïíéêÞ óôéãìÞ (óå óõíå÷Þ ÷ñüíï).

Ç áõóôçñÞ áðüäåéîç áõôþí ôùí áðïôåëåóìÜôùí êÜôù áðü ôüóï ãåíéêÝò óõíèÞêåò åßíáé áñêåôÜ áðáé-

ôçôéêÞ. Ï åíäéáöåñüìåíïò áíáãíþóôçò ðáñáðÝìðåôáé óôï âéâëßï ôùí Baccelli and Bremaud (1994), üðïõ

õðÜñ÷ïõí êáé Üëëá óõíáöÞ áðïôåëÝóìáôá. Óôï âéâëßï ôïõ Öáêßíïõ (2003) õðÜñ÷åé ìéá ðåñéãñáöÞ áõôþí

ôùí áðïäåéêôéêþí éäåþí.
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ÖõóéêÜ ìðïñïýìå íá óõíäõÜóïõìå ôá äõï áõôÜ áðïôåëÝóìáôá êáé ôüôå Ý÷ïõìå üôé óå óõóôÞìáôá ðïõ

ïé ðåëÜôåò Ýñ÷ïíôáé óýìöùíá ìå ìéá äéáäéêáóßá Poisson êáé Ý÷ïõìå ìåìïíùìÝíåò ìåôáâÜóåéò (áößîåéò,

áíá÷ùñÞóåéò) üëåò ïé ïñéáêÝò êáôáíïìÝò óõìðßðôïõí: (pj) = (rj) = (dj).

6 Ï íüìïò ôïõ Little

Ï íüìïò ôïõ Little åßíáé Ýíá ðïëý ãåíéêü áðïôÝëåóìá ðïõ óõíäÝåé ôï ìÝóï ðëÞèïò ðåëáôþí óôï óýóôçìá

E[Q], ôï ñõèìü áößîåùí � êáé ôï ìÝóï ÷ñüíï ðáñáìïíÞò åíüò ðåëÜôç E[S] óå áõôü. ÓõãêåêñéìÝíá

Ý÷ïõìå

Èåþñçìá 4 - Íüìïò ôïõ Little: ¸óôù Ýíá óýóôçìá åîõðçñÝôçóçò ìå ìÝóï ðëÞèïò ðåëáôþí E[Q],

ñõèìü áößîåùí � êáé ìÝóï ÷ñüíï ðáñáìïíÞò ðåëÜôç E[S]. Ôüôå

E[Q] = �E[S]:

ÄéáéóèçôéêÜ, ôï áðïôÝëåóìá ôïõ Little ìðïñåß íá ãßíåé êáôáíïçôü èåùñþíôáò üôé êÜèå ðåëÜôçò

ðëçñþíåé 1 ÷ñçìáôéêÞ ìïíÜäá áíÜ ÷ñïíéêÞ ìïíÜäá ðáñáìïíÞò ôïõ óôï óýóôçìá. Ôüôå ï äéá÷åéñéóôÞò ôïõ

óõóôÞìáôïò ëáìâÜíåé E[Q] ÷ñçìáôéêÝò ìïíÜäåò óôç ìïíÜäá ôïõ ÷ñüíïõ, áí õðïèÝóïõìå üôé ç ðëçñùìÞ

ãßíåôáé êáôÜ ôñüðï \óõíå÷Þ". Áðü ôçí Üëëç ìåñéÜ ç ìÝóç åßóðñáîç ôïõ äéá÷åéñéóôÞ óôç ìïíÜäá ôïõ

÷ñüíïõ èá ðñÝðåé íá åßíáé ç ßäéá áí ïé ðåëÜôåò ðëçñþíïõí \ðñïêáôáâïëéêÜ", äçëáäÞ áí ìå ôçí åßóïäü ôïõò

óôï óýóôçìá äßíïõí üëï ôï ðïóü ãéá ôçí ðáñáìïíÞ ôïõò. ÁëëÜ ôüôå èá Ý÷ïõìå êáôÜ ìÝóï üñï � ðåëÜôåò

áíÜ ÷ñïíéêÞ ìïíÜäá êáé ï êáèÝíáò èá ðëçñþíåé E[S] ÷ñçìáôéêÝò ìïíÜäåò, ïðüôå ç óõíïëéêÞ åßóðñáîç

ôïõ äéá÷åéñéóôÞ èá åßíáé �E[S] ÷ñçìáôéêÝò ìïíÜäåò óôç ìïíÜäá ôïõ ÷ñüíïõ. Áöïý ôá äõï ðïóÜ ðñÝðåé

íá åßíáé ßóá (óõíå÷Þò åßóðáñáîç - ðñïêáôáâïëéêÞ åßóðñáîç) Ý÷ïõìå ôç ó÷Ýóç E[Q] = �E[S]. ÁõóôçñÝò

áðïäåßîåéò ôïõ èåùñÞìáôïò Little Ý÷ïõí ãßíåé êÜôù áðü ðïëý ãåíéêÝò óõíèÞêåò. Ï åíäéáöåñüìåíïò

áíáãíþóôçò ðáñáðÝìðåôáé óôéò åñãáóßåò ôùí Little (1961) êáé Stidham (1974). Óôï âéâëßï ôïõ Öáêßíïõ

(2003) õðÜñ÷åé Ýíá óêáñßöçìá áõôþí ôùí áðïäåéêôéêþí éäåþí.

Ôï áðïôÝëåóìá ôïõ Little ìðïñåß íá åöáñìïóôåß êáé óå õðïóõóôÞìáôá åíüò óõóôÞìáôïò, äßíïíôáò

åíäéáöÝñïíôáé áðïôåëÝóìáôá. Óôçí ðåñßðôùóç áõôÞ ôï E[Q] èá áíáöÝñåôáé óôï ìÝóï ðëÞèïò ðåëáôþí

óôï óõãêåêñéìÝíï õðïóýóôçìá, ôï � óôï ñõèìü Üöéîçò óôï óõãêåêñéìÝíï õðïóýóôçìá êáé ôï E[S] óôï

÷ñüíï ðáñáìïíÞò åíüò ðåëÜôç óôï óõãêåêñéìÝíï õðïóýóôçìá.

Èåùñþíôáò ùò õðïóýóôçìá ôï ÷þñï áíáìïíÞò åíüò óõóôÞìáôïò (äçëáäÞ ôçí ïõñÜ) ðáßñíïõìå ôç

ó÷Ýóç

E[Qq] = �E[W ];

äçëáäÞ ï ìÝóïò áñéèìüò ðåëáôþí óôçí ïõñÜ éóïýôáé ìå ôï ñõèìü áößîåùí åðß ôï ìÝóï ÷ñüíï áíáìïíÞò

åíüò ðåëÜôç ìÝ÷ñé íá áñ÷ßóåé ç åîõðçñÝôçóÞ ôïõ.
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Èåùñþíôáò ùò õðïóýóôçìá ôï ÷þñï åîõðçñÝôçóçò åíüò óõóôÞìáôïò ðáßñíïõìå ôç ó÷Ýóç

E[Qs] = �E[X] = �b = �;

äçëáäÞ ï ìÝóïò áñéèìüò ðåëáôþí óôï ÷þñï åîõðçñÝôçóçò ðïõ ðñïöáíþò ôáõôßæåôáé ìå ôïí ìÝóï áñéèìü

áðáó÷ïëçìÝíùí õðçñåôþí éóïýôáé ìå ôï ñõèìü óõíùóôéóìïý ôïõ óõóôÞìáôïò. ¸ôóé Ý÷ïõìå ìéá äåýôåñç

åñìçíåßá ôïõ ñõèìïý óõíùóôéóìïý. ¼÷é ìüíï åßíáé ôï ìÝóï ðïóü åñãáóßáò ðïõ åéóÝñ÷åôáé óôï óýóôçìá

áíÜ ÷ñïíéêÞ ìïíÜäá áëëÜ åðéðëÝïí åêöñÜæåé êáé ôï ìÝóï áñéèìü áðáó÷ïëçìÝíùí õðçñåôþí ìéá ôõ÷ïýóá

÷ñïíéêÞ óôéãìÞ. ÅðåéäÞ ï ìÝóïò áñéèìüò áðáó÷ïëçìÝíùí õðçñåôþí éóïýôáé ìå ôï ðëÞèïò c ôùí õðçñåôþí

åðß ôçí ðéèáíüôçôá Ýíáò õðçñÝôçò íá åßíáé áðáó÷ïëçìÝíïò óõìðåñáßíïõìå üôé

Ðéèáíüôçôá áðáó÷ïëçìÝíïõ õðçñÝôç=Ðïóïóôü ôïõ ÷ñüíïõ áðáó÷üëçóçò õðçñÝôç =
�
c
:

ÅéäéêÜ ãéá ôçí GI=G=1 ïõñÜ Ý÷ïõìå

� = E[Qs] = 0 Pr[Qs = 0] + 1Pr[Qs = 1] = Pr[Qs = 1] = Pr[Q ≥ 1] = 1− p0;

åðïìÝíùò óôçí ðåñßðôùóç áõôÞ Ý÷ïõìå

p0 = Ðéèáíüôçôá êåíïý óõóôÞìáôïò = 1− �:

Ç éäéüôçôá PASTA óå óõíäõáóìü ìå ôï èåþñçìá Little ìðïñïýí íá ÷ñçóéìïðïéçèïýí ãéá íá õðïëïãß-

óïõìå ìå ðéèáíïèåùñçôéêïýò óõëëïãéóìïýò êáé åëÜ÷éóôïõò õðïëïãéóìïýò ôá ìÝôñá áðüäïóçò E[Q] êáé

E[S] ãéá áñêåôÜ óõóôÞìáôá, ÷ùñßò íá ÷ñåéáóôåß íá õðïëïãßóïõìå ôéò áíôßóôïé÷åò êáôáíïìÝò. Ç áíÜëõóç

áõôÞ áíáöÝñåôáé óõ÷íÜ ùò áíÜëõóç ìÝóçò ôéìÞò (Mean Value Analysis - MVA) êáé åßíáé Ýíá éäéáßôåñá

éó÷õñü åñãáëåßï.
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