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Τελική εξέταση 29 Ιουνίου 2021

1. (25 Βαθμοί) 'Εστω pΩ,F ,Pq χώρος πιθανότητας, G � F σ-άλγεβρα, και X : Ω Ñ R τυχαία

μεταβλητή με EpX2q   8. Θέτουμε Y :� E
�
tX � EpX|Gqu2|G

�
.

(α) Να δειχθεί ότι η διασπορά της τυχαίας μεταβλητής EpX|Gq ισούται με ErtEpX|Gqu2s�tEpXqu2
.

(β) Να δειχθεί ότι

VarpXq � EpYq � VarpEpX|Gqq.

2. (20 Βαθμοί) 'Εστω pXnqnPN ανέλιξη σε χώρο πιθανότητας pΩ,F ,Pq στον οποίο έχουμε και μια

διήθηση pFnqnPN. [Xn : ΩÑ R για κάθε n P N]

(α) Πότε η ανέλιξη pXnqnPN λέγεται supermartingale ως προς τη διήθηση pFnqnPN;

(β) Αν η pXnqnPN είναι supermartingale ως προς τη διήθηση pFnqnPN και η ακολουθία pEpXnqqnPN είναι

σταθερή, να δειχθεί ότι η pXnqnPN είναι martingale ως προς την pFnqnPN.

3. (25 Βαθμοί) Θέτουμε X :�
³8

0 Bs e�s ds.

(α) Να δειχθεί ότι PpX P Rq � 1.

(β) Να υπολογιστούν οι EpXq,EpX2q.

(γ) Να δειχθεί ότι X � Np0, σ2q για κάποιο σ P p0,8q το οποίο και να προσδιοριστεί.

[Κάντε το (β) ή το (γ).]

4. (25 Βαθμοί) Καθένα από τα παρακάτω στοχαστικά ολοκληρώματα να εκφραστεί με τη βοήθεια

των τιμών t, Bt και ενός ολοκληρώματος Riemann της μορφής
³t

0 hps, Bsq ds για κατάλληλη συνεχή

συνάρτηση h.

(α)
³t

0 cospsq dBs.

(β)
³t

0 seBs dBs.

5. (20 Βαθμοί) Βρείτε μια λύση της στοχαστικής διαφορικής εξίσωσης

dXt � 6X1{2
t dt � 4X3{4

t dBt

X0 � 1

που να ορίζεται τουλάχιστον για κάθε t σε ένα διάστημα της μορφής r0, t0pωqq όπου t0pωq ¡ 0 για

κάθε ω P Ω. Ορίστε το t0pωq.

[Υπόδειξη: Δοκιμάστε λύση της μορφής Xt :� f pBtq για κατάλληλη συνάρτηση f P C2pRq την

οποία και να προσδιορίσετε.]

Στις ασκήσεις 3, 4, 5, η B είναι μια μονοδιάστατη τυπική κίνηση Brown.

Η διάρκεια της εξέτασης είναι 11
2 ώρα. 'Αριστα είναι το 100. Καλή επιτυχία!



Υπενθυμίσεις. 1. Για κάθε h : r0,8q Ñ RBorel-μετρήσιμησυνάρτησημε a :�
�³8

0 h2psq ds
�1{2

P

p0,8q, η τυχαία μεταβλητή » 8

0
hpsq dBs

είναι καλά ορισμένη, παίρνει τιμές στο R, και έχει κατανομή Np0, a2q.

2. EpBsBtq � s ^ t για κάθε s, t P r0,8q.

3.
³t

0 xe�x dx � 1 � p1 � tqe�t
για κάθε t P R.



Απαντήσεις

3. (α) Αρκεί Y :�
³8

0 |Bse�s| ds   8 με πιθανότητα 1.

1ος τρόπος. Δείχνουμε EpYq   8...

2ος τρόπος. 'Εστω Ω0 :� tω P Ω : limtÑ8 Bt{t � 0u. Ισχύει PpΩ0q � 1. Για κάθε ω P Ω0 υπάρχει

t0pωq ώστε |Bt|   t για κάθε t ¡ t0pωq. 'Επειτα» 8

t0pωq
|Bse�s| ds  

» 8

t0pωq
se�s ds   8.

'Αρα ...

(β) EpXq � 0,EpX2q � 1{2.

(γ) Από τον κανόνα διαφόρισης γινομένου έχουμε

Bte�t �

» t

0
e�s dBs �

» t

0
e�sBs ds

για κάθε t ¡ 0. Για t Ñ 8, το αριστερό μέλος τείνει στο 0 (με πιθανότητα 1). 'Αρα, με πιθανότητα

1, έχουμε

X �

» 8

0
e�s dBs

και το συμπέρασμα έπεται από την υπενθύμιση 1.

5. Μια λύση όπως ζητιέται είναι η

Xt :� pBt � 1q4

για 0 ¤ t ¤ t0pωq, όπου t0pωq :� infts ¥ 0 : Bs � �1u. Με πιθανότητα 1 έχουμε t0pωq P p0,8q
γιατί ...

Επίσης, αν θέσουμε f pxq � px � 1q41x¥�1, τότε η f P C2pRq και η Xt :� f pBtq είναι λύση για

t P r0,8q.


