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Ενδιάμεση εξέταση 17 Απριλίου 2021

1. (25 Βαθμοί) (α) 'Εστω pXnqnPN� ανεξάρτητες τυχαίες μεταβλητές με EpXiq � 0 για κάθε i P N�
.

Θέτουμε

S 0 :� 0,

S n :� X1 � X2 � � � � � Xn για κάθε n P N�.

Επίσης, θεωρούμε τη διήθηση F0 :� tH,Ωu,Fn :� σptX1, . . . , Xnuq, n P N�
. Να δειχθεί ότι η

ανέλιξη pS nqnPN είναι martingale ως προς τη διήθηση pFnqnPN.

(β) Αν στο ερώτημα (α) αντικαταστήσουμε την υπόθεση «EpXiq � 0 για κάθε i P N�
» με την

«EpX1q � 3 για κάθε i P N�
», να βρεθεί σταθερά c ώστε η ανέλιξη Yn :� S n � cn (για κάθε n P N)

να είναι martingale ως προς τη διήθηση pFnqnPN.

2. (25 Βαθμοί) 'Εστω pXnqnPN, pYnqnPN submartingales ως προς τη διήθηση pFnqnPN. Να δειχθεί ότι οι

ανελίξεις

(α) pXn _ YnqnPN

(β) peXnqnPN

είναι submartingales ως προς τη διήθηση pFnqnPN. Για το (β) υποθέτουμε επιπλέον ότι EpeXnq   8

για κάθε n P N.

3. (30 Βαθμοί) 'Εστω B μονοδιάστατη τυπική κίνηση Brown.
(α) Ποια η κατανομή της τυχαίας μεταβλητής Bp2q � Bp3q � 2Bp6q;
(β) Να υπολογιστεί η διασπορά της τυχαίας μεταβλητής Bp1qBp3q.
(γ) Να υπολογιστεί η μέση τιμή της τυχαίας μεταβλητής

³1
0 BpsqeBp2sq ds.

4. (25 Βαθμοί) 'Εστω pFtqtPr0,8q διήθηση σε έναν χώρο πιθανότητας pΩ,F ,Pq.
(α) Πότε μια συνάρτηση T : Ω Ñ r0,8s λέγεται χρόνος διακοπής; Να δειχθεί ότι κάθε χρόνος

διακοπής είναι μετρήσιμη συνάρτηση.

(β) Αν οι S ,T είναι χρόνοι διακοπής και a P r1,8q, να δειχθεί ότι χρόνοι διακοπής είναι επίσης

και οι χρόνοι S ^ T, aS .

Για μια Z � Np0, 1q ισχύει EpetZq � et2{2
για κάθε t P R και EpZ4q � 3.

Η διάρκεια της εξέτασης είναι 11
2 ώρα. 'Αριστα είναι το 100. Καλή επιτυχία!
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