
Tο κανονικό γραµµικό µοντέλο

΄Εστω το µοντέλο πολλαπλής γραµµικής παλινδρόµησης

Yi = β0 + β1xi1 + β2xi2 + . . .+ βpxip + ϵi , i = 1, 2, . . . , n

ϵi ∼ N(0, σ2)

ϵi ⊥⊥ ϵj (i ̸= j) ανεξάρτητες

Το µοντέλο µπορεί να γραφεί στην µορφή πινάκων ως

Y =


Y1

Y2

...

Yn


n×1

, X =


1 x11 x12 . . . x1p

1 x21 x22 . . . x2p

...
...

... . . .
...

1 xn1 xn2 . . . xnp


n×(p+1)
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Tο κανονικό γραµµικό µοντέλο

β =


β1

β2

...

βp


(p+1)×1

, ϵ =


ϵ1

ϵ2

...

ϵn


n×1

,

Εποµένως,

Y = Xβ + ϵ

Παρατηρήσεις

Στην ϑεωρία της γραµµικής παλινδρόµηση, ο πίνακας σχεδιασµού (design

matrix) ϑεωρείται σταθερός - εξετάζουµε την κατανοµή Y |X , άρα ⇒
E(Y ) = Xβ και Var(Y ) = Var(ϵ) = σ2In αφού τα σφάλµατα είναι

ανεξάρτητα µεταξύ τους.

΄Επεται από τα ϑεωρήµατα γραµµικού συνδυασµού κανονικών

Y ∼ N(Xβ, σ2In).
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Για να ϐρούµε εκτιµητές των παραµέτρων, αρκεί να ελαχιστοποιήσουµε το

άθροισµα των τετραγωνικών αποστάσεων

Q(β) = (Y − Xβ)⊤(Y − Xβ) = Y⊤Y + βX⊤Xβ − 2β⊤X⊤Y

Παραγωγίζουµε ως προς β

∂Q(β)

∂β
= 2X⊤Xβ − 2X⊤Y = 0 ⇒

(X⊤X )β̂ = X⊤Y ⇒
β̂ = (X⊤X )−1X⊤Y

Πρέπει ο πίνακας X⊤X να είναι ϑετικά ορισµένος.

Αυτό µπορεί να επιβεβαιωθεί εφόσον καµία µεταβλητή (στήλη του X ) εκ

των X1, X2, . . . , Xp δεν είναι γραµµικός συνδυασµός των υπολοίπων

(ϑυµηθείτε το Ϲήτηµα της πολυσυγγραµµικότητας).
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Συµπεράσµατα

Η κατανοµή του β είναι (p + 1)-διάστατη κανονική ως γραµµικός

συνδυασµών κανονικών κατανοµών

E(β̂) = (X⊤X )−1X⊤
E(Y ) = (X⊤X )−1(X⊤X )β = β

Var(β̂) = (X⊤X )−1X⊤(σ2In)X{(X⊤X )−1}⊤

= σ2(X⊤X )−1(X⊤X )(X⊤X )−1 = σ2(X⊤X )−1

Εποµένως,

β̂ ∼ N

{
β, σ2(X⊤X )−1

}
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