
Kef�laio 1

UpakoloujÐec kai basikèc
akoloujÐec

1.1 UpakoloujÐec

Orismìc 1.1.1. 'Estw (an) mia akoloujÐa pragmatik¸n arijm¸n. H akolou-
jÐa (bn) lègetai upakoloujÐa thc (an) an up�rqei gnhsÐwc aÔxousa akoloujÐa
fusik¸n arijm¸n k1 < k2 < · · · < kn < kn+1 < · · · ¸ste

bn = akn gia k�je n ∈ N.

Me �lla lìgia, oi ìroi thc (bn) eÐnai oi ak1 , ak2 , . . . , akn , . . ., ìpou k1 < k2 <

· · · < kn < kn+1 < · · · . Genik�, mia akoloujÐa èqei pollèc (sun jwc �peirec
to pl joc) diaforetikèc upakoloujÐec.

ParadeÐgmata 1.1.2. 'Estw (an) mia akoloujÐa pragmatik¸n arijm¸n.
(a) H upakoloujÐa (a2n) twn {�rtiwn ìrwn} thc (an) èqei ìrouc touc

a2, a4, a6, . . . .

Ed¸, kn = 2n.
(b) H upakoloujÐa (a2n−1) twn {peritt¸n ìrwn} thc (an) èqei ìrouc touc

a1, a3, a5, . . . .

Ed¸, kn = 2n− 1.
(g) H upakoloujÐa (an2) thc (an) èqei ìrouc touc

a1, a4, a9, . . . .

Ed¸, kn = n2.
(d) K�je telikì tm ma (am, am+1, am+2, . . .) thc (an) eÐnai upakoloujÐa thc
(an). Ed¸, kn = m + n− 1.
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Parat rhsh 1.1.3. 'Estw (kn) mia gnhsÐwc aÔxousa akoloujÐa fusik¸n
arijm¸n. Tìte, kn ≥ n gia k�je n ∈ N.
Apìdeixh. Me epagwg : afoÔ o k1 eÐnai fusikìc arijmìc, eÐnai fanerì ìti
k1 ≥ 1. Gia to epagwgikì b ma upojètoume ìti km ≥ m. AfoÔ h (kn) eÐnai
gnhsÐwc aÔxousa, èqoume km+1 > km, �ra km+1 > m. AfoÔ oi km+1 kai m

eÐnai fusikoÐ arijmoÐ, èpetai ìti km+1 ≥ m + 1 (jumhjeÐte ìti an�mesa ston
m kai ston m + 1 den up�rqei �lloc fusikìc). 2

H epìmenh Prìtash deÐqnei ìti an mia akoloujÐa sugklÐnei se pragmatikì
arijmì tìte ìlec oi upakoloujÐec thc eÐnai sugklÐnousec kai sugklÐnoun ston
Ðdio pragmatikì arijmì.

Prìtash 1.1.4. An an → a tìte gia k�je upakoloujÐa (akn) thc (an) isqÔei
akn → a.

Apìdeixh. 'Estw ε > 0. AfoÔ an → a, up�rqei n0 = n0(ε) ∈ N me thn ex c
idiìthta:

Gia k�je m ≥ n0 isqÔei |am − a| < ε.

Apì thn Parat rhsh 1.1.3 gia k�je n ≥ n0 èqoume kn ≥ n ≥ n0. Jètontac
loipìn m = kn sthn prohgoÔmenh sqèsh, paÐrnoume:

Gia k�je n ≥ n0 isqÔei |akn − a| < ε.

Autì apodeiknÔei ìti akn → a: gia to tuqìn ε > 0 br kame n0 ∈ N ¸ste ìloi
oi ìroi akn0

, akn0+1 , . . . thc (akn) na an koun sto (a− ε, a + ε). 2

Parat rhsh 1.1.5. H prohgoÔmenh Prìtash eÐnai polÔ qr simh an jèloume
na deÐxoume ìti mia akoloujÐa (an) den sugklÐnei se kanènan pragmatikì ari-
jmì. ArkeÐ na broÔme dÔo upakoloujÐec thc (an) oi opoÐec na èqoun diafore-
tik� ìria.

Gia par�deigma, ac jewr soume thn (an) = (−1)n. Tìte, a2n = (−1)2n =
1 → 1 kai a2n−1 = (−1)2n−1 = −1 → −1.

Ac upojèsoume ìti an → a. Oi (a2n) kai (a2n−1) eÐnai upakoloujÐec thc
(an), prèpei loipìn na isqÔei a2n → a kai a2n−1 → a. Apì th monadikìthta
tou orÐou thc (a2n) paÐrnoume a = 1 kai apì th monadikìthta tou orÐou thc
(a2n−1) paÐrnoume a = −1. Dhlad , 1 = −1. Katal xame se �topo, �ra h
(an) den sugklÐnei.

1.2 Je¸rhma Bolzano-Weierstrass

Je¸rhma 1.2.1 (Bolzano-Weierstrass). K�je fragmènh akoloujÐa èqei
toul�qiston mÐa upakoloujÐa pou sugklÐnei se pragmatikì arijmì.
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Ja d¸soume dÔo apodeÐxeic autoÔ tou Jewr matoc. H pr¸th basÐzetai sto
gegonìc ìti k�je monìtonh kai fragmènh akoloujÐa sugklÐnei. Gia na broÔme
sugklÐnousa upakoloujÐa miac fragmènhc akoloujÐac arkeÐ na broÔme mia
monìtonh upakoloujÐa thc. To teleutaÐo isqÔei entel¸c genik�, ìpwc deÐqnei
to epìmeno Je¸rhma:

Je¸rhma 1.2.2. K�je akoloujÐa èqei toul�qiston mÐa monìtonh upakolou-
jÐa.

Apìdeixh. Ja qreiastoÔme thn ènnoia tou shmeÐou koruf c miac akoloujÐac.

Orismìc 1.2.3. 'Estw (an) mia akoloujÐa pragmatik¸n arijm¸n. Lème ìti o
am eÐnai shmeÐo koruf c thc (an) an am ≥ an gia k�je n ≥ m.

[Gia na exoikeiwjeÐte me ton orismì elègxte ta ex c. An h (an) eÐnai fjÐnousa
tìte k�je ìroc thc eÐnai shmeÐo koruf c thc. An h (an) eÐnai gnhsÐwc aÔxousa
tìte den èqei kanèna shmeÐo koruf c.]

'Estw (an) mia akoloujÐa pragmatik¸n arijm¸n. DiakrÐnoume dÔo perip-
t¸seic:

(a) H (an) èqei �peira to pl joc shmeÐa koruf c. Tìte, up�rqoun fusikoÐ
arijmoÐ k1 < k2 < · · · < kn < kn+1 < · · · ¸ste ìloi oi ìroi ak1 , . . . , akn , . . .

na eÐnai shmeÐa koruf c thc (an) (exhg ste giatÐ). AfoÔ kn < kn+1 gia k�je
n ∈ N, h (akn) eÐnai upakoloujÐa thc (an). Apì ton orismì tou shmeÐou
koruf c blèpoume ìti gia k�je n ∈ N isqÔei akn ≥ akn+1 (èqoume kn+1 > kn

kai o akn eÐnai shmeÐo koruf c thc (an)). Dhlad ,

ak1 ≥ ak2 ≥ · · · ≥ akn ≥ akn+1 ≥ · · · .

'Ara, h upakoloujÐa (akn) eÐnai fjÐnousa.

(b) H (an) èqei peperasmèna to pl joc shmeÐa koruf c. Tìte, up�rqei N ∈ N
me thn ex c idiìthta: an m ≥ N tìte o am den eÐnai shmeÐo koruf c thc (an)
(p�rte N = k + 1 ìpou ak to teleutaÐo shmeÐo koruf c thc (an)   N = 1 an
den up�rqoun shmeÐa koruf c).

Me b�sh ton orismì tou shmeÐou koruf c autì shmaÐnei ìti: an m ≥ N

tìte up�rqei n > m ¸ste an > am.
Efarmìzoume diadoqik� to parap�nw. Jètoume k1 = N kai brÐskoume

k2 > k1 ¸ste ak2 > ak1 . Katìpin brÐskoume k3 > k2 ¸ste ak3 > ak2 kai oÔtw
kajex c. Up�rqoun dhlad  k1 < k2 < · · · < kn < kn+1 < · · · ¸ste

ak1 < ak2 < · · · < akn < akn+1 < · · · .

Tìte, h (akn) eÐnai gnhsÐwc aÔxousa upakoloujÐa thc (an). 2
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MporoÔme t¸ra na apodeÐxoume to Je¸rhma Bolzano-Weierstrass.

Apìdeixh tou Jewr matoc 1.2.1. 'Estw (an) fragmènh akoloujÐa. Apì to
Je¸rhma 1.2.2 h (an) èqei monìtonh upakoloujÐa (akn). H (akn) eÐnai monì-
tonh kai fragmènh, sunep¸c sugklÐnei se pragmatikì arijmì. 2

1.2aþ Apìdeixh me qr sh thc arq c tou kibwtismoÔ

H deÔterh apìdeixh tou Jewr matoc Bolzano-Weierstrass qrhsimopoieÐ thn
arq  twn kibwtismènwn diasthm�twn. 'Estw (an) mia fragmènh akoloujÐ-
a pragmatik¸n arijm¸n. Tìte, up�rqei kleistì di�sthma [b1, c1] sto opoÐo
an koun ìloi oi ìroi an.

QwrÐzoume to [b1, c1] se dÔo diadoqik� diast mata pou èqoun to Ðdio m koc
c1−b1

2 : ta
[
b1,

b1+c1
2

]
kai

[
b1+c1

2 , c1

]
. K�poio apì aut� ta dÔo diast mata

perièqei �peirouc to pl joc ìrouc thc (an). PaÐrnontac san [b2, c2] autì to
upodi�sthma tou [b1, c1] èqoume deÐxei to ex c.

Up�rqei kleistì di�sthma [b2, c2] ⊂ [b1, c1] to opoÐo perièqei �peirouc
ìrouc thc (an) kai èqei m koc

c2 − b2 =
c1 − b1

2
.

SuneqÐzoume me ton Ðdio trìpo: qwrÐzoume to [b2, c2] se dÔo diadoqik�
diast mata m kouc c2−b2

2 : ta
[
b2,

b2+c2
2

]
kai

[
b2+c2

2 , c2

]
. AfoÔ to [b2, c2]

perièqei �peirouc ìrouc thc (an), k�poio apì aut� ta dÔo diast mata per-
ièqei �peirouc to pl joc ìrouc thc (an). PaÐrnontac san [b3, c3] autì to
upodi�sthma tou [b2, c2] èqoume deÐxei to ex c.

Up�rqei kleistì di�sthma [b3, c3] ⊂ [b2, c2] to opoÐo perièqei �peirouc
ìrouc thc (an) kai èqei m koc

c3 − b3 =
c2 − b2

2
=

c1 − b1

22
.

SuneqÐzontac me ton Ðdio trìpo orÐzoume akoloujÐa
(
[bm, cm]

)
m∈N kleist¸n

diasthm�twn pou ikanopoieÐ ta ex c:

(i) Gia k�je m ∈ N isqÔei [bm+1, cm+1] ⊂ [bm, cm].

(ii) Gia k�je m ∈ N isqÔei cm − bm = (c1 − b1)/2m−1.

(iii) Gia k�je m ∈ N up�rqoun �peiroi ìroi thc (an) sto [bm, cm].
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Qrhsimopoi¸ntac thn trÐth sunj kh, mporoÔme na broÔme upakoloujÐa
(akm) thc (an) me thn idiìthta: gia k�je m ∈ N isqÔei akm ∈ [bm, cm].
Pr�gmati, up�rqei k1 ∈ N ¸ste ak1 ∈ [b1, c1] � gia thn akrÐbeia, ìloi oi ìroi
thc (an) brÐskontai sto [b1, c1]. T¸ra, afoÔ to [b2, c2] perièqei �peirouc ìrouc
thc (an), k�poioc apì autoÔc èqei deÐkth megalÔtero apì k1. Dhlad , up�rqei
k2 > k1 ¸ste ak2 ∈ [b2, c2]. Me ton Ðdio trìpo, an èqoun oristeÐ k1 < · · · < km

¸ste aks ∈ [bs, cs] gia k�je s = 1, . . . ,m, mporoÔme na broÔme km+1 > km

¸ste akm+1 ∈ [bm+1, cm+1] (diìti, to [bm+1, cm+1] perièqei �peirouc ìrouc
thc (an)). 'Etsi, orÐzetai mia upakoloujÐa (akm) thc (an) pou ikanopoieÐ to
zhtoÔmeno.

Ja deÐxoume ìti h (akm) sugklÐnei. Apì thn arq  twn kibwtismènwn di-
asthm�twn (kai lìgw thc (ii)) up�rqei monadikìc a ∈ R o opoÐoc an kei se
ìla ta kleist� diast mata [bm, cm]. JumhjeÐte ìti

lim
m→∞ bm = a = lim

m→∞ cm.

AfoÔ bm ≤ akm ≤ cm gia k�je m, to krit rio twn isosugklinous¸n akolou-
ji¸n deÐqnei ìti akm → a. 2

1.3 An¸tero kai kat¸tero ìrio akoloujÐac

Skopìc mac se aut n thn Par�grafo eÐnai na melet soume pio prosektik�
tic upakoloujÐec miac fragmènhc akoloujÐac. JumhjeÐte ìti an h akoloujÐa
(an) sugklÐnei se k�poion pragmatikì arijmì a tìte h kat�stash eÐnai polÔ
apl . An (akn) eÐnai tuqoÔsa upakoloujÐa thc (an), tìte akn → a. Dhlad ,
ìlec oi upakoloujÐec miac sugklÐnousac akoloujÐac sugklÐnoun kai m�lista
sto ìrio thc akoloujÐac.

Orismìc 1.3.1. 'Estw (an) mia akoloujÐa. Lème ìti o x ∈ R eÐnai ori-
akì shmeÐo (  upakoloujiakì ìrio   oriakì shmeÐo) thc (an) an up�rqei
upakoloujÐa (akn) thc (an) ¸ste akn → x.

Ta oriak� shmeÐa miac akoloujÐac qarakthrÐzontai apì to epìmeno L mma.

L mma 1.3.2. O x eÐnai oriakì shmeÐo thc (an) an kai mìno an gia k�je ε > 0
kai gia k�je m ∈ N up�rqei n ≥ m ¸ste |an − x| < ε.

Apìdeixh. Upojètoume pr¸ta ìti o x eÐnai oriakì shmeÐo thc (an). Up�rqei
loipìn upakoloujÐa (akn) thc (an) ¸ste akn → x.

'Estw ε > 0 kai m ∈ N. Up�rqei n0 ∈ N ¸ste |akn − x| < ε gia k�je
n ≥ n0. JewroÔme ton n1 = max{m,n0}. Tìte kn1 ≥ n1 ≥ m kai n1 ≥ n0,
�ra |akn1

− x| < ε.
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AntÐstrofa: PaÐrnoume ε = 1 kai m = 1. Apì thn upìjesh up�rqei k1 ≥
1 ¸ste |ak1 − x| < 1. Sth sunèqeia paÐrnoume ε = 1

2 kai m = k1 + 1.
Efarmìzontac thn upìjesh brÐskoume k2 ≥ k1 + 1 > k1 ¸ste |ak2 − x| < 1

2 .
Epagwgik� brÐskoume k1 < k2 < · · · < kn < · · · ¸ste

|akn − x| < 1
n

(k�nete mìnoi sac to epagwgikì b ma). EÐnai fanerì ìti akn → x. 2

'Estw (an) mia fragmènh akoloujÐa. Dhlad , up�rqei M > 0 ¸ste |an| ≤
M gia k�je n ∈ N. JewroÔme to sÔnolo

K = {x ∈ R : x eÐnai oriakì shmeÐo thc (an)}.

1. To K eÐnai mh kenì. Apì to Je¸rhma Bolzano-Weierstrass up�rqei
toul�qiston mÐa upakoloujÐa (akn) thc (an) pou sugklÐnei se pragmatikì
arijmì. To ìrio thc (akn) eÐnai ex orismoÔ stoiqeÐo tou K.

2. To K eÐnai fragmèno. An x ∈ K, up�rqei akn → x kai afoÔ −M ≤ akn ≤
M gia k�je n, èpetai ìti −M ≤ x ≤ M .

Apì to axÐwma thc plhrìthtac prokÔptei ìti up�rqoun ta supK kai inf K.
To epìmeno L mma deÐqnei ìti to K èqei mègisto kai el�qisto stoiqeÐo.

L mma 1.3.3. 'Estw (an) fragmènh akoloujÐa kai

K = {x ∈ R : x eÐnai oriakì shmeÐo thc (an)}.

Tìte, supK ∈ K kai inf K ∈ K.

Apìdeixh. 'Estw a = supK. Jèloume na deÐxoume ìti o a eÐnai oriakì shmeÐo
thc (an), kai sÔmfwna me to L mma 1.3.2 arkeÐ na doÔme ìti gia k�je ε > 0
kai gia k�je m ∈ N up�rqei n ≥ m ¸ste |an − a| < ε.

'Estw ε > 0 kai m ∈ N. AfoÔ a = supK, up�rqei x ∈ K ¸ste a − ε
2 <

x ≤ a. O x eÐnai oriakì shmeÐo thc (an), �ra up�rqei n ≥ m ¸ste |an−x| < ε
2 .

Tìte,
|an − a| ≤ |an − x|+ |x− a| < ε

2
+

ε

2
= ε.

Me an�logo trìpo deÐqnoume ìti inf K ∈ K. 2

Orismìc 1.3.4. 'Estw (an) mia fragmènh akoloujÐa. An

K = {x ∈ R : x eÐnai oriakì shmeÐo thc (an)},

orÐzoume
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(i) lim sup an = supK, to an¸tero ìrio thc (an),

(ii) lim inf an = inf K to kat¸tero ìrio thc (an).

SÔmfwna me to L mma 1.3.3, to lim sup an eÐnai to mègisto stoiqeÐo kai to
lim inf an eÐnai to el�qisto stoiqeÐo tou K antÐstoiqa:

Je¸rhma 1.3.5. 'Estw (an) fragmènh akoloujÐa. To lim sup an eÐnai o
megalÔteroc pragmatikìc arijmìc x gia ton opoÐo up�rqei upakoloujÐa (akn)
thc (an) me akn → x. To lim inf an eÐnai o mikrìteroc pragmatikìc arijmìc y

gia ton opoÐo up�rqei upakoloujÐa (aln) thc (an) me aln → y. 2

To an¸tero kai to kat¸tero ìrio miac fragmènhc akoloujÐac perigr�-
fontai mèsw twn perioq¸n touc wc ex c:

Je¸rhma 1.3.6. 'Estw (an) fragmènh akoloujÐa pragmatik¸n arijm¸n kai
èstw x ∈ R. Tìte,
(1) x ≤ lim sup an an kai mìno an: gia k�je ε > 0 to sÔnolo {n ∈ N : x− ε <

an} eÐnai �peiro.
(2) x ≥ lim sup an an kai mìno an: gia k�je ε > 0 to sÔnolo {n ∈ N : x+ ε <

an} eÐnai peperasmèno.
(3) x ≥ lim inf an an kai mìno an: gia k�je ε > 0 to sÔnolo {n ∈ N : an <

x + ε} eÐnai �peiro.
(4) x ≤ lim inf an an kai mìno an: gia k�je ε > 0 to sÔnolo {n ∈ N : an <

x− ε} eÐnai peperasmèno.
(5) x = lim sup an an kai mìno an: gia k�je ε > 0 to {n ∈ N : x − ε < an}
eÐnai �peiro kai to {n ∈ N : x + ε < an} eÐnai peperasmèno.
(6) x = lim inf an an kai mìno an: gia k�je ε > 0 to {n ∈ N : an < x + ε}
eÐnai �peiro kai to {n ∈ N : an < x− ε} eÐnai peperasmèno.

Apìdeixh. (1:⇒) 'Estw ε > 0. Up�rqei upakoloujÐa (akn) thc (an) me
akn → lim sup an, �ra up�rqei n0 ¸ste gia k�je n ≥ n0

akn > lim sup an − ε ≥ x− ε.

'Epetai ìti to {n : an > x− ε} eÐnai �peiro.
(2:⇒) 'Estw ε > 0. Ac upojèsoume ìti up�rqoun k1 < k2 < · · · < kn < · · ·
me akn > x + ε. Tìte, h upakoloujÐa (akn) thc (an) èqei ìlouc touc ìrouc
thc megalÔterouc apì x + ε. MporoÔme na broÔme sugklÐnousa upakoloujÐa
(aksn

) thc (akn) (apì to Je¸rhma Bolzano-Weierstrass) kai tìte aksn
→ y ≥

x+ε. 'Omwc tìte, h (aksn
) eÐnai upakoloujÐa thc (an) (exhg ste giatÐ), opìte

lim sup an ≥ y ≥ x + ε ≥ lim sup an + ε.
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Autì eÐnai �topo. 'Ara, to {n : an > x + ε} eÐnai peperasmèno.
(1: ⇐) 'Estw ìti x > lim sup an. Tìte up�rqei ε > 0 ¸ste an y = x − ε na
èqoume x > y > lim sup an. Apì thn upìjes  mac, to {n ∈ N : y < an} eÐnai
�peiro. 'Omwc y > lim sup an opìte apì thn (2: ⇒) to sÔnolo {n ∈ N : y <

an} eÐnai peperasmèno (gr�yte y = lim sup an + ε1 gia k�poio ε1 > 0). Oi
dÔo isqurismoÐ èrqontai se antÐfash.
(2:⇐) 'Omoia, upojètoume ìti x < lim sup an kai brÐskoume y ¸ste x < y <

lim sup an. AfoÔ y > x, sumperaÐnoume ìti to {n ∈ N : y < an} eÐnai peperas-
mèno (aut  eÐnai h upìjes  mac) kai afoÔ y < lim sup an sumperaÐnoume ìti to
{n ∈ N : y < an} eÐnai �peiro (apì thn (1:⇒).) 'Etsi katal goume se �topo.
H (5) eÐnai �mesh sunèpeia twn (1) kai (2).
Gia tic (3), (4) kai (6) ergazìmaste ìmoia. 2

Mia enallaktik  perigraf  twn lim sup an kai lim inf an dÐnetai apì to epìmeno
je¸rhma:

Je¸rhma 1.3.7. 'Estw (an) fragmènh akoloujÐa.
(a) Jètoume bn = sup{ak : k ≥ n}. Tìte, lim sup an = inf{bn : n ∈ N}.
(b) Jètoume γn = inf{ak : k ≥ n}. Tìte, lim inf an = sup{γn : n ∈ N}.
Apìdeixh. DeÐqnoume pr¸ta ìti oi arijmoÐ inf{bn : n ∈ N} kai sup{γn : n ∈
N} orÐzontai kal�:

Gia k�je n ∈ N, isqÔei γn ≤ an ≤ bn (exhg ste giatÐ). EpÐshc, h (bn)
eÐnai fjÐnousa, en¸ h (an) eÐnai aÔxousa (exhg ste giatÐ). AfoÔ h (an)
eÐnai fragmènh, èpetai ìti h (bn) eÐnai fjÐnousa kai k�tw fragmènh, en¸ h
(γn) eÐnai aÔxousa kai �nw fragmènh. Apì to je¸rhma sÔgklishc monìtonwn
akolouji¸n sumperaÐnoume ìti bn → inf{bn : n ∈ N} := b kai γn → sup{γn :
n ∈ N} := γ.

Ja deÐxoume ìti lim sup an = b. Apì to L mma 1.3.3 up�rqei upakoloujÐa
(akn) thc (an) me akn → lim sup an. 'Omwc, akn ≤ bkn kai bkn → b (exhg ste
giatÐ). 'Ara,

lim sup an = lim akn ≤ lim bkn = b.

Gia thn antÐstrofh anisìthta deÐqnoume ìti o b eÐnai oriakì shmeÐo thc (an).
'Estw ε > 0 kai èstw m ∈ N. Up�rqei n ≥ m ¸ste |b − bn| < ε

2 . All�,
bn = sup{ak : k ≥ n}, �ra up�rqei k ≥ n ≥ m ¸ste bn ≥ ak > bn− ε

2 dhlad 
|bn − ak| < ε

2 . 'Epetai ìti

|b− ak| ≤ |b− bn|+ |bn − ak| < ε

2
+

ε

2
= ε.

Apì to L mma 1.3.2 o b eÐnai oriakì shmeÐo thc (an), kai sunep¸c, b ≤
lim sup an.
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Me an�logo trìpo deÐqnoume ìti lim inf an = γ. 2

KleÐnoume me ènan qarakthrismì thc sÔgklishc gia fragmènec akoloujÐec.

Je¸rhma 1.3.8. 'Estw (an) fragmènh akoloujÐa. H (an) sugklÐnei an kai
mìno an lim sup an = lim inf an.

Apìdeixh. An an → a tìte gia k�je upakoloujÐa (akn) thc (an) èqoume
akn → a. Epomènwc, o a eÐnai to monadikì oriakì shmeÐo thc (an). 'Eqoume
K = {a}, �ra

lim sup an = lim inf an = a.

AntÐstrofa: èstw ε > 0. Apì to Je¸rhma 1.3.6 o arijmìc a = lim sup an =
lim inf an èqei thn ex c idiìthta:

Ta sÔnola {n ∈ N : an < a − ε} kai {n ∈ N : an > a + ε} eÐnai
peperasmèna.

Dhlad , to sÔnolo
{n ∈ N : |an − a| > ε}

eÐnai peperasmèno. IsodÔnama, up�rqei n0 ∈ N me thn idiìthta: gia k�je
n ≥ n0,

|an − a| ≤ ε.

AfoÔ to ε > 0  tan tuqìn, èpetai ìti an → a. 2

Parat rhsh 1.3.9. Ac upojèsoume ìti h akoloujÐa (an) den eÐnai fragmènh.
An h (an) den eÐnai �nw fragmènh, tìte up�rqei upakoloujÐa (akn) thc (an)
¸ste akn → +∞ (�skhsh). Me �lla lìgia, o +∞ eÐnai {oriakì shmeÐo}
thc (an). Se aut n thn perÐptwsh eÐnai logikì na orÐsoume lim sup an =
+∞. Entel¸c an�loga, an h (an) den eÐnai k�tw fragmènh, tìte up�rqei
upakoloujÐa (akn) thc (an) ¸ste akn → −∞ (�skhsh). Dhlad , o −∞ eÐnai
{oriakì shmeÐo} thc (an). Tìte, orÐzoume lim inf an = −∞.

1.4 AkoloujÐec Cauchy

O orismìc thc akoloujÐac Cauchy èqei san afethrÐa thn ex c parat rhsh:
ac upojèsoume ìti an → a. Tìte, oi ìroi thc (an) eÐnai telik� {kont�} sto a,
�ra eÐnai telik� kai {metaxÔ touc kont�}. Gia na ekfr�soume austhr� aut 
thn parat rhsh, ac jewr soume tuqìn ε > 0. Up�rqei n0 = n0(ε) ∈ N ¸ste
gia k�je n ≥ n0 na isqÔei |an − a| < ε

2 . Tìte, gia k�je n,m ≥ n0 èqoume

|an − am| ≤ |an − a|+ |a− am| < ε

2
+

ε

2
= ε.
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Orismìc 1.4.1. Mia akoloujÐa (an) lègetai akoloujÐa Cauchy (  basik 
akoloujÐa) an gia k�je ε > 0 up�rqei n0 = n0(ε) ∈ N ¸ste:

an m,n ≥ n0(ε), tìte |an − am| < ε.

Parat rhsh 1.4.2. An h (an) eÐnai akoloujÐa Cauchy, tìte gia k�je ε > 0
up�rqei n0 = n0(ε) ∈ N ¸ste

an n ≥ n0(ε), tìte |an − an+1| < ε.

To antÐstrofo den isqÔei: an, apì k�poion deÐkth kai pèra, diadoqikoÐ ìroi eÐ-
nai kont�, den èpetai ìti h akoloujÐa eÐnai Cauchy. Gia par�deigma, jewr ste
thn

an = 1 +
1√
2

+ · · ·+ 1√
n

.

Tìte,
|an+1 − an| = 1√

n + 1
→ 0

ìtan n →∞, ìmwc

|a2n − an| = 1√
n + 1

+ · · ·+ 1√
2n

≥ n√
2n

=
√

n√
2
→ +∞

ìtan n → ∞, ap� ìpou blèpoume ìti h (an) den eÐnai akoloujÐa Cauchy.
Pr�gmati, an h (an)  tan akoloujÐa Cauchy, ja èprepe (efarmìzontac ton
orismì me ε = 1) gia meg�la n,m = 2n na isqÔei

|a2n − an| < 1 dhlad 
√

n√
2

< 1,

to opoÐo odhgeÐ se �topo.

Skopìc mac eÐnai na deÐxoume ìti mia akoloujÐa pragmatik¸n arijm¸n eÐnai
sugklÐnousa an kai mìno an eÐnai akoloujÐa Cauchy. H apìdeixh gÐnetai se
trÐa b mata.

Prìtash 1.4.3. K�je akoloujÐa Cauchy eÐnai fragmènh.

Apìdeixh. 'Estw (an) akoloujÐa Cauchy. P�rte ε = 1 > 0 ston orismì:
up�rqei n0 ∈ N ¸ste |an − am| < 1 gia k�je n,m ≥ n0. Eidikìtera, |an −
an0 | < 1 gia k�je n > n0. Dhlad ,

|an| < 1 + |an0 | gia k�je n > n0.

Jètoume M = max{|a1|, . . . , |an0 |, 1 + |an0 |} kai eÔkola epalhjeÔoume ìti

|an| ≤ M

gia k�je n ∈ N. 2
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Prìtash 1.4.4. An mia akoloujÐa Cauchy (an) èqei sugklÐnousa upakolou-
jÐa, tìte h (an) sugklÐnei.

Apìdeixh. Upojètoume ìti h (an) eÐnai akoloujÐa Cauchy kai ìti h upakolou-
jÐa (akn) sugklÐnei sto a ∈ R. Ja deÐxoume ìti an → a.
'Estw ε > 0. AfoÔ akn → a, up�rqei n1 ∈ N ¸ste: gia k�je n ≥ n1,

|akn − a| < ε

2
.

AfoÔ h (an) eÐnai akoloujÐa Cauchy, up�rqei n2 ∈ N ¸ste: gia k�je n,m ≥
n2

|an − am| < ε

2
.

Jètoume n0 = max{n1, n2}. 'Estw n ≥ n0. Tìte kn ≥ n ≥ n0 ≥ n1, �ra

|akn − a| < ε

2
.

EpÐshc kn, n ≥ n0 ≥ n2, �ra

|akn − an| < ε

2
.

'Epetai ìti

|an − a| ≤ |an − akn |+ |akn − a| < ε

2
+

ε

2
= ε.

Dhlad , |an − a| < ε gia k�je n ≥ n0. Autì shmaÐnei ìti an → a. 2

Je¸rhma 1.4.5. Mia akoloujÐa (an) sugklÐnei an kai mìno an eÐnai akoloujÐa
Cauchy.

Apìdeixh. H mÐa kateÔjunsh apodeÐqthke sthn eisagwg  aut c thc para-
gr�fou: an upojèsoume ìti an → a kai an jewr soume tuqìn ε > 0, up�rqei
n0 = n0(ε) ∈ N ¸ste gia k�je n ≥ n0 na isqÔei |an− a| < ε

2 . Tìte, gia k�je
n,m ≥ n0 èqoume

|an − am| ≤ |an − a|+ |a− am| < ε

2
+

ε

2
= ε.

'Ara, h (an) eÐnai akoloujÐa Cauchy.
Gia thn antÐstrofh kateÔjunsh: èstw (an) akoloujÐa Cauchy. Apì thn
Prìtash 1.4.3, h (an) eÐnai fragmènh. Apì to Je¸rhma Bolzano-Weierstrass,
h (an) èqei sugklÐnousa upakoloujÐa. Tèloc, apì thn Prìtash 1.4.4 èpetai
ìti h (an) sugklÐnei. 2

Autì to krit rio sÔgklishc eÐnai polÔ qr simo. Pollèc forèc jèloume na
exasfalÐsoume thn Ôparxh orÐou gia mia akoloujÐa qwrÐc na mac endiafèrei
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h tim  tou orÐou. ArkeÐ na deÐxoume ìti h akoloujÐa eÐnai Cauchy, dhlad 
ìti oi ìroi thc eÐnai {kont�} gia meg�louc deÐktec, k�ti pou den apaiteÐ na
mantèyoume ek twn protèrwn poiì eÐnai to ìrio. AntÐjeta, gia na doulèyoume
me ton orismì tou orÐou, prèpei  dh na xèroume poiì eÐnai to upoy fio ìrio
(sugkrÐnete touc dÔo orismoÔc: {an → a} kai {(an) akoloujÐa Cauchy}.)

1.5 *Par�rthma: suz thsh gia to axÐwma thc plhrìthtac

'Olh mac h doulei� xekin�ei me thn {paradoq } ìti to R eÐnai èna diatetag-
mèno s¸ma pou ikanopoieÐ to axÐwma thc plhrìthtac: k�je mh kenì, �nw
fragmèno uposÔnolì tou èqei el�qisto �nw fr�gma. Qrhsimopoi¸ntac thn
Ôparxh supremum deÐxame thn Arqim deia idiìthta:

(∗) An a ∈ R kai ε > 0, up�rqei n ∈ N ¸ste nε > a.

Qrhsimopoi¸ntac kai p�li to axÐwma thc plhrìthtac, deÐxame ìti k�-
je monìtonh kai fragmènh akoloujÐa sugklÐnei. San sunèpeia p rame to
Je¸rhma Bolzano-Weierstrass: k�je fragmènh akoloujÐa èqei sugklÐnousa
upakoloujÐa. Autì me th seir� tou mac epètreye na deÐxoume thn {idiìthta
Cauchy} twn pragmatik¸n arijm¸n:

(∗∗) K�je akoloujÐa Cauchy pragmatik¸n arijm¸n sugklÐnei se
pragmatikì arijmì.

Se aut n thn par�grafo ja deÐxoume ìti to axÐwma thc plhrìthtac eÐnai
logik  sunèpeia twn (∗) kai (∗∗). An dhlad  deqtoÔme to R san èna diate-
tagmèno s¸ma pou èqei thn Arqim deia idiìthta kai thn idiìthta Cauchy, tìte
mporoÔme na apodeÐxoume to {axÐwma thc plhrìthtac} san je¸rhma:

Je¸rhma 1.5.1. 'Estw R∗ èna diatetagmèno s¸ma pou perièqei to Q kai èqei,
epiplèon, tic akìloujec idiìthtec:

1. An a ∈ R∗ kai ε ∈ R∗, ε > 0, tìte up�rqei n ∈ N ¸ste nε > a.
2. K�je akoloujÐa Cauchy stoiqeÐwn tou R∗ sugklÐnei se stoiqeÐo tou R∗.

Tìte, k�je mh kenì kai �nw fragmèno A ⊂ R∗ èqei el�qisto �nw fr�gma.

Apìdeixh. 'Estw A mh kenì kai �nw fragmèno uposÔnolo tou R∗.
Xekin�me me tuqìn stoiqeÐo a0 ∈ A (up�rqei afoÔ A 6= ∅). 'Estw b �nw
fr�gma tou A. Apì thn Sunj kh 1, up�rqei k ∈ N gia ton opoÐo a0 + k > b.
Dhlad , up�rqei fusikìc k me thn idiìthta

gia k�je a ∈ A, a < a0 + k.

Apì thn arq  tou elaqÐstou èpetai ìti up�rqei el�qistoc tètoioc fusikìc.
Ac ton poÔme k1. Tìte,



1.5 *Par�rthma: suz thsh gia to axÐwma ths plhrìthtas · 13

• Gia k�je a ∈ A isqÔei a < a0 + k1.

• Up�rqei a1 ∈ A ¸ste a0 + (k1 − 1) ≤ a1.

Epagwgik� ja broÔme a0 ≤ a1 ≤ . . . ≤ an ≤ . . . sto A kai kn ∈ N pou
ikanopoioÔn ta ex c:

• Gia k�je a ∈ A isqÔei a < an−1 + kn
2n−1 .

• an−1 + kn−1
2n−1 ≤ an.

Apìdeixh tou epagwgikoÔ b matoc: 'Eqoume an ∈ A kai apì thn Sunj kh 1
up�rqei el�qistoc fusikìc kn+1 me thn idiìthta: gia k�je a ∈ A,

a < an +
kn+1

2n
.

Autì shmaÐnei ìti up�rqei an+1 me

an +
kn+1 − 1

2n
≤ an+1.

Isqurismìc 1: H (an) eÐnai akoloujÐa Cauchy.
Pr�gmati, èqoume

an−1 +
kn − 1
2n−1

≤ an < an−1 +
kn

2n−1
,

�ra

|an − an−1| < 1
2n−1

.

An loipìn n, m ∈ N kai n < m, tìte

|am − an| ≤ |am − am−1|+ |am−1 − am−2|+ · · ·+ |an+1 − an|
<

1
2m−1

+
1

2m−2
+ · · ·+ 1

2n
<

1
2n−1

.

An ta n,m eÐnai arket� meg�la, autì gÐnetai ìso jèloume mikrì. Pio sug-
kekrimèna, an mac d¸soun ε > 0, up�rqei n0 ∈ N t.w 1/2n0−1 < ε, opìte gia
k�je n,m ≥ n0 èqoume |am − an| < ε. 2

AfoÔ to R∗ èqei thn idiìthta Cauchy, up�rqei o a∗ = lim an.
Isqurismìc 2: O a∗ eÐnai to el�qisto �nw fr�gma tou A.
(a) O a∗ eÐnai �nw fr�gma tou A: ac upojèsoume ìti up�rqei a ∈ A me a > a∗.
MporoÔme na broÔme ε > 0 ¸ste a > a∗ + ε. 'Omwc,

a < an−1 +
kn

2n−1
≤ an +

1
2n−1
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gia k�je n ∈ N. 'Ara,

a∗ + ε < an +
1

2n−1

=⇒ a∗ + ε ≤ lim
(

an +
1

2n−1

)

=⇒ a∗ + ε ≤ a∗,

to opoÐo eÐnai �topo.
(b) An a∗∗ eÐnai �nw fr�gma tou A, tìte a∗∗ ≥ a∗: èqoume a∗∗ ≥ an gia k�je
n ∈ N, �ra

a∗∗ ≥ lim an = a∗.

Apì ta (a) kai (b) eÐnai safèc ìti a∗ = supA. 2

1.6 Ask seic

A. Erwt seic katanìhshc

Exet�ste an oi parak�tw prot�seic eÐnai alhjeÐc   yeudeÐc (aitiolog ste
pl rwc thn ap�nthsh sac).

1. an → +∞ an kai mìno an gia k�je M > 0 up�rqoun �peiroi ìroi thc (an)
pou eÐnai megalÔteroi apì M .

2. H (an) den eÐnai �nw fragmènh an kai mìno an up�rqei upakoloujÐa (akn)
thc (an) ¸ste akn → +∞.

3. K�je upakoloujÐa miac sugklÐnousac akoloujÐac sugklÐnei.

4. An mia akoloujÐa den èqei fjÐnousa upakoloujÐa tìte èqei mia gnhsÐwc
aÔxousa upakoloujÐa.

5. An h (an) eÐnai fragmènh kai an 6→ a tìte up�rqoun b 6= a kai upakoloujÐa
(akn) thc (an) ¸ste akn → b.

6. Up�rqei fragmènh akoloujÐa pou den èqei sugklÐnousa upakoloujÐa.

7. An h (an) den eÐnai fragmènh, tìte den èqei fragmènh upakoloujÐa.

8. 'Estw (an) aÔxousa akoloujÐa. K�je upakoloujÐa thc (an) eÐnai aÔxousa.

9. An h (an) eÐnai aÔxousa kai gia k�poia upakoloujÐa (akn) thc (an) èqoume
akn → a, tìte an → a.

10. An an → 0 tìte up�rqei upakoloujÐa (akn) thc (an) ¸ste n2akn → 0.

B. Basikèc ask seic
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1. 'Estw (an) mia akoloujÐa. DeÐxte ìti an → a an kai mìno an oi upakolou-
jÐec (a2k) kai (a2k−1) sugklÐnoun sto a.

2. 'Estw (an) mia akoloujÐa. Upojètoume ìti oi upakoloujÐec (a2k), (a2k−1)
kai (a3k) sugklÐnoun. DeÐxte ìti:

(a) lim
k→∞

a2k = lim
k→∞

a2k−1 = lim
k→∞

a3k.

(b) H (an) sugklÐnei.

3. 'Estw (an) mia akoloujÐa. Upojètoume ìti a2n ≤ a2n+2 ≤ a2n+1 ≤ a2n−1

gia k�je n ∈ N kai ìti lim
n→∞(a2n−1 − a2n) = 0. Tìte h (an) sugklÐnei se

k�poion pragmatikì arijmì a pou ikanopoieÐ thn a2n ≤ a ≤ a2n−1 gia k�je
n ∈ N.
4. 'Estw (an) mia akoloujÐa kai èstw (xk) akoloujÐa oriak¸n shmeÐwn thc
(an). Upojètoume oti xk → x. DeÐxte oti o x eÐnai oriakì shmeÐo thc (an).

5. DeÐxte ìti h akoloujÐa (an) den sugklÐnei ston pragmatikì arijmì a, an
kai mìno an up�rqoun ε > 0 kai upakoloujÐa (akn) thc (an) ¸ste |akn−a| ≥ ε

gia k�je n ∈ N.
6. 'Estw (an) akoloujÐa pragmatik¸n arijm¸n kai èstw a ∈ R. DeÐxte ìti
an → a an kai mìno an k�je upakoloujÐa thc (an) èqei upakoloujÐa pou
sugklÐnei sto a.

7. OrÐzoume mia akoloujÐa (an) me a1 > 0 kai

an+1 = 1 +
2

1 + an
.

DeÐxte ìti oi upakoloujÐec (a2k) kai (a2k−1) eÐnai monìtonec kai fragmènec.
BreÐte, an up�rqei, to lim

n→∞ an.

8. BreÐte to an¸tero kai to kat¸tero ìrio twn akolouji¸n

an = (−1)n+1

(
1 +

1
n

)
,

bn = cos
(πn

3

)
+

1
n + 1

,

γn =
n2((−1)n + 1) + 2n + 1

n + 1
.

9. 'Estw (an), (bn) fragmènec akoloujÐec. DeÐxte oti

lim inf an + lim inf bn ≤ lim inf(an + bn)

≤ lim sup(an + bn) ≤ lim sup an + lim sup bn.
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10. 'Estw an > 0, n ∈ N.
(a) DeÐxte oti

lim inf
an+1

an
≤ lim inf n

√
an ≤ lim sup n

√
an ≤ lim sup

an+1

an
.

(b) An lim an+1

an
= x, tìte n

√
an → x.

11. 'Estw (an) fragmènh akoloujÐa. DeÐxte oti

lim sup(−an) = − lim inf an kai lim inf(−an) = − lim sup an.

12. Qrhsimopoi¸ntac thn anisìthta

1
n + 1

+
1

n + 2
+ · · ·+ 1

2n
≥ 1

2
,

deÐxte ìti h akoloujÐa an = 1 + 1
2 + · · · + 1

n den eÐnai akoloujÐa Cauchy.
Sumper�nate ìti an → +∞.

13. 'Estw 0 < µ < 1 kai akoloujÐa (an) gia thn opoÐa isqÔei

|an+1 − an| ≤ µ|an − an−1|, n ≥ 2.

DeÐxte ìti h (an) eÐnai akoloujÐa Cauchy.

14. OrÐzoume a1 = a, a2 = b kai an+1 = an+an−1

2 , n ≥ 2. Exet�ste an h (an)
eÐnai akoloujÐa Cauchy.

G. Ask seic

1. 'Estw (an) mia akoloujÐa. An sup{an : n ∈ N} = 1 kai an 6= 1 gia
k�je n ∈ N, tìte up�rqei gnhsÐwc aÔxousa upakoloujÐa (akn) thc (an) ¸ste
akn → 1.

2. 'Estw (an) akoloujÐa jetik¸n arijm¸n. JewroÔme to sÔnolo A = {an :
n ∈ N}. An inf A = 0, deÐxte ìti h (an) èqei fjÐnousa upakoloujÐa pou
sugklÐnei sto 0.

3. OrÐzoume mia akoloujÐa wc ex c:

a0 = 0, a2n+1 =
1
2

+ a2n, a2n =
a2n−1

2
.

BreÐte ìla ta oriak� shmeÐa thc (an). [Upìdeixh: Gr�yte touc dèka pr¸touc
ìrouc thc akoloujÐac.]
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4. 'Estw (xn) akoloujÐa me thn idiìthta xn+1 − xn → 0. An a < b eÐnai dÔo
oriak� shmeÐa thc (xn), deÐxte ìti k�je y ∈ [a, b] eÐnai oriakì shmeÐo thc (xn).
[Upìdeixh: Apagwg  se �topo.]

5. 'Estw (an) mia akoloujÐa. OrÐzoume

bn = sup{|an+k − an| : k ∈ N}.

DeÐxte ìti h (an) sugklÐnei an kai mìno an bn → 0.


