
Pijanìthtec II

Telik  Exètash, 13 IanouarÐou 2014

Jèma 1. (20 BajmoÐ) 'Estw (Xn)n≥1 akoloujÐa anex�rthtwn isìnomwn tuqaÐwn metablht¸n me timèc

sto R gia tic opoÐec èqoume ìti gia k�je x ≥ 10 isqÔei

P(X1 > x) ≥ 1√
x
.

Na deiqjeÐ ìti me pijanìthta 1 isqÔei limn→∞Xn/n
2 ≥ 1.

Jèma 2. (20 BajmoÐ) 'Estw (Ω,A,P) q¸roc pijanìthtac kai X : Ω → [0,∞) tuqaÐa metablht , me

E(X) = 1. OrÐzoume to mètro pijanìthtac Q : A → [0, 1] me

Q(A) =

∫
A
X(ω) dP(ω) = E(X1A).

Na deiqjeÐ ìti gia k�je tuqaÐa metablht  Y : Ω→ [0,∞) isqÔei

EQ(Y ) = E(Y X).

H mèsh tim  sto aristerì mèloc upologÐzetai wc proc to mètro Q en¸ sto dexÐ wc proc to mètro P.

Jèma 3. (20 BajmoÐ) 'Estw X tuqaÐa metablht  me pragmatikèc timèc kai E(e2X) <∞. Na deiqjeÐ ìti

lim
t→∞

1

t
logP(X > t) ≤ −2.

Upìdeixh: X > t⇔ e2X > e2t.

Jèma 4. (25 BajmoÐ) (a) 'Estw X tuqaÐa metablht  me katanom  Poisson me par�metro λ > 0, dhlad 

me sun�rthsh pijanìthtac fX(k) = e−λλk/k! gia k ∈ N = {0, 1, . . . , } kai fX(k) = 0 gia k ∈ R \ N. Na
deiqjeÐ ìti h qarakthristik  thc sun�rthsh isoÔtai me φX(t) = eλ(e

it−1) gia k�je t ∈ R.

(b) 'Estw (Xn)n≥1 akoloujÐa tuqaÐwn metablht¸n ¸ste Xn ∼ Poisson(n). Na deiqjeÐ ìti

Xn − n√
n
⇒ Z

kaj¸c n→∞ (sÔgklish kat� katanom ), ìpou Z ∼ N(0, 1).

Jèma 5. (25 BajmoÐ) 'Estw (Xn)n≥1 akoloujÐa anex�rthtwn kai isìnomwn tuqaÐwn metablht¸n ¸ste

P(X1 = 1) = P(X1 = 2) = 1/2. Jètoume Yn := X1X2 · · ·Xn gia k�je n ≥ 1.

(a) Na upologisteÐ h E(Yn).

(b) Na deiqjeÐ ìti me pijanìthta 1 isqÔei

lim
n→∞

Yn
E(Yn)

= 0.

Upìdeixh: DeÐxte ìti to ìrio limn→∞
1
n log Yn

E(Yn)
up�rqei kai eÐnai < 0. GiatÐ arkeÐ autì?

'Arista eÐnai to 100. H di�rkeia thc exètashc eÐnai 21
2 ¸rec.

KALH EPITUQIA!


