
Pijanìthtec II

Telik  Exètash, 9 SeptembrÐou 2014

Jèma 1. (15 BajmoÐ) 'Estw (Ω,A) metr simoc q¸roc kai C ∈ A. Jètoume

F := {A ⊂ Ω : A ∩ C ∈ A}.

Na deiqjeÐ ìti h F eÐnai s-�lgebra sto Ω.

Jèma 2. (20 BajmoÐ) (a) 'Estw (X,A, µ) q¸roc mètrou, kai (An)n≥1 aÔxousa akoloujÐa stoiqeÐwn

thc A. Na deiqjeÐ ìti limn→∞ µ(An) = µ(∪∞n=1An).

(b) Na deiqjeÐ ìti an sto (a) den upojèsoume ìti h (An)n≥1 eÐnai aÔxousa, tìte h limn→∞ µ(An) =

µ(∪∞n=1An) den isqÔei aparaÐthta.

Jèma 3. (25 BajmoÐ) 'Estw (Xn)n≥1 akoloujÐa anex�rthtwn kai isìnomwn tuqaÐwn metablht¸n me

P(Xn = 1) = 1/3,P(Xn = 0) = 2/3

gia k�je n ≥ 1.

(a) Na deiqjeÐ ìti me pijanìthta 1 isqÔei limn→∞Xn = 1.

(b) Na deiqjeÐ ìti me pijanìthta 1 h (Xn)n≥1 den sugklÐnei.

Jèma 4 (25 BajmoÐ) (a) 'Estw (Xn)n≥1 akoloujÐa anex�rthtwn tuqaÐwn metablht¸n ¸ste h Xn na

akoloujeÐ thn ekjetik  katanom  me par�metro an = 1/2n (puknìthta fXn(x) = ane
−anx1x>0). Jètoume

An = min{X1, X2, . . . , Xn} gia k�je n ≥ 1. Na deiqjeÐ ìti An ⇒ Y kaj¸c n → ∞ (sÔgklish kat�

katanom ), ìpou Y eÐnai tuqaÐa metablht  thc opoÐac h katanom  na prosdioristeÐ.

Jèma 5. (20 BajmoÐ) (a) 'Estw (Xn)n≥1 akoloujÐa anex�rthtwn kai isìnomwn tuqaÐwn metablht¸n

me E(X1) = 1,Var(X1) = 2. Jètoume Sn := X1 + . . .+Xn gia k�je n ≥ 1. Na upologistoÔn ta ìria

(a) limn→∞P(Sn >
√
n)

(b) limn→∞P(Sn < n/2)

(g) limn→∞P(Sn < n)

'Arista eÐnai to 100. H di�rkeia thc exètashc eÐnai 21
2 ¸rec.

KALH EPITUQIA!


