
Pijanìthtec II

Exètash 27 MartÐou 2014

Jèma 1. (25 BajmoÐ) 'Estw (Xn)n≥1 akoloujÐa tuqaÐwn metablht¸n, orismènwn se koinì q¸ro pijanì-

thtac, kajemÐa me katanom  gewmetrik  me par�metro p = 1/2. Dhlad  h X1 paÐrnei timèc sto {1, 2, . . .}
kai

P(X1 = k) = (1− p)k−1p

gia k�je akèraio k ≥ 1.

(a) Na deiqjeÐ ìti P(X1 > k) = (1− p)k gia k�je akèraio k ≥ 1.

(b) Na deiqjeÐ ìti gia k�je ε > 0, me pijanìthta 1, isqÔei

lim
n→∞

Xn

log n
≤ (1 + ε)

1

log 2
.

Jèma 2. (20 BajmoÐ) 'Estw (Ω,A,P) q¸roc pijanìthtac, kai (An)n≥1 akoloujÐa stoiqeÐwn thc A.
(a) Na oristoÔn ta sÔnola lim infn≥1An, lim supn≥1An kai na deiqjeÐ ìti eÐnai stoiqeÐa thc A.

(b) An
∑∞

n=1P(An) <∞, na deiqjeÐ ìti P(lim supn≥1An) = 0.

Jèma 3 (20 BajmoÐ) 'Estw c > 0, kai (Xn)n≥1 akoloujÐa tuqaÐwn metablht¸n, orismènwn se koinì

q¸ro pijanìthtac, ¸ste Xn ∼ Γ(nc, n) gia k�je n ≥ 1. Na deiqjeÐ ìti Xn → c kat� pijanìthta kaj¸c

n→∞, ìpou c sumbolÐzei thn stajer  tuqaÐa metablht  me tim  1.

Jèma 4. (25 BajmoÐ) (a) 'Estw X,Y anex�rthtec kai isìnomec tuqaÐec metablhtèc. Jètoume Z :=

X−Y . Na deiqjeÐ ìti se k�je t ∈ R, h qarakthristik  sun�rthsh φZ(t) thc Z eÐnai pragmatikìc arijmìc

kai m�lista mh arnhtikìc.

(b) 'Estw W tuqaÐa metablht  me katanom  thn omoiìmorfh sto [−1, 1]. Na deqjeÐ ìti den up�rqoun

X,Y anex�rthtec kai isìnomec tuqaÐec metablhtèc ¸ste W = X − Y .

Jèma 5. (20 BajmoÐ) 'Estw (Xn)n≥1 akoloujÐa anex�rthtwn kai isìnomwn tuqaÐwn metablht¸n ¸ste

P(X1 = 1) = P(X1 = 2) = 1/2. Na upologisteÐ to ìrio

lim
n→∞

P(X1X2 · · ·Xn > 2n/2).

ShmeÐwsh: MÐa tuqaÐa metablht  X me katanom  Γ(a, λ), ìpou a, λ > 0, èqei puknìthta

fX(x) =
λa

Γ(a)
xa−1e−λx1x>0,

mèsh tim  a/λ, diaspor� a/λ2, kai qarakthristik  sun�rthsh φX(t) = 1/
(
1− it

λ

)a
gia k�je t ∈ R.

'Arista eÐnai to 100. H di�rkeia thc exètashc eÐnai 21
2 ¸rec.

KALH EPITUQIA!



LÔseic

1.

2. JewrÐa.

3. Apì ta dedomèna, E(Xn) = cn/n = c kai Var(Xn) = cn/n2 = c/n. 'Ara gia k�je ε > 0, h anisìthta

Chebyshev dÐnei

P(|Xn − c| ≥ ε) ≤
Var(Xn)

ε2
=

c

εn
→ 0

gia n→∞.

4. (a)

φZ(t) = E(eit(X−Y )) = E(eitX)E(e−itY ) = E(eitX)E(e−itX)

= E(eitX)E(eitX) = |E(eitX)|2 ∈ [0,∞).

(b) H qarakthristik  sun�rthsh thc W se èna t ∈ R\{0} isoÔtai me

φW (t) =
1

2

∫ 1

−1
eitx dx = ... =

sin t

t
,

pou paÐrnei kai arnhtikèc timèc gia kat�llhla t ∈ R\{0}. Qrhsimopoi¸ntac to er¸thma (a), paÐrnoume

to zhtoÔmeno.

5. H zhtoÔmenh pijanìthta gr�fetai wc

P(X1X2 · · ·Xn > 2n/2) = P(logX1 + logX2 + · · ·+ logXn > n
1

2
log 2).

Jètoume Yk := logXk gia k�je k ≥ 1 akèraio. Oi (Yk)k≥1 eÐnai anex�rthtec, isìnomec, me mèsh tim 

µ := E(Y1) = 1
2 log 2 kai diaspor� σ2 := Var(X1) ∈ (0,∞), thc opoÐac h akrib c tim  den mac endiafèrei.

'Estw Sn := Y1 + Y2 + · · ·+ Yn. H piì p�nw pijanìthta isoÔtai me

P(Sn > nµ) = P

(
Sn − nµ√

nσ2
> 0

)
→ P(Z > 0) =

1

2

kaj¸c n→∞. Z eÐnai mia tuqaÐa metablht  me katanom  N(0, 1). Qrhsimopoi same to kentrikì oriakì

je¸rhma.


