
Pijanìthtec II

Telik  Exètash, 17 IounÐou 2015

Jèma 1. (20 BajmoÐ) 'Estw (An)n≥1 akoloujÐa metr simwn sunìlwn se èna q¸ro pijanìthtac (Ω,F ,P).

(a) Pwc orÐzetai to lim supn≥1An kai pwc perigr�fetai praktik�?

(b) Na deiqjeÐ ìti limP(An) ≤ P(lim supn≥An) kai na dojeÐ par�deigma ìpou isqÔei gn sia anisìthta.

Jèma 2. (5 BajmoÐ) 'Estw X tuqaÐa metablht  me timèc sto [0,∞). Upojètoume ìti EX ∈ R kai

Var(X) ≤ 1/2. Na deiqjeÐ ìti

P(EX − 1 ≤ X ≤ 2EX) ≥ 1

2
.

Jèma 3. (15 BajmoÐ) 'Estw (Xn)n≥1 akoloujÐa tuqaÐwn metablht¸n se koinì q¸ro pijanìthtac kai me

timèc sto R. Poièc apì tic parak�tw sunart seic eÐnai metr simec wc proc thn telik  s-�lgebra C∞ :=

∩∞k=1σ(Xk+1, Xk+2, . . .) twn (Xn)n≥1?

(a) X := limn→∞Xn

(b) Y := infn≥1Xn

(g) Z := limn→∞
1
n

∑n
k=1 kXk

Jèma 4 (15 BajmoÐ) 'Estw (Xn)n≥1 akoloujÐa anex�rthtwn kai isìnomwn tuqaÐwn metablht¸n kajemÐa

touc me puknìthta f(x) = x−21x>1.

(a) Na deiqjeÐ ìti me pijanìthta 1 isqÔei

lim
n→∞

Xn

n
≥ 1.

(b) Na prosdioristeÐ to ìrio

lim
n→∞

X1 +X2 + · · ·+Xn

n
.

Jèma 5. (20 BajmoÐ) 'Estw (Xn)n≥1 akoloujÐa anex�rthtwn tuqaÐwn metablht¸n me thn ex c katanom :

P(Xn = n) = 1
n kai P(Xn = 0) = 1 − 1

n , gia k�je n ≥ 1. Ti isqÔei apì ta parak�tw gia thn akoloujÐa

(Xn)n≥1? Na aitiologhjeÐ h ap�nthsh.

(a) SugklÐnei sqedìn bèbaia se tuqaÐa metablht  me timèc sto [0,∞].

(b) SugklÐnei kat� pijanìthta se tuqaÐa metablht  me timèc sto R.
(g) SugklÐnei kat� katanom  se tuqaÐa metablht  me timèc sto R.
(d) EÐnai sfiqt .

Jèma 6. (15 BajmoÐ) 'Estw α ∈ (0, 2]. EÐnai gnwstì ìti up�rqei tuqaÐa metablht  me qarakthristik 

sun�rthsh thn φX(t) = e−|t|
α
gia k�je t ∈ R. 'Estw n jetikìc akèraioc kai X1, X2, . . . , Xn anex�rthtec kai

isìnomec tuqaÐec metablhtèc kajemÐa me katanom  thn Ðdia me aut n thc X. Na deiqjeÐ ìti up�rqei stajer�

cn ∈ (0,∞), h opoÐa kai na prosdioristeÐ, ¸ste X1 +X2 + · · ·+Xn
d
= cnX1.

Jèma 7. (15 BajmoÐ) 'Estw c > 0 kai (Un)n≥1 akoloujÐa anex�rthtwn kai isìnomwn tuqaÐwn metablht¸n

kajemÐa me katanom  thn omoiìmorfh sto di�sthma (0, c). Jètoume Sn :=
∑n

k=1 U1U2 · · ·Uk gia k�je n ≥ 1

kai S := limn→∞ Sn.

(a) Gia poi� c > 0 isqÔei E(S) <∞?

(b) Gia poi� c > 0 isqÔei S <∞ me pijanìthta 1?

'Arista eÐnai to 100. H di�rkeia thc exètashc eÐnai 3 ¸rec.

KALH EPITUQIA!



Apant seic

2. DiakrÐnoume tic peript¸seic EX > 1 kai EX ≤ 1, kai qrhsimopoioÔme tic anisìthtec Markov kai

Chebyshev.

3. Oi X,Z.

4. (a) QrhsimopoioÔme to deÔtero l mma Borel-Cantelli. Ta An := {Xn ≥ n}, n ≥ 1 eÐnai anex�rthta me

P(An) =
∫∞
n x−2 dx = 1/n. 'Ara

∑∞
n=1P(An) =∞.

(b) O nìmoc meg�lwn arijm¸n efarmìzetai afoÔ h E(X1) orÐzetai kai m�lista eÐnai ∞. To ìrio eÐnai ∞ me

pijanìthta 1.

5. IsqÔei to (b) me oriak  sun�rthsh thn X = 0. Gnwstì je¸rhma dÐnei ìti to (b) sunep�getai to (g), kai

�llo je¸rhma dÐnei ìti to (g) sunep�getai to (d). Enallaktik�, qrhsimopoioÔme touc orismoÔc. Gia to (a),

to deÔtero l mma Borel-Cantelli dÐnei ìti me pijanìthta 1 isqÔei limn→∞Xn =∞ en¸ limn→∞Xn = 0.

6. cn = n1/α.

7. (a) Gia c < 2. (b) Gia c < e. Autì giatÐ

S =
∞∑
k=1

eTk

me Tk = logU1 + · · · + logUk. Epeid  E(logU1) = log c − 1, apì to nìmo meg�lwn arijm¸n èqoume me

pijanìthta 1,

lim
n→∞

Tk
k

= log c− 1

{
< 0 an c < e,

> 0 an c > e.

Me apl� epiqeir mata deÐqnoume thn sÔgklish thc seir�c gia c < e kai thn apìklish gia c > e (sthn pr¸th

perÐptwsh oi ìroi thc mei¸nontai ekjetik�, sthn deÔterh aux�nontai ekjetik�). Gia c = e, h 'Askhsh 17.5

dÐnei ìti limTn =∞, �ra p�li h S =∞.


