
Pijanìthtec II

Telik  Exètash, 12 FebrouarÐou 2014

Jèma 1. (25 BajmoÐ) 'Estw (Xn)n≥1 akoloujÐa tuqaÐwn metablht¸n, orismènwn se koinì q¸ro pija-

nìthtac, ¸ste

P(Xn = 1) =
1

2n
,P(Xn = 0) = 1− 1

2n

gia k�je n ≥ 1. JewroÔme thn (tuqaÐa) �peirh seir� S =
∑∞

n=1Xn3n.

(a) Na deiqjeÐ ìti me pijanìthta 1 h S sugklÐnei se peperasmèno arijmì.

(b) An epiplèon upojèsoume ìti oi (Xn) eÐnai anex�rthtec metaxÔ touc, na dojeÐ mia èkfrash gia thn

pijanìthta h S na sugklÐnei sto 30. Na deiqjeÐ ìti aut  h pijanìthta eÐnai jetik .

Jèma 2. (20 BajmoÐ) 'Estw (Ω,A,P) q¸roc pijanìthtac, kai B ∈ A dedomèno. Jètoume

C := {A ∈ A : P(A ∩B) = P(A)P(B)}.

Na deiqjeÐ ìti h C eÐnai kl�sh Dynkin.

UpenjumÐzetai ìti mi� oikogèneia D ⊂ P(Ω) lègetai kl�sh Dynkin sto Ω an èqei tic ex c idiìthtec:

(1) Ω ∈ D (2) An A,B ∈ D kai A ⊂ B, tìte B\A ∈ D kai (3) an (An)n∈N aÔxousa akoloujÐa sthn D,
tìte ∪n∈NAn ∈ D.

Jèma 3. (20 BajmoÐ) (a) 'Estw stajer  tuqaÐa metablht  X = c (me c dedomènh stajer�). Na

upologisteÐ h qarakthristik  sun�rthsh φX(t) thc X.

(b) 'Estw Y tuqaÐa metablht  me katanom  Poisson me par�metro λ > 0, dhlad  me sun�rthsh pija-

nìthtac fY (k) = e−λλk/k! gia k ∈ N = {0, 1, . . . , } kai fY (k) = 0 gia k ∈ R\N. Na deiqjeÐ ìti h

qarakthristik  thc sun�rthsh isoÔtai me φY (t) = eλ(e
it−1) gia k�je t ∈ R.

Jèma 4 (25 BajmoÐ) (a) 'Estw (λn)n≥1 akoloujÐa jetik¸n arijm¸n me limn→∞ λn =∞, kai (Xn)n≥1
akoloujÐa tuqaÐwn metablht¸n ¸ste Xn ∼ Poisson(λn). Na deiqjeÐ ìti

Xn

λn
⇒ 1

kaj¸c n→∞ (sÔgklish kat� katanom ), ìpou 1 sumbolÐzei thn stajer  tuqaÐa metablht  me tim  1.

(b) Na deiqjeÐ ìti

lim
n→∞

e−n
∑

0≤k≤nx

nk

k!
=

{
0 an x < 1,

1 an x > 1.

Jèma 5. (20 BajmoÐ) 'Estw (Xn)n≥1 akoloujÐa anex�rthtwn kai isìnomwn tuqaÐwn metablht¸n ¸ste

P(X1 = 0) = P(X1 = 1) = 1/2. Na deiqjeÐ ìti up�rqei akoloujÐa (an)n≥1 jetik¸n arijm¸n ¸ste me

pijanìthta 1 na isqÔei

1

an
(X2

1 +X2
2 + · · ·+X2

n) {log(X1 + 1) + log(X2 + 1) + · · ·+ log(Xn + 1)} → 1

kaj¸c n→∞, kai na prosdiorisjeÐ mia tètoia akoloujÐa.

'Arista eÐnai to 100. H di�rkeia thc exètashc eÐnai 21
2 ¸rec.

KALH EPITUQIA!



LÔseic

1. 'Estw An := {Xn 6= 0} gia k�je n ≥ 1. 'Eqoume

∞∑
n=1

P(An) =

∞∑
n=1

1

2n
<∞.

Apì to pr¸to l mma Borel-Cantelli èqoume ìti èqei pijanìthta 0 to sÔnolo C = lim supnAn. 'Epeita

to Ω\C èqei pijanìthta 1, kai gia ω ∈ Ω\C up�rqei deÐkthc n0(ω) ¸ste Xn(ω) = 0 gia k�je n ≥ n0(ω),

opìte S(ω) <∞.

2. Efarmog  tou orismoÔ.

3. JewrÐa.

4. (a) UpologÐzoume thn qarakthristik  sun�rthsh thc Xn/λn.

φXn/λn(t) = φXn(t/λn) = eλn(e
it/λn−1).

O ekjèthc gr�fetai

it
eit/λn − 1

it/λn

kai sugklÐnei sto it gia n→∞. 'Ara limn→∞ φXn/λn(t) = eit = φX(t), ìpou X eÐnai h stajer  tuqaÐa

metabl th me tim  1.

(b) PaÐrnoume λn = n sto prohgoÔmeno er¸thma. H posìthta thc opoÐac to ìrio anazhtoÔme isoÔtai

me

P(Xn ≤ nx) = P

(
Xn

n
≤ x

)
= FXn/n(x).

'Epeita efarmìzoume ton qarakthrismì thc sÔgklishc kat� katanom  mèsw twn sunart sewn katanom c.

5. Efarmìzoume to nìmo twn meg�lwn arijm¸n. an = n2E(X2
1 )E{log(X1 + 1)} = 1

4n
2 log 2.


