
Pijanìthtec II

Telik  Exètash, 1 AugoÔstou 2014

Jèma 1. (20 BajmoÐ) 'Estw (Ω,A,P) q¸roc pijanìthtac.

(a) Jètoume F := {A ∈ A : P(A) = 0   P(A) = 1}. Na deiqjeÐ ìti h F eÐnai s-�lgebra.

(b) Jètoume C := {A ∈ A : P(A) = 0}. DeÐxte ìti h C den eÐnai s-�lgebra. Poi� eÐnai h s-�lgebra,

σ(C), pou par�getai apì thn C?

Jèma 2. (30 BajmoÐ) 'Estw (an)n≥1 akoloujÐa arijm¸n sto (0, 1) kai (Xn)n≥1 akoloujÐa anex�rthtwn

tuqaÐwn metablht¸n ¸ste

P(Xn = 1) = an,P(Xn = an) = 1− an
gia k�je n ≥ 1 (dhlad  h Xn paÐrnei   thn tim  an   thn tim  1). JewroÔme thn (tuqaÐa) �peirh seir�

S =
∑∞

n=1Xn.

(a) An
∑∞

n=1 an <∞, na deiqjeÐ ìti P(S <∞) = 1.

(b) An
∑∞

n=1 an =∞, na deiqjeÐ ìti P(S =∞) = 1.

(g) Na upologisteÐ h mèsh tim  thc S, kai na deiqjeÐ ìti E(S) <∞ an kai mìno an
∑∞

n=1 an <∞.

Jèma 3 (25 BajmoÐ) (a) 'Estw (Xn)n≥1 akoloujÐa anex�rthtwn kai isìnomwn tuqaÐwn metablht¸n

kajemÐa me puknìthta

f(x) =

 1
2
√
x

an x ∈ (0, 1),

0 an x ∈ R\(0, 1).

(a) Na deiqjeÐ ìti gia k�je t ∈ (0, 1) isqÔei P(X1 > t) = 1−
√
t.

(b) Jètoume An = min{X1, X2, . . . , Xn} gia k�je n ≥ 1. Na deiqjeÐ ìti n2An ⇒ Y kaj¸c n → ∞
(sÔgklish kat� katanom ), ìpou Y eÐnai tuqaÐa metablht  me sun�rthsh katanom c

FY (x) =

{
0 an x ≤ 0,

1− e−
√
x an x > 0.

Jèma 4. (30 BajmoÐ) (a) 'Estw X tuqaÐa metablht  me µ := E(X) ∈ R. Na deiqjeÐ ìti gia k�je

a ∈ (0,∞) isqÔei

P(|X − µ| ≥ a) ≤ Var(X)

a2
.

(b) 'Estw (Xn)n≥1 akoloujÐa anex�rthtwn kai isìnomwn tuqaÐwn metablht¸n me E(X1) = 0,Var(X1) =

1. 'Estw kai akoloujÐa (an)n≥1 jetik¸n arijm¸n me limn→∞ an = ∞. Jètoume Sn := X1 + . . . + Xn

gia k�je n ≥ 1. Na deiqjeÐ ìti
Sn

an
√
n

P→ 0

kaj¸c n→∞ (sÔgklish kat� pijanìthta).

(g) 'Estw (Xn)n≥1 kai Sn ìpwc sto prohgoÔmeno er¸thma. Na upologisteÐ to ìrio

lim
n→∞

P(Sn >
√
n).

'Arista eÐnai to 100. H di�rkeia thc exètashc eÐnai 21
2 ¸rec.

KALH EPITUQIA!



LÔseic

1. (b) H C den eÐnai kleist  sta sumplhr¸mata. IsqÔei σ(C) = F , ìpou F eÐnai h s-�lgebra tou

erwt matoc (a).

2. 'Estw An := {Xn = 1} gia k�je n ≥ 1. 'Eqoume

∞∑
n=1

P(An) =

∞∑
n=1

an.

(a) Apì to pr¸to l mma Borel-Cantelli, me pijanìthta 1, isqÔei Xn = 1 gia peperasmèna n. Gia

ta upìloipa n isqÔei Xn = an. Kai epeid  h
∑∞

n=1 an sugklÐnei (apì upìjesh), ja sugklÐnei kai h∑∞
n=1Xn.

(b) Apì deÔtero l mma Borel-Cantelli, me pijanìthta 1, isqÔei Xn = 1 gia �peira n. Dhlad  (sqedìn

gia ìla ta ω sto Ω) sth seir� jetik¸n ìrwn
∑∞

n=1Xn emfanÐzetai �peirec forèc to 1. 'Ara h seir�

apeirÐzetai.

(g) Apì to Je¸rhma Beppo-Levi,

E(S) =

∞∑
n=1

E(Xn) =

∞∑
n=1

{an × 1 + (1− an)an} =

∞∑
n=1

an(2− an).

Epeid  oi seirèc
∑∞

n=1 an,
∑∞

n=1 an(2− an) èqoun jetikoÔc ìrouc kai (afoÔ an ∈ (0, 1))

an ≤ an(2− an) ≤ 2an,

to zhtoÔmeno èpetai.

3. (b) 'Estw x > 0. Gia n >
√
x, qrhsimopoi¸ntac to er¸thma (a), èqoume

P(n2An ≤ x) = 1−P(n2An > x) = 1−P(X1 > x/n2)n = 1−
(

1−
√
x

n

)n

.

Gia n→∞ h teleutaÐa posìthta sugklÐnei sto 1− e−
√
x. Gia x ≤ 0, èqoume P(n2An ≤ x) = 0.

4. (a) JewrÐa.

(b) Gia ε > 0, qrhsimopoi¸ntac to pr¸to er¸thma kai to ìti E(Sn) = 0,Var(Sn) = nVar(X1), èqoume

P

(∣∣∣∣ Sn
an
√
n

∣∣∣∣ > ε

)
≤ Var(Sn)

a2nn
=

Var(X1)

a2n
.

To teleutaÐo phlÐko teÐnei sto 0 kaj¸c n→∞.

(g) Efarmìzoume to kentrikì oriakì je¸rhma. To ìrio isoÔtai me 1− Φ(1).


