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1. (15 Βαθμοί) 'Εστω X μη κενό σύνολο, p fnqnPN� ακολουθία συναρτήσεων με fn : X Ñ R για κάθε

n P N�, και a P R δεδομένο. Για τα παρακάτω ζεύγη συνόλων, να εξεταστεί αν μεταξύ τους

ισχύει πάντα κάποια από τις σχέσεις �,�,�. 'Οπου ισχύει, δώστε απόδειξη, όπου δεν ισχύει

γενικά, δώστε αντιπαράδειγμα.

(α) tx P X : lim fnpxq ¡ au, lim inftx P X : fnpxq ¡ au,
(β) tx P X : lim fnpxq ¤ au, lim suptx P X : fnpxq ¤ au,
(γ) tx P X : lim fnpxq ¥ au, lim suptx P X : fnpxq ¥ au.

2. (15 Βαθμοί) 'Εστω X : ΩÑ R τυχαία μεταβλητή.

(α) Πώς ορίζεται η συνάρτηση κατανομής, F, της X;
(β) Να δειχθεί ότι η F έχει τις εξής ιδιότητες: είναι αύξουσα και δεξιά συνεχής, limxÑ�8 Fpxq �
0, limxÑ8 Fpxq � 1.

3. (30 Βαθμοί) 'Εστω pXnqnPN� ακολουθία ανεξάρτητων και ισόνομων τυχαίων μεταβλητών

καθεμία με πυκνότητα f pxq � x�21x¥1.

(α) Να δειχθεί ότι Xn{n Ñ 0 κατά πιθανότητα καθώς n Ñ 8.

(β) Να δειχθεί ότι PptXn ¥ n για άπειρα nuq � 1.
(γ) Να υπολογιστούν τα όρια limnÑ8 Xn{n, limnÑ8 Xn{n.

4. (15 Βαθμοί) 'Εστω X τυχαία μεταβλητή με τιμές στο N και k P N�. Να δειχθεί ότι

EpX ^ kq �
ķ

j�1

PpX ¥ jq.

5. (15 Βαθμοί) 'Εστω pXiqi¥1 ακολουθία ανεξάρτητων και ισόνομων τυχαίων μεταβλητών όπως

στην άσκηση 3 πιο πάνω. Να δειχθεί ότι limnÑ8 X1X2 � � � Xn � 8 με πιθανότητα 1.

6. (20 Βαθμοί) 'Εστω pXiqi¥1 ακολουθία ανεξάρτητων και ισόνομων τυχαίων μεταβλητών. Γνω-

ρίζουμε ότι για τη χαρακτηριστική συνάρτηση, φ, της X1 ισχύει

φptq � 1 � i
2
π

t log |t| � gptq

για κάθε t P Rzt0u, όπου g : RÑ R είναι μια συνάρτηση για την οποία υπάρχει C P p0,8q ώστε
|gptq| ¤ C|t| για κάθε t P p�1, 1q. Θέτουμε S n :� X1 � X2 � � � � � Xn για κάθε n P N�.
(α) Προσδιορίστε ακολουθία σταθερών pcnqnPN� ώστε η ακολουθία pS n{cnqnPN� να συγκλίνει κατά

κατανομή σε μια τυχαία μεταβλητή Y με τιμές στο p0,8q.
(β) Ποια είναι η κατανομή της Y; Συγκλίνει η S n{cn στην Y με κάποιο άλλο τρόπο σύγκλισης;

'Αριστα είναι το 100. Η διάρκεια της εξέτασης είναι 1
1
2 ώρες.

Καλή επιτυχία!


