
Πιθανότητες ΙΙ

Ενδιάμεση εξέταση. 30 Νοεμβρίου 2019

1. (15 Βαθμοί) 'Εστω pΩ,Aq μετρήσιμος χώρος και C P A. Θέτουμε

F :� tA P PpΩq : A XC P Au

Να δειχθεί ότι η F είναι σ-άλγεβρα στο Ω καιA � F .

2. (10 Βαθμοί) Ποια υποσύνολα του R λέμε Borel; 'Εστω BpRq το σύνολο όλων αυτών των

συνόλων καιA :� tp�8, qq : q P Qu. Να δειχθεί ότι σpAq � BpRq.

3. (10 Βαθμοί) Για κάθε n P N� θέτουμε

An :�

#
r0, 2s αν n άρτιος,

r1, 2s αν n περιττός.

Να υπολογιστούν τα σύνολα lim infnPN� An, lim supnPN� An.

4. (15 Βαθμοί) 'Εστω X1, X2, . . . , X20 τυχαίες μεταβλητές σε χώρο πιθανότητας pΩ,F ,Pq και με
τιμές στο R. Θεωρούμε τη συνάρτηση T : ΩÑ R με

T pωq :� 0 _ suptn P t1, 2, . . . , 20u : Xnpωq ¡ 0u

για κάθε ω P Ω (υπενθυμίζεται ότι supH � �8). Να δειχθεί ότι:

(α) Για κάθε n P t1, . . . , 20u ισχύει tXn ¡ 0u P F .
(β) Για κάθε n P t0, 1, . . . , 20u ισχύει tT � nu P F .
(γ) Η συνάρτηση T είναι τυχαία μεταβλητή.

5. (15 Βαθμοί) Πώς ορίζεται η συνάρτηση κατανομής, F, ενός μέτρου πιθανότητας P στον

pR,BpRqq; Γιαδεδομέναa, b P Rμεa   b, να εκφραστούν οι ποσότητεςPpra, bqq,Pppa, bqq,Ppp�8, aqq
με τη βοήθεια της F (Να αποδειχθούν οι εκφράσεις που θα δώσετε).

6. (10 Βαθμοί) 'Εστω X τυχαία μεταβλητή με τιμές στο Z. Να δειχθεί ότι

EpX�q �
8̧

k�1

PpX ¥ kq.

7. (15 Βαθμοί) 'Εστω X τυχαία μεταβλητή με τιμές στο R και με Epe�Xq � 2. Να δειχθεί ότι

υπάρχει σταθερά C P p0,8q ώστε PpX   �tq ¤ Ce�t
για κάθε t ¡ 0.

8. (20 Βαθμοί) 'Εστω X τυχαία μεταβλητή με τιμές στο R.

(α) Να δειχθεί ότι E|X|   8 αν και μόνο αν υπάρχει n P N με Ep|X|1|X|¡nq   8

(β) Να δειχθεί ότι το limnÑ8 Ep|X|1|X|¡nq υπάρχει και είναι 0 ή8.

'Αριστα είναι το 100. Καλή επιτυχία!



Απαντήσεις

3. lim infnPN� An � r1, 2s, lim supnPN� An � r0, 2s, γιατί ...

4. (α) tXn ¡ 0u � X�1
n pp0,8qq P F αφού η Xn είναι μετρήσιμη και p0,8q P BpRq.

(β) 'Εστω An :� tXn ¡ 0u για κάθε n � 1, 2, . . .. Τότε για κάθε n � 1, . . . , 20 ισχύει

tT � nu � An X Ac
n�1 X � � � X Ac

20 � An XXn  j¤20Ac
j,

το οποίο είναι στοιχείο της F λόγω του (α) και του ότι η F είναι σ-άλγεβρα. Για n � 0,

tT � 0u � X20
j�1Ac

j P F .

(γ) Για x P R έχουμε

tT ¤ xu �

#
H αν x   0,

Y
rxs
j�0tT � ju αν x ¥ 0.

Σε κάθε περίπτωση, το σύνολο tT ¤ xu είναι στοιχείο της F [με βάση το (β)], άρα η T είναι

μετρήσιμη.

5. 'Ασκηση 4.3 στις σημειώσεις. Για την τρίτη πιθανότητα, γράφουμε

Ppp�8, aqq � PpY8
n�1p�8, a �

1
n
sq � lim

nÑ8
Ppp�8, a � n�1sq � lim

nÑ8
Fpa � n�1q � Fpa�q.

6. Ισχύει

X� �
8̧

k�1

1X¥k

οπότε το συμπέρασμα έπεται από το θεώρημα Bepo-Levi (παίρνουμε τη μέση τιμή του αθροίσμα-

τος)

7.

PpX   �tq � Pp�X ¡ tq � Ppe�X ¡ etq ¤
1
et Epe

�Xq � 2e�t.

Το ζητούμενο ισχύει με C � 2.

8. (α) Επειδή για οποιοδήποτε n P N έχουμε

|X|1|X|¡n ¤ |X| ¤ n � |X|1|X|¡n

και Epnq � n, έπεται το συμπέρασμα του (α).

(β) Αν Ep|X|q   8, τότε παρατηρούμε ότι
1


 limnÑ8 |X|1|X|¡n � 0 για κάθε ω P Ω,


 ||X|1|X|¡n| ¤ |X| για κάθε ω P Ω και κάθε n ¥ 1,

 Ep|X|q   8.

'Ετσι, το θεώρημα κυριαρχημένης σύγκλισης δίνει ότι

lim
nÑ8

Ep|X|1|X|¡nq � Ep lim
nÑ8

|X|1|X|¡nq � 0.

Αν Ep|X|q � 8, με βάση το (α), κάθε όρος Ep|X|1|X|¡nq � 8, οπότε και το όριο είναι άπειρο.

1
Για την πρώτη σχέση, παίρνουμεω P Ω και ας πούμε ότι Xpωq � �35.2. Τότε, για n ¥ 36 ισχύει |Xpωq|1|Xpωq|¡n �

0. Γι' αυτό, το όριο είναι 0.


