
Πιθανότητες ΙΙ

Ενδιάμεση εξέταση. 9 Απριλίου 2022

1. (15 Βαθμοί) 'Εστω X μη κενό σύνολο και C � PpXq. Για συγκεκριμένα x0, y0 P X γνωρίζουμε

ότι για κάθε A P C,

x0, y0 P A ή x0, y0 P XzA. (�)

(Δηλαδή τα x0, y0 δεν χωρίζονται από κάποιο στοιχείο της C). Να δειχθεί ότι η (�) ισχύει για

κάθε A P σpCq

2. (15 Βαθμοί) (α) Ποια υποσύνολα του R λέμε Borel;
(β) 'ΕστωA :� tp�8, xq : x P Ru. Να δειχθεί ότι ra, bs, pa, bq P σpAq για κάθε a, b P R, a   b.

3. (15 Βαθμοί) 'Εστω X : Ω Ñ R τυχαία μεταβλητή και Fpxq :� PpX ¤ xq για κάθε x P R η

συνάρτηση κατανομής της.

(α) Να δειχθεί ότι η F είναι αύξουσα.

(β) Να εκφραστεί η πιθανότητα PpX   aq (όπου a P R) ως συνάρτηση της F.

4. (15 Βαθμοί) 'Εστω X, F όπως στην προηγούμενη άσκηση. Για δεδομένο t P p0, 1q, θέτουμε
c :� inftx P R : Fpxq ¥ tu. Να δειχθεί ότι

(α) c P R,
(β) Fpcq ¥ t.

5. (15 Βαθμοί) 'Εστω X τυχαία μεταβλητή με τιμές στο r0,8s και r P p0,8q. Να δειχθεί ότι

EpX 1X¡rq � rPpX ¡ rq �
» 8

r
PpX ¡ sq ds.

6. (15 Βαθμοί) 'Εστω Xn : ΩÑ R, n P N�, τυχαίες μεταβλητές ώστε E|Xn| � 1{n για κάθε n P N�.
Να δειχθεί ότι Xn Ñ 0 κατά πιθανότητα καθώς n Ñ 8.

7. (15 Βαθμοί) 'Εστω X τυχαία μεταβλητή με τιμές στο R και με EpXq � 4. Να υπολογιστούν τα

όρια

(α) limnÑ8 EpX1|X|¤nq

(β) limnÑ8 Ep|X|1|X|¥nq

Οι απαντήσεις να είναι πλήρως αιτιολογημένες.

'Αριστα είναι το 100. Καλή επιτυχία!



Απαντήσεις

1. Θέτουμε A :� tA P σpCq : η (�) ισχύει για το Au. Δείχνουμε ότι η A είναι σ-άλγεβρα που

περιέχει την C.

3. (β) Fpa�q.

6. Η pXnqn¥1 συγκλίνει στο 0 στον L
1
, οπότε ...

7. Εφαρμόζουμε το θεώρημα κυριαρχημένης σύγκλισης. Κυριαρχούσα συνάρτηση η |X|.
(α) 4. (β) 0.


