
Pijanothtec II. Problhmata

1) 'Estw f : R→ R. Wc sun jwc, jewroÔme to pedÐo tim¸n thc f (to R) efodiasmèno me th s-algebra

twn sunìlwn Borel. Perigr�yte thn σ(f) perÐptwsh pou f(x) = x2.

2) 'Estw X tuqaÐa metablht  me timèc sto [0,∞), kai E(X) <∞. 'Estw kai c > 1. Na deÐxete ìti
∞∑
k=1

ckP(X ≥ ck) <∞.

3) 'Estw X tuqaÐa metablht  me timèc sto R ¸ste E(X2) =∞. Na deiqjeÐ ìti

lim
M→∞

{E(X1|X|≤M )}2

E(X21|X|≤M )
= 0.

4) 'Estw (An)n≥1 akoloujÐa anex�rthtwn endeqomènwn me P(An) < 1 gia k�je n ≥ 1, kai P(∪∞n=1An) =

1. Na deÐxete ìti
∞∑
n=1

P(An) =∞.

5) 'Estw (Xn)n≥1 akoloujÐa isìnomwn kai anex�rthtwn tuqaÐwn metablht¸n me timèc sto R ¸ste h

katanom  thc X1 na mhn eÐnai sugkentrwmènh se èna shmeÐo (dhlad  den up�rqei c ∈ R me P(X = c) = 1).

Na deiqjeÐ ìti

P( lim
n→∞

Xn up�rqei ) = 0.

6) 'Estw X tuqaÐa metablht  me puknìthta f(x) = |x|−31|x|≥1. Na deiqjeÐ ìti gia k�je t ∈ [−1, 1]
isqÔei ∣∣φX(t)− 1− t2 log |t|

∣∣ ≤ 3t2. (1)
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