Y YMIIAHPOMATA

1. OPIEMOT THE MESHS TIMHY
H Suapopd tou oplogod tne péone Tiung mou divoupe mopuxdton ano autév tou Biffiiou eivar to 6Tt
emtpénel 1) wéon Ty va Tadpver Tig Tipég —00, 00.
Korapyde, oplCouue vy x € R,

n x oavzx >0 _ 0 av x>0
xr = €T =
0 avz<0 lz] avaz <0

xau Tapatnpotye 6ttt T > 0 xou |zl =2~ +at, z =2t —z~.
MEZH TIMH I'TA AIAKPITEX TYXAIEY METABAHTEX

Mepintwon 1. Av 1y tuyaia petafhnth X naipver uévo uf apvtixée téc! {z; 1 i € I} érou I eivo
éva aprdproo ohvoho (dnhadt toomhndixd pe to N 4 pe 1o {1,2,...,n} v xdnow n € N) xou z; > 0
v %8¢ i € I. Téte Vétoupe?

B(X):=) xzP(X =),
el
10 onofo # ebvar évac apriudes oto [0,00) ¥ etvar 0o. Opileton nédvtote.

Mepintwon 2. Av 7 tuyaio petofintd X ralpver pévo i Yetixée tpéc® {x; 1 i € I} émou I eivau

éva apriunowo obvoho xar x; < 0 yio xdde ¢ € I. Todte Vétouye ndht
E(X):=) xP(X =),
icl

4 7 2. 4 7 / 14 7 4
0 omnoio 1 elvar évag aprude oto (—oo, 0] 1 elvar —oo. Opiletar ndvrtote.

Ilepintwon 3. Av n X naipver npée oto R, éotw {x; : i € I} dmou I eivon éva aprdufoio ohvoho.
Téte or petafhnréc X1, X etvan Sroxprtée pe pn apvntiée tpée. pogavas (e Bdon v Iepintwon 1)
EXT)= Y aP(X=ux), B(X )= > |2]|P(X =)

i€l:x; >0 iel:x; <0

e Av F(X1) = E(X ™) =00 161e 1} E(X) dev opiletan.

e Av touldytotov pla ano tic E(X 1), E(X ™) elvar dtagopetind and 1o 0o t6é1e Yétoupe

E(X):=EX")-E(X")
10 omolo unopel va elvor ¥ évag mpaypatixdg aprdude, | —oo, 1 0o. Kar mpogaveg
B(X)=> xP(X =,).
iel
MESH TIMH TTA £YNEXEIZ TYXAIEL METABAHTEZ

‘Eotww X ouveyhc tuyaio petafBinty e ouvdptnon tuxvotntog f. Axohovdobue avdhoyn dadixaocio
omwg xan mplv. Oétoupe

0o 0
E(X) ::/0 tf(t)dt—/_ It £ (1) dt

av ToUAGyLeTOV évar amo Tol BU0 ohoxhnpoduata eivar # 0o, xou tote N E(X) elvon mpaypotixde aprduds, 1
—00, 1 00. Av xat ta 800 ohoxhnpdparta eivor 0o, téte 1 E(X) dev opileton. BéBaror av X >0 A4 X <0,
lI‘po'capouus t6te X > 0.
2Aev €xet onuaota n oelpd ddpotong yratl etvon dhot aprduol pe (Bro mpdonuo.
3dec(pouue t6te X <0.



[}

t61e 1) E(X) opileton onwodhnote. Ko yevixdtepa, dtav yio xdnowo a € R éyovue X (w) > a vy xdde
weNAX(w) <a vy xdlde w e Q.

ITAPAAEITMATA
1. Oewpotiye Slaxpith Tuyala peTaBANTy we cuvdptnor TavoTnTog

ii av T
f@)—{ 32 €Z\ 10k

0 OLopOPETIXG.

IMpogavexe

Onéte n E(X) dev opiletan.

2. Oewpoiye doxprth Tuyaio LETABANTY HE ouVARTNoT THAvOTHTAC

\ e

2% avx €7Z, x <0,

2
f(z) = % av z = 0,
Qm—lﬂ av z € Z, z > 0.

Taopa énwe mpwv éyovpe E(X ) => 77, |k|2ii2 = 00, xat

Zkﬁ<oo

amo To xpiThplo Tou AGYou, Yia Topdderyua. Mdhiota to tedeutaio ddpolopa eivar 1, ahhd pog evdtapépet
anhoe to 61 efvan menepacpévo. ‘Eneton 61 E(X) =1 — 0o = —o0.

3. Ocewpolpe ouvey tuyaio uetaBinth X ue tuxvétnta (ehéyite dt elvar dvtwe nuxvotnta)

522 avx > 1
‘Eyoupe
oo 1 o
| elf@de= .= [7 o= Fyar =1,
_ 1 e
[ at@ar= 75 -
; x T = o T = 00
Apa E(X) = 0.

4. Oewpotpe ouveyr| tuyala petafinth X ue nuxvotnta

1 1
M@= cmr

0 > 1 (> 1 [~ 1
_Oo|x]f($)dx: ; xf(ac)dx:; ; x2+1dm2; 1 %dx:oo.

Apa n E(X) dev opiletau.

yia xdde x € R.

‘Eyouyue




2. TITKNOTHTA STNEXOTS KATANOMHS?

Yuvey |, xatavops Mpe pla tne onofug 1 ouvdptnon xatavourc F: R — [0, 1] eivar ouveyhc ouvdptnon.
Avutéc mou xoholpe euel oty TAEYN oLVEYELS Elvan aUTEC TOU GWOTOTEPA AEYOovTal amoAUTws OUveYElS.
Arnhad autée Yo Tig onofeg vndpyet f R — [0,00) pe

b
F(b) — F(a) = / F(t)dt

v xqde a,b € R pe a < b. M tétowo f Aéyeton mukvoTnTa Yol TNV XATOVOUT|, X AV LTGEYEL OEV
elvon wovadixr. Alhdlovtoag v oc nenepacuéva o nhloc onueia e€axoloviel va txavonotel v topo-
néve wotnta. Anodetxvieton 6Tt tuxvotntes eivan axpBoe ot (Lebesgue petphotpec) cuvaptioe tou
avortooty f >0, [ f(z)de = 1.

Epotnuo: Aedouévng wag ouvey ol ouvdptnong xatavouns F, tog anodevioupe 61t auty) mpoépyetal
and TuXVOTNTA, XU TOS Bploxouye wio tuxvoTnTa f;

Av 1 F mpoépyeton ano nuxvotnra, 16te Yo éyoue f(x) = F'(x) oc mdpa nohhd onpeia (oe dha extde
arno 6hvoho u€tpou undév). Autd eivar éva onpeio exxivionge.

IMo o wadnua, Yo wog apxéoet 1 e€Xg npdTaoT).

ITpétaom. ‘Eotww cuveyrc ouvdptnon xatavourc F yio Ty onola undpyet évo TENEpaouévo GUVORO
J ={a1,a2,...,a,} CR xou ouvdptnon f: R — [0,00) étot wote
o F'(t) = f(t) i xde t € R\ {a1,aq,...,a,},
o f ouveyhc oto R\ {a1,az,...,an}.

Téte 1 f ebvon wid nuxvoTTa TOL AVTIOTOLYEL GTNV GUVdETNHOT XaTavours F.

Yuunépaocpar Acdopévne utac ouveyolc F, unohoyilovpe v F', xat éotw 611 auth undpyet navtod
extOc and éva menepaouévo ohvoro Ji. To euvoixd oevdpro elvor v F' va eivar ocuveyhc oto R\ Ji,
1 av elvon acuveyfg, va ebvor acuveEYC O€ TEMEPAOHEVO oUVOLO onuelwy Jo tou R\ Ji. Oétouue 161
J = JiUJy xa f = F' ot R\ J. Enexteivoupe v f audaipeta oto J divovide tne xdnotec un
apvntiég tpéc. T mopdderypa, f = 0 oto J. Téte yio g F) f egoppdleton 1 mio ndve TpoTaoy, ol
nafpvouye 6Tt 1) f ebvan wior muxvoThTa Yot Ty F

EsAPMOTH

‘Eotw X ouveyhc tuyaio uetafAnth pe nuxvotnto

1 1
fx(z) = (427

v xdde z € R.
O¢étouge Y = tan~! X, émou tan~! efvor n avtiotpogn tou meploptopol e tan oto (—7/2,7/2). How
elvon 1 xatavour| g Y;
Avon
Mo t € R éyoupe Fy (t) := P(Y <), 1o onoio woltou pe 0 yra t < —m/2 xou pe 1 yia t > w/2 eneidn
1Y noipver tipéc oto (—7m/2,7/2). ‘Eneta, yia t € (—m/2,7/2),

Fy(t) = P(tan™' X <t) = P(X < tant) = Fx(tant).

Apa
0 av t < —7/2,
Fy(t) = { Fx(tant) avte (—7n/2,7/2),
1 av t < —7/2.

4Auw’] N ToEdYpapoc elvol YeNoWn Yot TNV TAYEN SIXAOAOYNOT EVOC CUYXEXPWEVOL TUTOU AOXNACEWY, OTIWS 1) EQUPUOYT
TOEOXETE.



4
Enedr) Fx(—o00) = 0 xou Fx(00) =1, éneton 61 1 Fy eivon ouveyhc. Enlong, vt € (—7/2,7/2),

1
Fj (t) = Fix(tant)(tant) = (1+tan®t) = —.
T

7(1 + tan?t)
Ko BéBona FY (1) = 0 yio |t| > m/2. Enopévec 1 Fy undpyer xau elvon cuveyfic 010 cugniipmus tou
nexepaopévoy ouvorou {—7/2,m/2}. Me Baon tny napandve npdtaot, n Y eivar ouveyfc ye TuxvoTnTa,
X0 pLor TuxvoeTnTa Yo Ty Y glvou )

)0 av |t > 7/2,
frt) = {}r av t € (—m/2,m/2).

‘Apa 1 Y éyer tnv opolbuopen xatavour oto (—m,2,7/2).
ATIOAEIZH THY IPOTATHE

H onédeln eivon dueoy ouvénetor Tou oplopol ToU YEVIXEUUEVOU ohoxAnpwuatoc. 1del we egvc.
O©éloupe va detouye Ot Yo xdde a < b oy le

b
FO) - F(o) = [ f(0at. 1)
IMepintwon 1. Av to pévo ornyeio tou J 010 [a,b] eivar to a, téte enedr n F eivan ouveyiic éyoupe
F(b) — F(a) = lim {F(b) — F(a+¢)}.
e—07t

Erewdd) n F' eivar ouveyfic oo [a + &, b], to dedtepo depehiddec Yedprnua Tou 0hoxhnpwtinod hoyiouol

dlvet
b

b
F(b) —F(a+e)= / F'(t)dt = f(t)dt.
ate ate
To bpto tou teheutaiou ohoxinpopatoc Yo e — 07 undpyet yiotl elvor @divousa cuvdptnon Tou e (xaddTt
f > 0), xau ebvon €€ oplopol 1 T Tou f: f(t)dt. T nopdderypa, eivor duvatdv va éyouye f(a+) = oo
(6nwe oupPaiver ye v 1/4/z 610 a = 0) A 10 8e&t6 bplo e f 070 a va pny undpyel.

IMepintwon 2. Av 1o pévo onpeio tou J oo [a, b] elvon o b. Aouleboupe dpota OTwS 0TNY TEOTYOUUEVT
nepintwon. Hdh v (1) woylet.

Ilepintwon 3. Av ta pbva onpeio tou J 10U 6710 [a, b] etvon ta a, b. Emhéyouye ¢ € (a, b), epapuélouvpe
v (1) ota draothpata [a, ¢, [¢, b] (1o onolo Eépouye and TIC TPONYOUUEVES TEPITTOGEL), Xou TpooVETOUYE

XATAL PEAT).

Ilepintwon 4. Av o onuela tou J avdpeoa ota a, b ebvon 1 21,22, ..., T dea <21 <22 < -+ < 2 <
b, téte eopubdlovpe TV (1) ota draothyata [a, z1], [z1, 22, - . ., [k, b], xou mpoo¥étoupe Tic obTnTEC TOU
TEOXOTTOUV XATd UEAT,. [

Ebvar tpogavég ano tnv anddelln tng npdtaorg 6t v unddeor “J nenepacuévo” unopel va avtixataotadel
uno TNV
J N [a, b] tenepacyévo yia xdde nenepacuévo urodidotnua [a,b] tou R,

onAad”| 1o J dev €yel onuela cucowpeuong oto R.



