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Pijanìthtec II

Exètash 5 NoembrÐou 2011

1. (25 BajmoÐ) 'Estw ìti oi tuqaÐec metablhtèc X, Y èqoun apì koinoÔ puknìthta

f(x, y) =

{
−xy an (x, y) ∈ (−1, 0)× (0, 1) ∪ (1, 2)× (−1, 0),
0 diaforetik�.

(a) Na upologisteÐ h pijanìthta P (X + Y < 0).

(b) Na upologisteÐ h mèsh tim  E(XY ).

(g) EÐnai oi X, Y anex�rthtec?

2. (30 BajmoÐ) 'Estw X, Y anex�rthtec tuqaÐec metablhtèc pou kajemÐa akoloujeÐ thn tupik 
kanonik  katanom  N(0, 1).

(a) Poi� eÐnai h apì koinoÔ puknìthta tou zeÔgouc (U, V ) := (X/Y, Y )?

(b) Poi� eÐnai h puknìthta thc tuqaÐac metablht c X/Y ?

3. (25 BajmoÐ) 'Estw (Xi)i≥1 akoloujÐa anex�rthtwn tuqaÐwn metablht¸n, pou kajemÐa ako-
loujeÐ thn omoiìmorfh katanom  sto (−1, 1). Kai èstw N tuqaÐa metablht  anex�rthth apì
tic {Xi : i ≥ 1} kai h opoÐa akoloujeÐ thn metatopismènh gewmetrik  katanom  me par�metro
p ∈ (0, 1). Dhlad 

P (N = x) =

{
(1− p)xp gia x ∈ N = {0, 1, 2, ...},
0 diaforetik�.

Jètoume S0 = 0 kai Sn := X1 + · · ·+Xn gia k�je jetikì akèraio n.

(a) Na upologisteÐ h ropogenn tria MX1(t) := E(etX1) thc X1 gia k�je t ∈ R.
(b) Na upologisteÐ h ropogenn tria thc tuqaÐac metablht c SN .

4. (15 BajmoÐ) 'Estw (Xn)n≥1 akoloujÐa tuqaÐwn metablht¸n ¸ste gia k�je n ≥ 1 h Xn na
akoloujeÐ thn ekjetik  katanom  me par�metro n, dhlad  me puknìthta fXn(x) = ne−nx1x>0.
Na deiqjeÐ ìti Xn → 0 kat� pijanìthta kaj¸c n→∞.

5. (20 BajmoÐ) 'Estw (Xn)n≥1 akoloujÐa anex�rthtwn kai isìnomwn tuqaÐwn metablht¸n, me
kajemÐa na akoloujeÐ thn omoiìmorfh katanom  sto (0, 1). Gia k�je n ≥ 1 jetikì akèraio,
jètoume Wn := min{X1, X2, . . . , Xn} kai Zn := nWn. Na deiqjeÐ ìti h akoloujÐa (Zn)n≥1
sugklÐnei kat� katanom  sthn tuqaÐa metablht  Z me katanom  thn ekjetik  me par�metro 1.

Upìdeixh: Me b�sh ton orismì, arkeÐ na deÐxoume ìti FZn(t) := P (Zn ≤ t) → FZ(t) kaj¸c
n→∞ gia k�je t ∈ R.
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LÔseic
1. 'Idia me om�da A.

2. 'Idia me om�da A.

3. Parìmoia me om�da A.

4. 'Idia me om�da A.

5. Gia t ≤ 0 èqoume FZn(t) = 0 = FZ(t), en¸ gia t > 0 kai n > t èqoume
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H proteleutaÐa isìthta èpetai apì thn anexarthsÐa twn X1, . . . , Xn, en¸ h teleutaÐa isqÔei giatÐ
0 < t/n < 1 kai ìlec oi X1, . . . , Xn akoloujoÔn thn omoiìmorfh katanom  sto (0, 1). 'Ara
limn→∞ FZn(t) = 1− e−t = FZ(t) gia k�je t ∈ R.


