
Πιθανότητες ΙΙ. Ασκήσεις

*1. 'Εστω X υπεραριθμήσιμο σύνολο καιA η σ-άλγεβραA :� tA � X : A ή XzA αριθμήσιμοu.
(i) Ποιες είναι οιA{BpRq μετρήσιμες συναρτήσεις f : X Ñ R;
(ii) Να δειχθεί ότι η συνάρτηση µ : AÑ r0,8q με µpAq � 0 αν το A είναι αριθμήσιμο και µpAq � 1 αν το

XzA είναι αριθμήσιμο είναι μέτρο.

(iii) Για ποιες μετρήσιμες συναρτήσεις f : X Ñ R ορίζεται το
³

f dµ και πόσο είναι αυτό;

*2. 'Εστω A1, A2, . . . , An ενδεχόμενα σε έναν χώρο πιθανότητας pΩ,F ,Pq. Για r � 0, 1, . . . , n θέτουμε

Cr :� tx P Ω : το x ανήκει σε ακριβώς r από τα A1, A2, . . . , Anu.
Να δειχθεί με χρήση δεικτριών ότι
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PpAi1 X Ai2 X � � � X Aikq.

Το εσωτερικό πολλαπλό άθροισμα για k � 0 ορίζεται ίσο με 1.

*3. (i) Αν ε ¡ 0, να δειχθεί ότι

inftPp|X| ¡ εq : X είναι τυχαία μεταβλητή με EpXq � 0,VarpXq � 1u � 0.

(ii) Αν a ¡ 0, να δειχθεί ότι

inftPp|X| ¡ εq : X είναι τυχαία μεταβλητή με EpXq � 1,VarpXq � a2u � 0.

4. 'Εστω X τυχαία μεταβλητή με τιμές στο R η οποία έχει πυκνότητα f . Αν η X έχει συμμετρική κατανομή

(δηλαδή X d� �X), να δειχθεί ότι f p�xq � f pxq λ-σχεδόν για κάθε x P R.

*5. 'Εστω pXnqn¥1 ακολουθία ανεξάρτητων και ισόνομων τυχαίων μεταβλητών με Xn : ΩÑ r�8,8s για
κάθε n ¥ 1. Θέτουμε Mn :� maxtX1, X2, . . . , Xnu για κάθε n ¥ 1. Να δειχθούν τα εξής.

(α) limnÑ8
Xn
n � 0 κατά πιθανότηταô PpX1 P Rq � 1.

(β) limnÑ8
Xn
n � 0 με πιθανότητα 1ô E|X1|   8.

(γ) limnÑ8
Mn
n � 0 κατά πιθανότηταô PpX1 � �8q   1 και limxÑ8 x PpX1 ¡ xq � 0.

(δ) limnÑ8
Mn
n � 0 με πιθανότητα 1ô PpX1 � �8q   1 και EpX�1 q   8.

*6. 'Εστω pXnqn¥1 ακολουθία τυχαίων μεταβλητών σε κοινό χώρο πιθανότητας και με τιμές στο R ώστε

PpXn � 0 για άπειρα nq � 1. Να δειχθεί ότι υπάρχει ακολουθία panqn¥1 στοιχείων του p0,8q έτσι ώστε
Ppan|Xn| ¥ 1 για άπειρα nq � 1.

*7. Η 11.13 από τις σημειώσεις.

*8. Η 12.12 από τις σημειώσεις.

*9. Η 13.13 από τις σημειώσεις.

*10. Η 13.16 από τις σημειώσεις.

*11. Η 14.10 από τις σημειώσεις.

*12. 'Εστω X τυχαία μεταβλητή με τιμές στο R ώστε a :� EpX2q P p0,8q και X d� pX � X1q{?2, όπου X1

είναι μια τυχαία μεταβλητή ανεξάρτητη από την X με X1 d� X. Να δειχθεί ότι EpXq � 0 και X � Np0, aq.


