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1. (3 μονάδες) (αʹ) Να υπολογίσετε τις ολοκληρωτικές καμπύλες του διανυσματικού πεδίου

V = (x+ y) ∂
∂x

+ ∂
∂z
στον R3

και να υπολογίσετε την ροή του.

(βʹ) Να εξετάσετε αν φ : R3 × R → R3
με φ((x, y, z), t) = (xet, yet, z + t) είναι ολική ροή

κάποιου διανυσματικού πεδίου. Αν ναι, να το βρείτε.

(γʹ) ΄Εστω M μια διαφορική πολλαπλότητα και X, Y ∈ X (M) δύο διανυσματικά πεδία που
μετατίθενται, με διαφορικές ροές ϑ, η αντίστοιχα και p ∈ M . ΄Εστω σ : (−ε, ε) ×
(−ε, ε) → M με σ(t, s) = ϑt ◦ ηs(p). Να δείξετε ότι για κάθε f ∈ C∞(M) ισχύει

∂

∂t

∂

∂s
(f ◦ σ) = (XY f) ◦ σ.

2. (3 μονάδες) ΄Εστω ω η 1-μορφή στον R3
με

ω(x,y,z)

(
a
∂

∂x
|(x,y,z) + b

∂

∂y
|(x,y,z) + c

∂

∂z
|(x,y,z)

)
= −xa− yb+ c.

(αʹ) Να βρείτε αν υπάρχει f : R3 → R με ω = df .

(βʹ) Αν f είναι μια C∞
απεικόνιση με τις ιδιότητες του (α΄), να εξετάσετε αν τα σύνολα

Sλ = {(x, y, z) ∈ R3 | f(x, y, z) = λ} είναι εμφυτευμένες υποπολλαπλότητες του R3
.

(γʹ) Να εξετάσετε αν η κατανομή D με D(x,y,z) = kerω(x,y,z) είναι involutive. Αν είναι, να
βρείτε τις ολοκληρωτικές υποπολλαπλότητες της D και έναν χάρτη του R3

επίπεδο ως

προς την κατανομή D.

3. (2 μονάδες) (αʹ) ΄Εστω M μια διαφορική πολλαπλότητα διάστασης n και ω μια 1 - μορφή
της M με ωp ̸= 0p ∈ T ∗

pM , για κάθε p ∈ M . Να δείξετε ότι η κατανομή Dp = kerωp

είναι μια (n− 1) involutive κατανομή.

Υπόδειξη : Δείξτε το πρώτα στην περίπτωση που η ω είναι ακριβής.

(βʹ) ΄Εστω M μια διαφορική πολλαπλότητα, h ∈ C∞(M) και p ∈ M τέτοιο ώστε dhp = 0.
Να δείξετε ότι η απεικόνιση L : X (M)×X (M) → R L(X, Y ) = Xp(Y (h)) είναι συμμε-
τρική (δηλαδή L(X, Y ) = L(Y,X)) και C∞

- γραμμική (για κάθε f, g ∈ C∞(M) ισχύει
L(fX, gY ) = fgL(X, Y )). Δείξτε επίσης ότι η L ορίζει μια συμμετρική διγραμμική
απεικόνιση L̃ : TpM × TpM → R, ώστε αν X, Y ∈ X (M), τότε L̃(Xp, Yp) = L(X, Y ).

4. (2 μονάδες) ΄Εστω M μια διαφορική πολλαπλότητα και V ∈ X (M) με Vp ̸= 0p ∈ TpM ,
για κάθε p ∈ M . Να δείξετε ότι υπάρχει μια 1-μορφή ω ∈ Γ (T ∗M) της M τέτοια ώστε

ω(V ) > 0 στην M . Ως ω(V ) ορίζουμε την C∞
συνάρτηση p 7→ (ω(V ))(p) := ωp(Vp).

Υπόδειξη : Λύστε το πρόβλημα πρώτα τοπικά, σε ένα σύστημα συντεταγμένων.


