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∆ιατυπώστε µε σαφήνεια τα αποτελέσµατα που χρησιµοποιείτε. 
Υπάρχουν 4 βαθµολογικά ισοδύναµα θέµατα.  
 
Καλή επιτυχία.



 
1.  

a. Έστω G µια µη αβελιανή οµάδα τάξης 8.  
i. Βρείτε το πλήθος των κλάσεων συζυγίας της G . 

ii. Εξετάστε αν κάθε δυο απλά [ ]GC -πρότυπα µε διαστάσεις 1>  
είναι ισόµορφα. 

b. Εξετάστε ποιες από τις παρακάτω προτάσεις αληθεύουν. 
i. Ένα πρότυπο που έχει συνθετική σειρά είναι ηµιαπλό. 

ii. Έστω ,A B  δυο απλές C -άλγεβρες πεπερασµένων διαστάσεων. Αν  
dim dimA B=C C , τότε .A B  

Λύση 
a. i. Το πλήθος των κλάσεων συζυγίας είναι το s  στην ανάλυση Wedderburn 

1
[ ] ( ) ... ( )

sn nG M M× ×C C C . Λαµβάνοντας διαστάσεις έχουµε 
2 2

18 ... sn n= + +  και συνεπώς έχουµε τις δυνατότητες  

1 8... 1n n= = =  

1 4 5... 1, 2n n n= = = =  

1 2 2n n= = . 
Από αυτές απορρίπτονται η πρώτη γιατί η G  δεν είναι αβελιανή και η τρίτη 
γιατί πάντα υπάρχει κάποιο 1.in =  Άρα 5.s =  
 
ii. Από 1 4 5... 1, 2n n n= = = =  έπεται ότι υπάρχει µοναδικό (ως προς 
ισοµορφισµό) απλό πρότυπο διάστασης >1 και άρα η απάντηση είναι ναι. 
 

b.  
i. Λάθος, πχ το 2m

Z  , 1m > , έχει συνθετική σειρά ως Z -πρότυπο αλλά δεν 
είναι ηµιαπλό. 
 
ii. Σωστό. Από το Θεώρηµα Artin - Wedderburn έχουµε 

1 2( ), ( )m nA M D B M D , όπου 1 2,D D  είναι δακτύλιοι διαίρεσης και 
πεπερασµένων διαστάσεων C -άλγεβρες.  Επειδή το C  είναι αλγεβρικά 
κλειστό έχουµε 1 2D D C . Από dim dimA B=C C  έχουµε m n=  και άρα 

.A B  



 
 
2.  Έστω 0n >  και k  ένα σώµα χαρακτηριστικής 0p > . Θεωρούµε το δακτύλιο 

[ ] ( 1).nR k x x= −  
a. ∆είξτε ότι τα ακόλουθα είναι ισοδύναµα. 

i. Κάθε βραχεία ακριβής ακολουθία R -προτύπων διασπάται. 
ii. p  δεν διαιρεί το n . 

b. Έστω ότι p  διαιρεί το n  και an mp= . Έστω V  ένα απλό R -πρότυπο. 
∆είξτε ότι για κάθε v V∈  έχουµε mX v v= , όπου ( 1) .nX x x R= + − ∈   

 
Λύση 
a. Πρώτα παρατηρούµε ότι υπάρχει ισµορφισµός αλγεβρών  

[ ]nR k C , 
όπου nC  κυκλική οµάδα τάξης n . Έχουµε  διαδοχικά: 

 Κάθε βραχεία ακριβής ακολουθία R -προτύπων διασπάται ⇔  
R  ηµιαπλός ⇔  
[ ]nk C  ηµιαπλός ⇔ (θεώρηµα Maschke δεδοµένου ότι 0p > ) 

p  δεν διαιρεί το n . 
 
b. Ξέρουµε ότι το ( )J R  περιέχει κάθε µηδενοδύναµο ιδεώδες. Το ( 1)mX −  είναι 
µηδενοδύναµο γιατί από το διωνυµικό ανάπτυγµα και το γεγονός ότι για κάθε 

1,..., 1ai p= − , το 
ap

i
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 είναι πολλαπλάσιο του p , έπεται ότι 
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Άρα 1 ( )mX J R− ∈  που σηµαίνει ότι 1mX AnnV− ∈ . 



 
 
3.  

a. Έστω k  ένα σώµα και A  µια απλή k -άλγεβρα πεπερασµένης διάστασης. 
∆είξτε ότι αν υπάρχει µη µηδενικός οµοµορφισµός αλγεβρών 

( ) ( )n nk
M k A M k⊗ → , τότε .A k  

b. ∆ώστε ένα παράδειγµα που δείχνει ότι το προηγούµενο συµπέρασµα 
γενικά δεν αληθεύει όταν η A  δεν είναι απλή. 

 
c. Θεωρούµε την -άλγεβρα H (quaternions). ∆είξτε ότι η οµάδα ( )Aut H  

των αυτοµορφισµών της -άλγεβρας H  είναι ισόµορφη µε την οµάδα 
* *H . 

 
Λύση 
a. Η ( )nM k  είναι κεντρική και απλή. Επειδή η A  είναι απλή, η ( )n k

M k A⊗  είναι 

επίσης απλή. Άρα κάθε µη µηδενικός οµοµορφισµός αλγεβρών 
( ) ( )n nk

M k A M k⊗ →  είναι 1-1.  Παίρνοντας διαστάσεις έχουµε 
2 2dim dim 1.k kn A n A≤ ⇒ =  

 
b. Παράδειγµα: A k k= × . Τότε θεωρούµε τη σύνθεση 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )n n n n n nk k k
M k A M k k M k k M k M k M k⊗ ⊗ × ⊗ × →  όπου η τελευταία 

απεικόνιση είναι η προβολή στην πρώτη συντεταγµένη. 
 
c. Για κάθε {0}a∈ −H  θεωρούµε τον οµοµορφισµό αλγεβρών 

1:af z aza−∋ ∈H H  που είναι ισοµορφισµός. Λαµβάνουµε µια απεικόνιση  
*: ( )aa f AutΦ ∋ ∈H H  

που είναι οµοµορφισµός οµάδων. Είναι επί από το θεώρηµα Skolem-Noether. Ο 
πυρήνας είναι * *( )C∩ =H H . Το ζητούµενο προκύπτει από το πρώτο θεώρηµα 
ισοµορφισµών οµάδων. 



 
 
4.  Έστω G  µια πεπερασµένη οµάδα µε .G n=  

a. Έστω ,χ ψ  χαρακτήρες της G  µε deg 1.χ =  Αποδείξτε ότι ο χαρακτήρας 
χψ  είναι ανάγωγος αν και µόνο αν ο ψ  είναι ανάγωγος. 

b. Έστω 1n >  και  m∈ . Θεωρούµε τη συνάρτηση κλάσεων της G  που 
ορίζεται από (1) , ( ) ,n m g mχ χ= − = −  για κάθε {1}.g G∈ −  Αποδείξτε 
ότι  ο χ  είναι χαρακτήρας αν και µόνο αν 0,1.m =  

 
Λύση 
a. Επειδή deg 1χ =  έχουµε ( ) 1gχ = ±  για κάθε g G∈ , οπότε 

2

1, ( ) ( ) ( ) ( )
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Άρα , 1 , 1.χψ χψ ψ ψ= ⇔ =  
 
b. Παρατηρούµε ότι 1reg mχ χ χ= − , όπου regχ  είναι ο χαρακτήρας της κανονικής 
αναπαράστασης και 1χ  ο τετριµµένος χαρακτήρας. Επειδή 

1 2 2(1) ... (1) ,reg s sχ χ χ χ χ χ= + + +  όπου 1( ) { ,..., }sIrr G χ χ= , οι συντελεστές  στην 
ανάλυση του χ  σε άθροισµα αναγώγων χαρακτήρων είναι µη αρνητικοί ακέραιοι αν 
και µόνο αν 0,1.m =  
Άλλη λύση χωρίς την αρχική παρατήρηση: Υπολογίζουµε   
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Άρα χ  χαρακτήρας 0,1.m⇔ =  


