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1. ΄Εστω (X,F , µ) χώρος μέτρου.

(αʹ) ΄Εστω f ∈ L1(µ). Δείξτε ότι για κάθε λ > 0 έχουμε ότι µ ([|f | ≥ λ]) ≤ ∥f∥L1

λ
.

(βʹ) ΄Εστω fn → f στον L1(µ). Δείξτε ότι υπάρχει υπακολουθία (fkn)n της (fn)n τέτοια
ώστε fkn → f µ - σ.π.

(γʹ) Υποθέστε ότι µ(X) < ∞. ΄Εστω f μετρήσιμη συνάρτηση και (fn)n ακολουθία από
μετρήσιμες συναρτήσεις τέτοιες ώστε fn → f µ - σ.π. Δείξτε ότι για κάθε ε > 0
υπάρχει E ∈ F τέτοιο ώστε µ(E) < ε και fn → f ομοιόμορφα στο Ec

.

(δʹ) ΄Εστω f : [0, 1] → C Lebesgue μετρήσιμη και ε > 0. Να δείξετε ότι υπάρχει μετρήσιμο
υποσύνολο A του [0, 1] τέτοιο ώστε µ (Ac) < ε και f |A συνεχής.

2. ΄Εστω (X,F) μετρήσιμος χώρος και ν, µ πεπερασμένα θετικά μέτρα με ν << µ.

(αʹ) Υποθέστε ότι ν(X) > 0. Δείξτε ότι υπάρχουν ε > 0 και E ∈ F με µ(E) > 0 τέτοια
ώστε ν(A) ≥ εµ(A), για κάθε A ∈ FE.

(βʹ) Υποθέστε ότι ν(X) > 0. Δείξτε ότι υπάρχει μετρήσιμη συνάρτηση h ≥ 0 τέτοια ώστε∫
B
hdµ ≤ ν(B), για κάθε B ∈ F και

∫
hdµ > 0.

(γʹ) Δείξτε ότι υπάρχει μετρήσιμη συνάρτηση h ≥ 0 τέτοια ώστε
∫
B
hdµ = ν(B), για κάθε

B ∈ F .
(δʹ) ΄Εστω σ-άλγεβρα A με A ⊆ F και f ∈ L1(µ). Δείξτε ότι υπάρχει A-μετρήσιμη
συνάρτηση g τέτοια ώστε

∫
A
gdµ =

∫
A
fdµ, για κάθε A ∈ A.

3. ΄Εστω (X,F , µ) χώρος μέτρου.

(αʹ) ΄Εστω fn ≥ 0 μετρήσιμη για κάθε n ∈ N. Δείξτε ότι
∫
lim inf fndµ ≤ lim inf

∫
fndµ.

(βʹ) ΄Εστω (fn)n, (gn)n ακολουθίες στον L
1
R(µ), g ∈ L1

R(µ) και f μετρήσιμη τέτοιες ώστε
|fn| ≤ gn, για κάθε n ∈ N, fn → f µ-σ.π., gn → g µ-σ.π. και

∫
gndµ →

∫
gdµ.

Δείξτε ότι f ∈ L1
R(µ) και

∫
fndµ →

∫
fdµ.

(γʹ) ΄Εστω (fn)n ακολουθία στον L
1(µ), f ∈ L1(µ) τέτοιες ώστε fn → f µ-σ.π. Δείξτε ότι∫

|fn − f |dµ → 0 αν και μόνο αν
∫
|fn|dµ →

∫
|f |dµ


